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EXISTENCE DE SOLUTIONS AU SENS DE 
CARATHÉODORY POUR LE PROBLÈME 

DE NEUMANN / ' = f(t, y, y') 

Z I N E E. A. G U E N N O U N 

RÉSUMÉ. Nous annonçons ici des résultats d'existence et leurs conséquences d'un 
problème de Neumann pour l'équation différentielle non linéaire: 

At) =f(t,mA0) P-P. dans [0,1]; / (0 ) = r, / ( l ) = s 

où/: [0,1] x R 2 —• R est une fonction de Carathéordory sous des conditions de crois
sance de non linéarité très rapide suivant la variable / . 

ABSTRACT. We announce some existence results and their consequences for the 
Neumann problem of the nonlinear differential equation: 

At) =f(t,y(t),At)) P-P- dans [0,1]; /(O) = r, v'(l) = s 

where/: [ 0 , l ] x R 2 - + R is a Carathéodory function and can grow very rapidly in the 
y variable. 

0. Introduction. Dans cette note, nous nous intéressons au problème d'existence 
d 'une solution au sens de Carathéodory pour le problème de Neumann: 

(AO / M =f{t,y(t\y'(t)) p.p. dans [0,1]; / (0) = r, / ( l ) - s 

où / : [0,1] x R2 —» R est une fonction de Carathéodory qui vérifie des conditions 
de croissance rapide de non-linéarité suivant / ; r,s G R. Une solution au sens de 
Carathéodory est une fonction y continûment differentiate telle que / est absolument 
continue vérifiant (N). 

Dans plusieurs travaux antérieurs (voir par exemple [1], [4], [5], [7], [9], [10]), on 
obtenait l'existence d'une solution de certains problèmes aux limites en imposant à 
f(t,y,p) des conditions de croissance du type Bernstein (croissance quadratique suivant 
p) ou du type Nagumo. Récemment, Granas-Guenther-Lee [8] ont obtenu des résultats 
d'existence d'une solution classique pour un problème de Neumann sous des conditions 
de croissance rapide de la non-linéarité suivant la variable/?. Ils ont établi entre autres le 
résultat suivant. Supposons que/ est une fonction continue qui vérifie les hypothèses: 

(i) il existe M > 0 tel que yf(t,y, 0) > 0 pour tout \y\ > M; 
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Alors le problème de Neumann homogène: 

(N) \f{t)=f(uy(t\j{t)) 0 < / < 1; 
1/(0) = 0, y(l) = 0, 

admet au moins une solution y dans C2 telle que —M < y(t) < M pour tout fG [0,1]. Si 

on considère de Neumann homogène suivant: 

(1) / '(*) = h(y'(t))yf3(t) + y5(t) + eH/COlXO + t3 0 < t < 1; / ( 0 ) = / ( l ) = 0, 

où /z: R —> R est une fonction à support borné, par exemple h(p) = 1 — \p\ si p G 

[—1,1] et 0 autrement. Il est clair que le résutat précédent n'est pas applicable car la 

fonction f(t,y,p) ne vérifie pas (ii). Remarquons tout d'abord que si la fonction/X^y,/?) 

est continue et vérifie (ii) alors elle vérifie la condition suivante: 

(ii') il existe M\ > 0 tel que pour tout (t,y) G (0,1) x (—M, M) et \p\ > Mu il existe 
un voisinage V de (t,y,p) dans (0,1) x (—M, M) x [—M\, M\]c tel que l'une des 

conditions suivantes est toujours vérifiée: 

inf{/(w,v,0) | ( i i ,v ,$)€ V} > 0 

ou bien 

sup{/(w,v,#) | (u,v,q) e V} < 0. 

La fonction h(p)p3 +y5 + e~\p\y +13 vérifie (ii') mais ne vérifie pas (ii). Si on considère la 

fonction f(t,y,p) — ( 1 / \ff)p + y5 +1, la continuité n'est pas vérifiée. 

Nous proposons dans cette note d'étendre certains résultats d'existence en remplaçant 

la continuité par une fonction de Carathéodory ainsi que les conditions de (i) et (ii) par 

les conditions plus faibles suivantes: 

(H0 il existe M > 0,/(f,Af,0) > 0 et/(f, - M , 0) < Op.p. dans [0,1], 

(H2) il existe M\ > 0 tel que pour tout (t,y) G (0,1) x (-M,M) et \p\ > Mu il existe 

un voisinage U x V de (t,y,p) tel que une des conditions suivantes est toujours 

vérifiée: 

inf ess{/(w,v,#) | (vyq) G V} > 0 
ueu 

ou bien 
supess{/(w, v,q) \ (v,q) G V} < 0. 
ueu 

Notons que la condition (i) implique (Hi) et que dans le cas continue la condition (H2) 

découle de la condition: 

(H'2) il existe M\ > 0 tel que f(t9 y,p) ^ 0 pour tout (t,y) G (0,1) x (-M,M) et 
\p\ > Mi. 

REMARQUE. Pour vérifier (H'2), il suffit d'étudier les racines de 1'equation/"^, y,p) — 

Odans R 3 . 

Notons que la conditions (H2) n'est jamais vérifiée si la fonction est une fonction 

linéaire par rapport à la variable y. Par exemple la fonction/(r,-y,/?) = r(t)y. 

Dans la deuxième partie nous nous intéressons à un problème de Neumann non ho

mogène et aux conséquences des résutats généralisés obtenus. 
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Notons que la conditions (H2) n'est jamais vérifiée si la fonction est une fonction 
linéaire par rapport à la variable y. Par exemple la fonction/(f, y,p) — r(t)y. 

Dans la deuxième partie nous nous intéressons à un problème de Neumann non ho
mogène et aux conséquences des résutats généralisés obtenus. 

1. Notations et résutats préliminaires. Dans la suite, Ck dénotera l'ensemble des 
fonctions u: [0,11 —* R continûment différentiables jusqu'à l'ordre k, muni de la norme 
Il u\\k = max{ Il w||o, || «'Ho, • • • » Il ww||o} » où \\ u\\o est la norme uniforme. L'ensemble des 
fonctions continues C° est noté C; Q = { u G C | w(0) = 0} . 

Soit/7 > 1, LP = {u: [0,1] —* R mesurable | j j \\u\\pd\i < 00} muni de la norme 
usuelle y . \\LP', V désignera la mesure de Lebesgue. 

Pourfc > 1, on definite^ = {u G Ck~l \ u(k~l) est absolument continue, u(k) G Lp}. 

PROPOSITION 1.1. Soient u G C2,P et to G (a, b\ supposons que u atteint son max
imum (resp. minimum) en to. Alors pour tout V voisinage de to, l'ensemble {t G V \ 
u"(t) < 0} (resp. {t G V \ u"{t) > 0} ) est de mesure non nulle. 

DÉFINITION. Une fonction/: [0,1] x R2 —» R est dite de Carathéodory (resp. (Lp-
Carathéodory, p > 1 ) si elle vérifie: 

(a) x \-+f(t,x) est continue p.p. tout t G [0,1]; 
(b) t *—+f(t, x) est mesurable pour tout x G R ; 
(c) pour tout K > 0 il existe h^ G L1 (resp. h^ G Lp) tel que, si ||JC|| < K alors 

\\f{t,x)\\ <hk(t)V.v.te[0M 

DÉFINITION. Étant donnés M > 0 et / i : [0,1] x R x R —• R une fonction de 
Carathéodory, on définit/: [0,1] x R x R —> R la fonction associée à (f,M) par 

I max(-M,/(f, y,p) -y) si y > M ; 
f{t,y,p)~y s i - M < y < M ; 

min(M,/(/,y,/7) — y) si y < —M; 
et Nfx : C

1 —•> C0 l'opérateur associé à (/,M) par TV/, [w](0 = JQ/I (S, W(S), W'(S)) ds pour 
tous M G C1 etr G [0,1]. 

Remarquons que la fonction/i n'est pas une fonction de Carathéodory; elle ne vérifie 
pas l'hypothèse (a) de la définition. 

Rappelons qu'une fonction est dite complètement continue, si l'image par cette fonc
tion de tout borné est relativement compacte. 

PROPOSITION 1.2. Soitf: [0,1] x R x R —> R une fonction de Carathéodory qui 
vérifie: 

(Hi) il existe M > 0, f(U M, 0) > 0 etf(U - M , 0) < 0p.p. dans [0,1]. Alors 
(i) N/}, / 'opérateur associé à (/", M), est continu; 

(ii) N/Y est complètement continu. 

Pour une démonstration de ce résultat voir [4] et [9]. 
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Dans cette section, nous donnons des résultats sur la théorie de transversalité 
topologique que nous utilisons d'une façon essentielle dans la démonstration de cer
tains résultats principaux. Pour plus de détails, voir Dugundji, Granas [2], Granas [3]. 
Soient X, Y deux espaces normes. Une fonction f:X —-> Y est dite compacte sif(X) est 
un ensemble relativement compact. 

Rappelons que si X Ç Y alors/ a un point fixe s'il existe un x G X tel que x = /(x). 
Soit E un espace vectoriel norme, C un convexe dans E, et U un ouvert dans C. K^U(Û, C) 
dénotera l'ensemble de toutes les applications de 0 dans C continues, compactes et sans 
point fixe sur la frontière du. 

Soit H: [0,1] x Û —• C, H est appelé une homotopie compacte sans point fixe sur du 
is H(X ,.):Û—*C appartient à Kdu(Û, C) pour tout A G [0,1]. 

DÉFINITIONS. (1) Soient/,g G K^U(Û,C); on dit que / ,g sont homotopes dans 
Kdu(Û, C) s'il existe une homotopie compacte sans point fixe sur du telle que Ho — 
H(09.)=fetHi=H(l,.) = g. 

(2) Une application/ G K^U(U, C) est dite essentielle si pour tout g G K^U(U, C) tel 
que/|aM = g|aM, g a un point fixe; en particulier/ a un point fixe. 

THÉORÈME 1.3 (TRANSVERSALITÉ TOPOLOGIQUE). Soientf, g G Kdu(D, C) deux ap
plications homotopes. Alors/ est essentielle si et seulement si g est essentielle. 

THÉORÈME 1.4. Soitf: Û—+CI'applicationconstante f(x) — xo. Alors/ est essen
tielle si xo G U. 

2. Problème de Neumann homogène. 

THÉORÈME2.1. Supposons que / est une /onction de Carathéodory qui vérifie les 
hypothèses (H\), (H2). Alors le problème de Neumann homogène: 

(N) l/(t)=f{t,y(t)J(t)) p.p. dans [0.1]; 
l / (0 ) = 0 , / ( l ) = 0, 

admet au moins une solution y dans C2,1 telle que —M < y(t) < M pour tout t G [0,1] 
(où M est la constante de (H\)). 

DÉMONSTRATION. Soit/ une fonction de Carathéodory qui vérifie (Hi), (H2). Pour 
tout À G [0,1], considérons la famille des problèmes: 

( f(t) = A/( / ,y(0,y«) p.p. dans [0,1], 
K )x ly(0) = o,y(i) = o, 
et la famille des problèmes associés: 

(m s I y " w - y(t) = & ('' y(t)> ̂ ( r ) ) p-p- d a n s [ 0 ' l L 

™ i/(0) = 0,/(l) = 0, 
où/A est la fonction associée à (À/, M), (A0,A est appelé le problème associé à (AOA • 
Notons que la fonction À/ vérifie (Hi) pour tout À G [0,1]. 
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LEMME 2.2. 
(i) Pour tout X G [0,1] et toute solution y de (N)x\, on a la majoration ||y||o < M; 

(ii) Toute solution y de {N)x\ est une solution y de (N)\. De plus, on a la majoration 
H/llo < Mi pour tout X G [0,1]. 

PREUVE DU LEMME. (i) Soit .y une solution de (A0,A , nous allons montrer que \\y\\o < 
M. En effet, soit ft G [0,1], tel que la fonction t »—• y(t) atteint son maximum positif en 
ft. Supposons que y(b) > M et que b G (0,1), il existe alors un voisinage V de b tel que 
y(t) > M pour tout t G V. D'après la définition de/i on a y"(Y) — y{t) > —M p.p. dans V; 
par conséquent /'(*) > 0 p.p. dans V et on obtient une contradiction avec la proposition 
1.1. 

Supposons maintenant que ft = 1 et que v(l) > M, il existe alors a < 1 tel que 
y(t) > M pour tout t G [a, 1]. Par suite /'(*) > 0 p.p. dans [a, 1] et / ( l ) donc yf(t) -
/ ( l ) = Jt

ly"(s)ds > 0 pour tout t G [a, 1]; puisque/(l) = Oona/O) < 0 et on obtient 
que y(l) < y(a), ce qui est une contradiction avec le fait que y atteint son maximum en 
1. La démonstration est analogue si on suppose que ft = 0 et y(0) > M. Dans le cas où 
la fonction t »—• y(t) atteint son minimum négatif en ft telle que y(ft) < —M et ft G (0,1), 
il existe un voisinage V de ft tel que y(t) < —M pour tout t G V. D'après la définition de 
fx on a: y"(f) — y(t) < M p.p. dans V\ par conséquent yf\t) < 0 p.p. dans V et on obtient 
une contradiction avec la proposition 1.1. Les autres cas se traitent d'une façon analogue 
et on obtient que —M < y(t) < M pour tout t G [0,1]. 

(ii) Soit y une solution de (N)^, d'après la définition de f\ et (ii) on a: 

y"(0 = Xf{uy{t\y'{t)) p.p. dans [0,1], 

et donc y est une solution du problème (AOA • Soit maintenant ft G [0,1], tel que la fonction 
t \—> y/{t) atteint son maximum positif en ft. Supposons que /(ft) > M\, donc ft ^ 0 et 
ft ̂  1 car / (0) = / ( l ) = 0. De plus |y(ft)| < M, sinon y(ft) atteindra son extrémum en ft 
ce qui implique que /(ft) = 0. D'après (H2) et la continuité de la fonction (f,y(0>/(0)> 
il existe un voisinage (b—6,b+è)deb dans (0,1) tel que l'une des alternatives suivantes 
soit vérifiée: 

(a) yf\t) > 0 p.p. dans (ft, ft + S) ce qui implique la contradiction /(ft + 6) > /(ft); 
ou bien 

(b) / ' ( 0 < 0 p.p. dans (ft — £, ft) ce qui implique la contradiction /(ft — £ ) > /(ft). 
Les autres cas se traitent d'une façon similaire. Si À = 0 alors les seules solutions pos
sibles sont les fonctions constantes comprises entre —M et M, et la démonstration du 
lemme est complète. 

FIN DE LA DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 2.1. Considérons^ = {u G C1 | 
w'(0) = w'(l) = 0} , Co = {u G C | w(0) = 0} , l'opérateur linéraire bijectif continu 
L: C\ —+ Co et l'opérateur 7V/A : C\ —> Co définis par: 

L[w](0 = u\t) - uf(0) - J\s) ds et N/A [u](t) - JVA (*, «W, w'Cs)) ds, 

pour tous M G Cj, r G [0,1] et A G [0,1]. 
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N/x est l'opérateur de Carathéodory associé à (/*,M); donc, d'après la proposition 1.2 
N/x est continu et complètement continu. De plus, le problème (N)\x est équivalent au 
problème de point fixe de l'opérateur complètement continu L~lNfx : C\ —• C\. Posons 
alors r = 1 +max{ M, M\} où M et M\ sont les constantes de (HO et (H2) respectivement 
et #1 = {u G C\ | ||w||i < r}. Par le choix de r et (ii) du lemme 2.2, la famille 
d'opérateurs L~lN/x est sans point fixe sur la frontière de K\ pour tout À G [0,1]. Par 
conséquent L~xNfx : [0,1] x K\ —•> C\ est une homotopie compacte sans point fixe sur 
la frontière de Kx entre L~lNfl et L~lNfo. De plus, L~lNfo: [0,1] x K\ —• C^ est une 
homotopie compacte sans point fixe sur la frontière de K\ entre L~lNf0 et la fonction 
constante nulle qui est dans A4. Par les théorèmes 1.3 et 1.4, L~lNfx est essentielle. En 
particulier L~~lNfx a un point fixe qui est solution du problème (N) et la démonstration du 
théorème est complète. 

COROLLAIRE 2.3. Supposons quef est une fonction LP-Carathéodory qui vérifie les 
hypothèses (H\) et (H2). Alors le problème de Neumann homogène: 

(m \ /(t) = f(t,y(t),AtJ) P-P. dans [0,1], 
{ } ly(0) = ofy(i) = of 

admet au moins une solution y dans C2,p telle que —M < y(t) < M pour tout t G [0,1]. 

Dans le cas où/(f, y,p) est une fonction continue, on obtient le résultat suivant: 

COROLLAIRE 2.4. Supposons que f est une fonction continue qui vérifie les 
hypothèses (H\) et la condition: 

(If2) H existe M\ > 0 tel que f(t,y,p) ^ 0 pour tout (t,y) G (0,1) x (~M,M) et 
\p\ > Mh 

Alors le problème de Neumann homogène: 

(N) \f{t)=f{uy{t)^{t)) 0 < r < 1; 
v ; l/(0) = o,y(i) = o, 
admet au moins une solution y dans C2 telle que —M < y(t) < M pour tout r G [0,1]. 

DÉMONSTRATION. Il suffit de montrer que la fonction f(t,y,p) vérifie (H2) du 
théorème 3.1. En effet, soient (f,y) G (0,1) x (-M,M) et \p\ > Mu d'après (H2) 
f(t,y,p) ^ 0 et donc on a deux cas possibles f(t,y,p) > 0 ou f(t, y, p) < 0. Par la con
tinuité de f(t,y,p), il existe un voisinage compact Vde (t,y,p) dans (0,1) x (—M, M) x 
[—Mi,M\]c tel que une des conditions suivantes est toujours vérifiée: 

M{f(u,v9q) | (u,v,q) G V} > 0 sif(t,y,p) > 0 

ou bien 
sup{/(w, v,<z) | (u,v,q) G V} < 0 sif(t,y9p) < 0 

et la démonstration est complète. 
Ce résultat généralise un théorème dû à Granas-Guenther-Lee, voir [7], [8]. 
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COROLLAIRE 2.5. Supposons que f est une fonction continue qui vérifie les 
hypothèses (i) il existe M > 0 tel que yf(t,y,0) > 0 pour tout \y\ > M; (ii) il existe 
M\ > 0 tel que 

inf{ \f(t,y,p)\ | (t,y) G [0,1] x [-M,M] et \p\ > M,} > 0. 

Alors le problème de Neumann homogène: 

(m \f(t)=f(t,y(t),At)), 0<t<V, 
( ' i/(0) = 0,/(l) = 0, 
admet au moins une solution y dans C2 telle que —M < y(t) < M pour tout t G [0,1]. 

Dans cette partie nous discutons certains résultats d'existence de type Nirenberg pour 
le problème de Neumann oùf(t,y,p) = ya(t,y,p) — (3(t,y,p). 

COROLLAIRE 2.6. Soient a (t, y, p) et (3 (t, y, p) deux fonctions continues qui vérifient 
les hypothèses: 

(i) il existe M > 0 tel que /î(f,M,0)/ M < a(t,M,0) et 0(t9-M,O)/ - M < 
a(t9-M90); 

(ii) il existe M\ > 0 tel que l'équation y a (t, y, p) — (3(t,y,p) = 0 n'admet pas de 
solution dans (0,1) x (—M, M) x [-MUM\]C. 

Alors le problème de Neumann homogène: 

(N) l ̂ (t) = y(t)a ('' y(t)> ^ W ) " I3 (<> y(t)> ^ W ) ' ° - < - 1 ; 

ly(0) = o,y(i) = o, 
admet au moins une solution y dans C2 telle qu —M < y(t) < M pour tout t G [0,1]. 

COROLLAIRE 2.7. Soient a (t, y,p) et /3 (t, y,p) deux fonctions continues qui vérifient 
les hypothèses: 

(i) il existe M > 0 tel que (3(t,y,0)/ya(t,y,0) < 1 et a(t,y,0) > 0 si \y\ = M, 
(ii) il existe M\ > 0 telle que a(t,y,p) ^ 0 pour tout (t,y) G (0,1) x (—M, M) et 

\p\ > Mh 

(iii) (3(t,y,p)/ a(t,y,p) —• C quand \p\ —• oo uniformément pour tout (t,y) dans 
[0,1] x [-M,Ml 

Si | C\ > M alors le problème de Neumann homogène: 

(N) i At) = y(t)a (t,y(t\y(/)) - f3 (t,y(t\y/(*)), 0 < t < 1 ; 
ly(0) = o,y(i) = o, 

admet au moins une solution y dans C2 telle que —M < y(t) < M pour tout t G [0,1]. 

DÉMONSTRATION. Il est facile de voir que la condition (i) implique l'hypothèse (Hi ). 
Il suffit maintenant de vérifier (H2). En effet, supposons que C > 0, il existe e > 0 tel 
que M < C — e. D'après (iii), il existe M2 tel que C — e < /3(t,y,p)/ a(r,y,p) pour tout 
(Uy) G(0,l)x(-M,M)et|/?| > M2. Donc,y-(3(t,y,p)/a(t,y,p)< M-(C-e)< 0 
pour tout 0,y) G (0,1) x (-M,M) et \p\ > M2. Si on prend M3 = max(Mi,M2), la 
fonctionf(t,y,p) = ya(t,y,p) - (3(t,y,p) ^ 0 pour tout (t,y) G (0,1) x (-M,M) et 
\p\ > M3. Si C < 0 la démonstration est similaire, et la démonstration est complète. 

Ce résutat généralise le théorème d'existence suivant (voir [7],[8],[11]): 
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COROLLAIRE 2.8. Soient a (t, y,p) et (3 (t, y,p) deux fonctions continues qui vérifient 
les hypothèses: 

(i) a(t,y,p)> 0; 
(ii) (3(t,y,p) —y oo et /3(t,y,p)/ a(t,y,p) —• oo quand \p\ —• oo uniformément pour 

tout (t,y) dans [0,1] x R; 
(iii) il existe M > 0 tel que (3 (t,y, 0)/ya(t,y, 0) < 1 pour tout \y\ > M. 

Alors le problème de Neumann homogène: 

(N) l ̂ '{t) = y{t)a M' ) , / (0 ) - 0 {t,y(t),y(tj), 0 < t < 1; 
ly(0) = o,y(i) = o, 

admet au moins une solution y dans C2 telle que —M < y(t) < M pour tout t G [0,1]. 

3. Problème de Neumann non homogène. Dans cette section, nous nous 
intéressons à l'existence d'une solution au sens de Carathéodory pour le problème de 
Neumann: 

(AO At) = / ( r ,3<0,y«) P.P. dans [0,1]; / (0) = r, / (0) = s; 

où r2 + s2 > 0. 
Pour formuler le résultat suivant, nous utiliserons les notations ci-dessous: 
Soient r, s G R, on définit la fonction quadratique p: [0,1] —• R définie par p(f) = 

(l/2)(s — r)t2 + rt et || p||o sa norme uniforme. 

THÉORÈME 3.1. Supposons que f est une fonction de Carathéodory qui vérifie les 
hypothèses: 

(H3) il existe M > 0 tel quef(t, M + p(t), p'(tj) > 0 etf(t, -M + p{i), p'(f)) < 0 p.p. 
dans [0,1], 

(H4) il existe M\ > 0 tel que pour tout (t,y) G (0,1) x ( - M - | | p | | 0 ,M + ||p| |o) et 
\p\ > M\, il existe un voisinage U x V de (t,y,p) tel que une des conditions 
suivantes est toujours vérifiée: 

inf ess{/ (« , v, q)l (v, q) G V} > s — r 
uÇ:U 

ou bien 
sup e s s { / 0 , v, q)/ (v, q) G V} < s — r. 

Alors le problème de Neumann non homogène: 

(m I fit) = f{t,y(t),y(tj) p.p. dans [0,1], 
K v ty(0) = r,y(i) = J; 

admet au moins une solution y dans C2 , l telle que —M + p(t) <y(t) < M+p(t) pour tout 
t G [0,1] (où M est la constante de (H0) . 
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Notons que si r — s = 0 on retrouve les hypothèses du théorème 2.1. 

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME. Considérons le problème de Neumann homogène: 

f u"(t) = f(t, u(t) + p(t), u\t) + p'{t)) -(s-r) 

(!) \ = F(t, u(t), u\t)) p.p. dans [0,1], 
11/(0) = 0,1/(1) = 0; 

il est clair que u est une solution de (1) si et seulement si y — u + p est une solution 
de (N). De plus la fonction F vérifie les hypothèses du théorème 2.1, par conséquent le 
problème 1 admet une solution u au sens de Carathéodory et la fonction y = u + p sera 
une solution du problème (N). 

COROLLAIRE 3.2. Supposons que fi est une fonction de Carathéodory qui vérifie les 
hypothèses (H\) et la condition: 

(H,
4) il existe M \ > 0 tel que l 'équation f(t, y,p) + (r — s) = On 'admet pas de solution 

dans Vensemble (0,1) x (—M— ||/?||o,Af + ||/?||o) et \p\ > M\. 

Alors le problème de Neumann non homogène: 

(N) 
f(t)=f(t,y(t),)/(t)), 0 < f < l ; 

iy(0) = r ,yo) = 5, 

admet au moins une solution y dans C2 telle que —M + p(t) < y(t) < M + p(t) pour tout 
t G [0,1]. 

Ce résultat généralise le théorème d'existence suivant (voir [7],[8]): 

COROLLAIRE 3.3. Supposons que f est une fonction continue qui vérifie les 
hypothèses 

(i) Il existe k > 0telquefy(t,y,p) > k pour tout (t, y,p) G [0,1] X R X [min(r,s), 
max(r, s)] oùfy(t, y,p) dénote la dérivée partielle par rapport à y; 

(U) il existe M\ > 0 tel que pour tout (t,y) G (0,1) x (—M — ||p||o,M + ||p||o) et 
\p\ > M\, il existe un voisinage U x V de (t,y,p) tel que une des conditions 
suivantes est toujours vérifiée: 

inf{ | /(II , v,?) + ( r - j ) | | (K,V) G [0,1] x [ - M - ||p||o,M+||p||0] et \p\ > M,} > 0 

(oùM = (1/lc)max{\f(u,v,q)+\v\ +\(r — s)\/(u9v,q) G [0,1] x [—M— | |p||0, 
M+ HPIIO] X [min(r,5),max(r, J ) ] } . 

Alors le problème de Neumann non homogène: 

(m lf(t)=f{t,y(t)J(t)), 0<t<\-
\y«)) = r,y(i) = s, 

admet au moins une solution y dans C2 telle que —M + p{t) < y(t) < M + p{t) pour tout 
t G [0,1]. 
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4. Quelques remarques et conséquences. Supposons que / est une fonction de 
Carathéordory qui vérifie les hypothèses (Hi), 

(i) il existe M\ > 0 et une fonction q: [M\9 oo] —> (0, oo) continue telle que: 

\f(t,y,p)\ > q(\p\)p.p. t G (0,1), Vy G (-M,M) et \p\ > M, 

Alors le problème de Neumann homogène: 

(N) i fit) =f(t,y(t\y,(t)) p.p. dans [0,1], 
ly(0) = o,y(i) = o, 

admet au moins une solution y dans C21 telle que —M < y(t) < M pour tout t G [0,1]. 
C'est une conséquence du théorème 2.1. 
Il est intéressant de remarquer que dans plusieurs travaux précédents (voir par exem

ple [4],[5],[6],[7]), l'hypothèse (i) est remplacer par une condition de croissance du type: 
il existe une fonction q: [0, oo) —• (0, oo) continue telle que: 

\f(t,y9p)\ < q(\p\) p.p. t G (0,1), Vy G [-M,M] Vp et JQ [x/q(x)] dx > 2M. 

EXEMPLES. ( 1 ) Considérons le problème: 

|fit) = TH=0^y(tlyf(t))yn(t) + E]L0t>j{t,y(tly'(t))y(t) P.P.dans [o,i], 
\y(0) = o,y(i) = o, 

Supposons que a„ bj sont des fonctions de Carathéodory pour tout 0 < / < n et 
0 <j <m telles que: 

(i) il existe M > 0 tel que inf ess{bm(t,y,0) | \y\ > M} > 0, supess{/?;(f,y,0) | 
\y\ > M} oo, pour tout 0 <j < m; 

(ii) il existe Mi > 0 tel que inf ess {an(t, y,p) | y G [—M,M], \p\ > M\} > 0 et 
supess{ \at(t,y,p)\ y G [—M, M], \p\ > M\} < oo, pour tout 0 < i < n. Alors 
le problème (1) admet au moins une solution au sens de Carathéodory si m est 
impair. 

(2) Si h: R —> R est une fonction continue à support borné alors le problème: 

f f(t) = h{p)yfmit) + fn+\t) + éH^ObO +15 0 < t < 1; 
\y(0) = o,y(i) = o, 

admet au moins une solution y dans C2 telle que —M < yit) < M pour tout t G [0,1]. 
Notons que le corollaire 2.5 ne s'applique pas. 

(3) Si h: [0,1] —• R est une fonction intégrable telle que inf ess{ hit)} > 0 alors le 
problème: 

f f(t) = hit)y/mit) + fn+lit) + e-yf(t) +1 p.p. dans [0,1]; 
iy(0) = o, y(D = o, 

admet au moions une solution au sens de Carathéodry y telle que —M < y(t) < M pour 
tout t G [0,1]. 
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Par exemple le problème: 

f(t) = ( 1 / ta)y/m{t) + fn+\t) + e-y(t)yf2 + t p.p. dans [0,1]; 
/ (0) = 0, / ( l ) - 0, 

admet au moins une solution y au sens de Carathédory, pour tout 0 < a < 1. Soit 
f(t, y,p) une fonction continue qui vérifie (Hi) et l'ensemble {p(t, y) \ f(t, y,p) = 0 pour 
tout (f, y) e (0,1) x (-M,M)} est borné. 

Alors le problème de Neumann homogène: 

I fit) =f{t,y(t),y(t)) p.p. dans [0,1], 
\y(0) = 0 ,y ( l ) = 0; 

admet au moins une solution y dans C2. 
(4) Exemple: Considérons le problème de Neumann homogène: 

f f{t) = a(uy(t))f(t) + b(t,y(t))y(t) + c(t,y(tj)9 0 < t < 1; 
ly(o) = o,y(i) = o. 

Si ût(r,y), b(t,y) et c(/,y) sont des fonctions continues qui vérifient: 
(i) Il existe M > 0 tel que c(t, M) > 0 et c(ï, -M) < 0; 

(ii) l'ensemble {(-*(*,y)(+ ou -)yjb2(t,y) - Aa(Uy)c{Uy)/'a(Uy)\ (Uy) G (0,1) x 
(—M, M)} et borné. 

Alors le problème (4) admet au moins une solution dans C2. 
Notons que dans le cas où a(t, y) ^ 0 sur [0,1] x [—M, M] la condition (ii) est toujours 

vérifiée. 
(5) Soit h(t) G L°°(0,1), le problème de Neumann non homogène: 

f f{t) - cos(r)y6(0 + 2é?'v(0y(0 + v(0 + A(0 p.p. dans [0,1], 
l y ( 0 ) = r , y ( l ) = j , 

admet au moins une solution y au sens de Carathéodory pour tous r, s; d'après le 
théorème 3.1. 

Le problème de Neumann homogène suivant: 

lf(t) = f + l 
ly(0) = y(i) = o 

n'admet pas de solution même si f(t,y,p) vérifie l'hypothèse (H2), mais elle ne vérifie 
pas l'hypothèse (Hi) du théorème 2.1. 

Notons que dans le théorème 3.1, on ne peut pas relaxer l'hypothèse (H3) en la rem
plaçant par l'hypothèse (H2) du théorème 2.1. Par exemple le problème non homogène: 

(f(t) = f(t) dans [0,1], 
\y(0) = 3,y(i) = 2, 

n'admet pas de solution même si f(t,y,p) vérifie les hypothèses du théorème 2.1. 
L'hypothèse (H3) n'est pas vérifiée. 
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