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In der Theorie der Invarianten binarer Formen gilt der Satz, dass
die projektiven Komitanten eines vollen Systems durch sukzessives
Ueberschieben berechnet werden konnen. Hierauf beruht der Origi-
nalbeweis fiir die Endlichkeit, den. P. GORDAN 1868 zuerst gegeben
hat.1 Konstruktiv wird dieser Beweis aber erst dann, wenn man von
vorneherein eine obere Grenze fiir den Grad der Komitanten eines
vollen Systems in den Koeffizienten der Grundformen angeben kann.
Also eine naturliche Zahl N, die die Sicherheit gibt, dass alle Komi-
tanten eines vollen Systems gefunden sind, wenn man die Ueberschie-
bungen soweit berechnet hat, dass ihr Grad N' nicht ubersteigt.

Der Originalbeweis GORDANS eignet sich nicht fiir die Bestimmung
einer solchen Schranke. Dagegen ergibt sich aus einem, durch
MERTBNS2 gegebenen Endlichkeitsbeweis in naturlicher Weise ein
Verfahren, das zur Ermittlung von N fiihrt; wir folgen deshalb in
unserer Darstellung dem Beweise von MERTBNS.

Die gefundene Schranke ist nur von theoretischem Werte, da sie
viel zu hoch ist; aber es handelt sich ja im Prinzipe nur um die
tatsachliche Aufweisung einer endlichen natiirlichen Zahl fiir den
allgemeinen Fall. In speziellen Fallen wird sich meist eine viel
kleinere Schranke ermitteln lassen.

Da sich die Ermittlung der • Invarianten von n-aren Formen
beziiglich r-gliedriger linearer Gruppen auf die Berechnung der pro-
jektiven Invarianten binarer Formen zuruckfiihren lasst, ist es auch
fiir die erstgenannten Komitanten mOglich eine obere Gradschranke
anzugeben, worauf ich an anderer Stelle naher eingehen werde.

1 P. GORDAN, Journal fiir Math., 69 (1868), 323-354; vgl. auch: GORDAN-
KERSCHENSTEINER, Vorles. iiber Invariantentheorie 2, Leipzig (1887), 231.

2 F . MERTENS, Journal fiir Math., 100 (1887), 223-230, Vgl. auch D. HILBERT,
Math. Annalen, 33 (1889), 223-226; E. B. ELLIOT, Algebra of Quantics, Oxford
(1895), 188 ; GRACE and YOUNG, The Algebra of Invariants, Cambridge (1903), 101.
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224 R. WBITZENBOCK

§1-
Es sei {F} ein System von binaren Grundformen, das nicht aus

einer einzigen Linearform besteht und das die Form fn = a£ (n ^ 1)
enthalt.

(1) K(F) = AUAS, . . . . ; B,(x),B2(x), . . . .

sei ein kleinstes voiles System von ganzen, rationalen, projektiven
Komitanten von {F}: Av seien die Invarianten, Bv (x) die Kovarianten
von K (F).

Wir nennen N (F) die Anzahl der Komitanten (1), NC(F) den
Hochstgrad dieser Komitanten in alien Formenkoeffizienten zusam-
men und Nx (F) den Hochstgrad in Xi/x.2 bei den Kovarianten Bv (x).
Es ist dann N (F) ^ 2 und Nx (F) ^ n.

Wir nehmen zu {F} die Linearform

(2) P = (px) = plxi — p2 xx

als weitere Grundform hinzu. Hierdurch entsteht das Grundformen-
system {F, P} mit dem vollen System

( 3 ) K ( F , P ) = A U A t , . . . . ; P ; Q u Q i , ••••,

wobei die Komitanten Qt aus den Bv {x) durch Polarisieren mit der
Reihe p\\pz erhalten werden. Ist also z.B. Bv(x) = a"x, dann sind

(4) «?,ars.«j-!«j .«;
unter den Qt von (3) zu finden.

Fiir die zum vollen System K (F, P) gehorigen Maximalzahlen
finden wir dann nach (4), da aus jedem Bv (x) vom Grade a in den
Xi genau a neue Komitanten Qt entstehen, a ^ Nx (F) und die Anzahl
der Kovarianten Bv (x) kleiner als N (F) ist:

N (F, P) = JV (F) + 1 + 2 a < N (F) + 1 + JV (F). Nx (F),
B

oder, wenn wir kurz JV, Nx und iVc fur N(F), NX(F) und NC(F)
schreiben:
{5a) N(F,P)< N.{l + Nx)
(5b) Nx (F, P) = Nx.

Bei der Bestimmung von JV,, (F, P) sind die pt als FormenkoefB-
zienten zu betrachten; da die Qt (x) hochstens vom Grade Nx in den
Pi werden, haben wir
(5o) NC(F,P)^NX + NC.

Wir betrachten jetzt alle Komitanten G von {F, P}, die in den
pt und in den KoefBzienten a^ von fn = a" von gleichem Grade (^ 0)
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sind und beweisen nach MEBTENS, dass alle diese G einen endlichen
Integritdtsbereich bilden.

Wir verteilen die in (3) stehenden Polynome von K (F, P) in drei
Klassen Si:

(6) S, = PU P2, .., P _ ; S 2 = P , + 1 , Pv+2, .., P p u n d £ 3 = # i , B2, ..,Ra.

Zu Si rechnen wir diejenigen v Basiskomitanten P ; von K (F, P), bei
denen die Differenz: Grad in den Koeffizienten von {F} vermindert
urn den Grad in pit eine positive ganze Zahl at > 0 ist; zu $2 rechnen
wir diejenigen, bei denen diese Differenz gleich Null und zu S3

schliesslich die, bei denen diese Differenz = — bK < 0 wird. Fur die
Zahlen v und a haben wir dann neben v < p:

N (F) ^ v < N (F, P) - 1 und 1 ̂  a < N (F, P) - N (F),

also nach (5a):

(7) N ^v<N . (Nx + 1) und 1 ̂  a < N . Nx.

Jede Komitante Q aus K (F, P) zerfallt jetzt nach (6) in Glieder
der Gestalt

Q = P f Pf .... PI* .... P%9 *?• Mf .... Ify

wobei die Exponenten einer Gleichung geniigen:

(8) ax a, + Oj cu + . . . . + a , a , = &! ft + 6, ft + . . . . + &„&.
Hier betrachten wir die ganzen, nicht-negativen Zahlen «j und bk als
gegebene Koeflfizienten, die ar und j8, hingegen als ganzzahlige Unbe-
kannte ^ 0 . (8) hat dann eine endliche Losungsbasis und deren T
Basislosungen erhalt man nach MEBTENS wie folgt. Ist tik der grosste
gemeinsame Teiler von ĉ  und bk, dann bilden

(9) a.i = — , p =— ,

alle anderen arund ^gleich Null eine Basislosung von (8) und es gibt

Tj = va solche Losungen. Neben diesen kann es noch T2 weitere
Basislosungen geben, bei denen die linke Seite von (8) hochstens
gleich der Zahl

" " n.h
(10) s = S 2 Z^~ - va

i = l « = i tIK

ist.
Wegen

• j g ( i B , ) . ( S i , ) - w g v (a;)mal.. a (6«)mtt - va

^va[Nc(F).Nx(F)-l]

wird nach (7):
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(11) s<N*Nx(Nx + l)(NtNx-l) = 8.

Es gilt also fur diese T2 weiteren Basislosungen:

«! ̂  + a2 a2 4- • • • • + av av < 8;

hieraus f olgt wegen a; 5; 1:

at<S, f3K<S

und also T2 < als die grossere der Zahlen 8", S", somit wieder nach (7):

T2 < SN<N
x+» .

Daher ergibt sich fiir die Anzahl rx + T2 der Basislosungen.

d. h.nach (7) und (11):

(12) r < N*NX{NX + 1) + [N*NX{NX + l)(NtNx -

Die mit diesen T Basislosungen gebildeten Komitanten

(13) G = Pj . P f . . . . P> iJf. J^« . . . . Ify

bilden mit den p — v Komitanten Pv+i, .. .., Pp von (6) zusammen
eine Integritatsbasis Gu G2, .. . ., Gy fiir alle 0. Da p ̂  N(F, P) — 1
ist, folgt nach (5a):

p - v ̂  N (F, P) - 2 < N (N + 1) - 1.

Fiir die Anzahl y der Basiskomitanten G{ ergibt sich also:

(14) y = r + p — v

<N(Nx+l)-l+N"~Nx{Nx+l)+ [N>NX (Nx + 1) {NcNx - l)]^+'>.

Fiir die Gradzahlen der Komitanten (6) gelten (5b) und (5c).
Nach (13) haben wir daher fiir den Grad yx von Gt in den Xi/x.2:

y, ̂  ( S a, + £ ft). Nx (F, P)

<(v + o).8.Nx,
also nach (7) und (11):

(15) yx<N3Nl(2Nx+l)(Nx+l)(NlcNc-l).

Auf dieselbe Weise erhalten wir fiir den Grad yc der Basiskomitanten
(7i in den Koeffizienten der Formen {F, P}:

ye^ (iai+ipK).Nc(F,P)
i=l « = 1

<{V + a).S.(Nx+Ne),

(16) yc < N3 Nx (Nx + 1) (2NX + 1) (Nx + Nc) (Nx Nc - 1).
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§2.

Es sei nun {F'} das System binarer Grundformen, das aus {F}
entsteht, wenn man die Form /„ = a" ersetzt durch eine Form
(n + l)-ten Grades / n + 1 = A"+1 und die iibrigen Grundformen unge-
andert lasst. 1st dann H eine Komitante des Systems {F'}, in der die
Koeffizienten von fn+l wirklich auftreten, und ersetzt man diese
Koeffizienten von fn+l durch die entsprechenden des Produktes /„. P,
so entsteht aus H eine Komitante G" von {F, P}, die in den
Koeffizienten von /„ und in den pjp2 vom selben Grade ist. G" ist
daher durch die Qu G2, . . . . , Gy des vorigen Abschnitt ganz und
rational ausdriickbar, d. h. wird eine Summe von Potenzprodukten

(17) 0 = 0f • G? . . . . Gyy.

Jetzt fuhren wir n Linearformen

(18) Q = (2, %* — q2 x u R = ri x 2 — r2 Xi, . . . . . S = s t x7 — s., xY

ein und ersetzen in jedem Gt die Koeffizienten von fn durch die
entsprechenden der Produktform Q . R . . . . S. Hierdurch entstehen
aus den (?{Formen Gn, die symmetrisch in den n Reihen qit rt, ... ., st

sind; aus © entsteht ein ©i und aus 0" entsteht eine Form

(19) 0," = S flfo G& .. . . fl£,

die symmetrisch ist in alien n + 1 Reihen p, q, r, .. .., s. H i e r a u s

folgt, dass wir eindeutig von Gx" zum ursprixnglichen H zuriickge-
langen, wenn wir in Gx" jedes Produkt Piqkri . . . . durch den Koeffi-
zienten A(U_._ von/n+i ersetzen.

In (19) vertauschen wir zuerst die pt mit den q^; dies gibt

dann die pt mit den rt:

u. s. f.; zum Schlusse die pt mit den st. Alles addiert gibt:

(20) ( n + 1 ) . Gx" = -LQ»{.. G

Gehen wir jetzt aus von

(21) Sm = {u1Gn+ . . . . +uy

+ + (ut Glt B + 1 + uy Gyi n+l)
m,

dann ist in Sm der Koeffizient von v^> up/ .. .. u*y bis auf einen Zahlen-
faktor gleich dem 0," von (20) mit ^1 + ^2+ . . . . -\- ixy = m. Nun ist
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jedes Sm ganz und rational durch diejenigen Polynome <?/' auszudrii-
cken, fur welche

(22) ^ + fj.2+ .... +^y^n+l

wird. Wir haben also als Integritatsbasis aller G/' eine endliche
Anzahl -n von Polynomen

(23) ^ S O J i f t i . . . . ^ (Ol + O l + . . . . + a T ^ n + l )
i

und wenn wir in diesen piqkrt .. .. = -4ifci.... setzen, erhalten wir eine
Integritatsbasis fiir alle Komitanten H. Die Anzahl TT dieser
Basiskomitanten H ist dann hochstens gleich der Zahl der Koeffi-
zienten aller Potenzprodukte u*> u\- .. .. uay in Slt S2, ...., £,,+i> also,

da<Smgenau(y m ) Koeffizienten enthalt:

2

Somit gilt fiir die Anzahl der Basiskomitanten von {F1}:

(24)

wobei ftir y die Ungleichung (14) und fiir N (F, P) die Ungleichung
(5a) gilt.

Weiters haben wir fiir den Grad y"x der Komitanten G'\> a von (23) :

y"x ^ (a, + a2 + . . . . + eg. yx ^ (n + 1) yx.

Daher ist NX(F') hOchstens gleich der grosseren der Zahlen (n + 1) yx

und NX(F, P) = Nx, also nach (15):

(25) NX(F') < (» + 1) iV3 2V, ( 2 ^ + 1) (Nx + 1) (NXNC - 1).

Auf dieselbe Art erhalt man nach (16):

(26) NC(F') < (n + 1) N*NX(2NX + 1) (JV, + 1) (^ , + Nc) (NXNC - 1).

Hiemit haben wir fiir N (Fr), Nx (F
r) und NC(F') obere Schranken

gefunden, die nur von n und den Zahlen N (F), Nx (F) und Nc (F) des
Grundformensystems {F} abhangen. Ist n ^ 2, dann kann man
die letzten drei Zahlen wieder abschatzen, ausgehend von einem
Grundformensystem {̂ >(~1)}) das aus {F} entsteht, wenn /„ durch /,,_i
ersetzt wird u. s. f. Schliesslich gelangt man zu einem System {L} von
binaren Linearformen Lu L2, .. .., Lj(j ^ 2) und fiir dieses gilt:

(27) N(L)=j + lJ(j-l), NX(L) = 1, NC(L) = 2.
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§3.
Um einfachere Ausdriicke zu erhalten, vergrossern wir jetzt die

gefundenen Schranken nach oben. Nennen wir M die grosste der drei
Zahlen N (F), Nx (F) und Nc (F) und schliessen den Fall aus, dass {F}
aus einer einzigen binaren qudratischen Form besteht, so kOnnen wir
n + 1 5g M und M ^ 3 voraussetzen.

Nach (14) haben wir dann

y < M (M + 1) + M3 (M + 1) + [M3 (M + 1)
A. 10

da M + 1 ̂  — M und M2 + 1 ̂  — M2 ist, wird dies zu

40 /4 \ iM~

also
(28) y < M9M\

Nach (24) und (5a) ergibt sich

Ti+1 n

v y - r / - r 3

{1 + M"n)*+±.M*
2

M

(29) N(F')<Mim\

In ahnlicher Weise folgen aus (25) und (26):

(30) NX(F')< — M11 und Nc(F')<^Mia.
y y

Schreiben wir jetzt MH statt M und nennen ilkfn+1 die grosste der drei
Zahlen N(F'), NX(F') und NC(F'), so folgt:

(31) Mn+1 < (Jfn)
10JfS.

Fiihren wir eine Funktion <£ ein durch

(32) </, (a) = 0, (a) = a10-
und setzen

& (a) = <£ (4> (a)), (f>3 (a) = <j>(<j>2{a)) ,

so konnen wir nach (31) schreiben:

(33) Mn < fa ( i tfn_,) < fc (Mn_2) < . . . . < fa (Mn_k).
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Sei nun ein System {F} von s S; 1 Grundformen

der Grade nY, n2, .. .., ns in xt/x2 gegeben und wenigstens ein % ^ 2.
Dann ist

wo {F{f aus {JP1} entsteht, wenn /„ durch eine Grundiorm /„. _1 ersetzfc
wird. Ebenso ist

wo {F2} aus {Fx} entsteht, indem man entweder/n _! durch eine/„. _t

oder eine/,, durch eine/«._i ersetzt. Setzen wir also

(34) d =n1 + n2 + . . . . + n, — s,

so sind wir fur s > 1 nach d Schritten bei einem System {L} von
Linearformen angelangt, wofiir also

ist. Wenn aber s = 1 und nY ̂  2 ist, so sind wir nach d — 1 = nx — 2
Schritten bei einer binaren quadratischen Form mit M = 2 angelangt.
In alien diesen Fallen ist

M (F)<<j>d(s*+ 1).

Lassen wir jetzt auch den Fall zu, dass {F} nur Linearformen
enthalt, dann ist d + 1 = 1 und

M (F) < &+1 (s
2 + 1),

d. h. wir haben in alien Fallen

(35) M(F)<<f>d+1(s*+l).

Dies gibt den SATZ:
Ist fKi, /„.,, . . . ., /„ ein System von s binaren Grundformen der

Grade nx, n2, .. . ., n,, und ist Kit K2, ...., Km ein voiles System von
projektiven Komitanten dieser Grundformen, so ist die Anzahl m dieser
Kit der Grad eines Ki in den Xi: x2 und der Grad eines K, in den Koeffi-
zienten der Grundformen

<^+1(s2+l),
wo d = nx + n2 + . . . . + n, — s ist und <f>d+x (a) die (d + \)-fach
iterierte Funktion

<£ (a ) = a10"3

bedeutet.
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