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IRRÉDUCTIBILITÉ DES POLYNÔMES / ( £ aJcA 

SUR UN CORPS FINI Fp.. 

PAR 

S. AGOU 

0. Introduction. Dans ce qui suit f(X) désigne un polynôme irréductible de 
degré n de FpS[X], et YT=o^i^vn un polynôme de FP*[X] tel que a 0 ^ 0 et r 
désigne un entier non nul. 

On montre dans cet article que les polynômes fQ%L0 atX
pn) ne sont pas 

irréductibles sur FpS pour m > 3 . 
H est loisible de supposer que am = l . Ces notations et hypothèses seront 

utilisées tout au long de ce travail. 
Enfin, pour 1 < m < 2 , cette étude a été faite dans [1], [2], [3], ce qui fait que 

le problème général de Virréductibilité des polynômes f(ZT=o diX
pn) est 

complètement résolu. 

1. Lemmes préliminaires. 

1.1. LEMME. Soient m et r deux entiers, avec m > 8, et p un nombre premier. 
On désigne par u Ventier tel que pu~1<m<pu. Alors pmr~u~1>mr. 

En effet si m > 8 , on a, par récurrence sur l'entier m l'inégalité 2 m > 4 m 2 . 
Mais 2 m r > 2 m • r donc 2 m r >4m 2 r . Finalement p m r _ 2 >2 m r " 2 >m 2 r , et donc 
p m r >p 2 m 2 r>p u + 1 mr. D résulte de ce lemme que si p™-" -11 mr alors m < 8 . 

1.2. LEMME. Soient m et r deux entiers, tels que 3 < m < 7 et p un nombre 
premier. Soit u V entier tel que p " - 1 <m<pu. Pour que prnr'u~1 divise mr il faut et 
il suffit que m = 3, p = 2, r = 1 ou m = 3, p = 3, r = 1 ou m = 4, p = 2, r = 1. 

Pour établir ce lemme fastidieux nous allons examiner les différents cas. 

. si m = 3 et p = 2 alors u = 2. Si 23r~3 | 3r, on a 23 r"3 = 3 r - 2 
ou 23r~3 = 3r car 2 3 r ~ 3 > 3 r - 2 . Par suite on a 
23r-3 = 3 r _ 2 si r > l on a 2 3 ( r - 1 ) > 8 ( r - l ) > 3 r - 2 , 
par conséquent la seule solution est r = 1. 

. si m = 3 et p > 3 alors u = 1. Si p3r~2 | 3r on a p3r~2 = 3r et 
donc p = 3. L'égalité 33 r~2 = 3r fournit alors r = 1, car 
si r > l on a 3 3 r _ 3 > 2 3 r - 3 > 8 ( r - l ) > r . 
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. si m = 4 et p = 2 aiors u = 2. Si 24r 3 | 4r on a r = 1 car 
2 .2 4 ( r " 1 ) ^32( r - l ) et donc 3 2 ( r - l ) < 4 r . 

. si m = 4 et p > 3 alors u < 2. Si p4 r~3 | 4r on a p4 r~3 = 4r et 
donc p = 2, ce qui est contradictoire. 

. si m = 5 et p = 2 alors u = 3. Si 25r~~4|5r, 25r~4 = 2 .2 5 ( r " 1 ) >64(r-1) 
on déduit que 5 r > 6 4 ( r - l ) et donc r — 1, ce qui est 
impossible car 2 / 5 . 

. si m = 5 et p - 3 alors u = 2. Si 3 5 r" 3 |5r on a 9.35(r~1)>9.25 • ( r - 1 ) 
d'où 9.25(r — l )<5 r , par suite r = l , ce qui est impossible 
c a r 3 2 | 5 . 

. si m = 5 et p ^ 5 alors u = l . S ip 5 r ~ 2 | 5 r on a p 3 • p 5 ( r ~ 1 ) >8.2 5 ( r - l ) 
ce qui donne r = 1, ce qui est à rejeter car p 3 \ 5. 

. si m - 6 et p = 2 alors M - 3 . Si 26 r"4 | 6r alors 2 8 ( r - l ) < 6 r 
d'où r = 1, mais alors 22 / 6. 

. si m = 6 et 3 < p < 5 alors u = 2. Si p 6 r " 3 | 6r alors 2 9 ( r - l ) < 6 r 
et donc r = 1, mais p 3 j 6. 

. si m - 6 et p > 5 et si p6 r~2 | 6r alors 210(r - 1 ) < 6r d'où r = 1, 
mais p4 j 6. 

Enfin si m. = 7 et p = 2 alors w = 3. Si 27 r"4 | Ir on a 210(r ~ 1) < 7 r donc r = 1, 
mais 2 3 | 7. 

si m = 7 et p = 3 ou 5 alors u = 2. Si p7 r~3 | 7r on a 2 1 1 ( r - l ) < 7 r 
d'où r = 1, mais p 4 j 7. 

si m - 7 et p > 5 alors u = l . Si p 7 r " 2 | 7r on a 2 1 2 ( r - l ) < 7 r 
et donc r = 1, mais p5 / 7. 

2. Nous allons dans ce paragraphe donner des précisions sur le degré d'une 
extension de Fp» contenant les racines du polynôme /Œi^o^i^P")-

2.1. PROPOSITION. Désignons par g(X) le polynôme YHo^v\ et par u 
Ventier tel que pu^<m^pu. Alors il existe un entier p > 0 tel que 
f(g(X)) | XqP"+1"P"n-X où q = pCmr'sn]. 

Pour tout entier /, 1 < j < m + 1 , et tout entier fc, 0 < fc < m — 1, il existe des 
éléments ay keFp* tels que: 

m - l 

X* = I «i.kX
P'k mod g(X). 

Comme a 0 ^ 0 , en particulier les coefficients a u pour 0 < k < m — 1 ne sont 
pas simultanément nuls. 

Il en résulte que la matrice M = (ajk)^i^_t de 9Jîm(Fp«) a un rang > 1 . Il 
existe par conséquent, des éléments Ài? 1 < / < m + 1 , de FpS, non simultanément 
nuls tels que: 

m + l 

X \jXQi=0 modg(X). 
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Comme g(X) a des racines simples, il en résulte que: 
m 

Z A i + 1 X ^ 0 modg(X). 

Considérons alors le polynôme non nul Ejlo^j+i^1 de FpS[X]c:Fq[X]. D est 
clair que l'ordre de multiplicité maximal d'une racine de ce polynôme est au 
plus m. Si on considère le produit des irréductibles de FpS[X] divisant le 
polynôme YT=o ^j+iX\ il est clair qu'il existe un corps Fqp contenant toutes les 
racines de ce polynôme, et la remarque précédente montre que 
Er=o Ai+1XJ | (Xq P-X)p U . Mais alors, la théorie d'Ore [4] montre que 

m 

X ÀJ .+1xq , |x , qPp"-x iPU . 
j=o 

A fortiori g(X) divise XqqPp"-XqP". Mais g(X) n'a que des racines simples, il en 
résulte que: 

g(x) |x q p u ( q 0 - 1 ) -x 
Par hypothèse /(X) est irréductible sur FpS, par suite / ( X ) | X q - X . Ainsi 
/(g(X)) | (g(X))q - g(X) = g(Xq - X ) , et donc 

/ (g(x)) | (x q - xrU(qp~n - (x q - x ) = (xqpu(qP~n - xf - (xqpU(qP"n - x ) . 
Il en découle aisément que 

XqpU+1(qP1)-X = 0mod/(g(X)) c.q.f.d. 

Observons que pour une valeur donnée de m, il est possible de mieux préciser 
l'entier p et éventuellement de réduire l'exposant de p dans l'entier pu+1(qp -
1), suivant les valeurs de p. 

3. Nous allons supposer dans ce paragraphe le polynôme f(g(X)) 
irréductible sur FpS, avec toujours g(X) = £ [ i 0 «iXp" et m > 3. Si 0 désigne une 
racine de /(X), cela équivaut à l'irréductibilité de g ( X ) - 0 sur Fp-n. La 
proposition 2.1 fournit alors la condition nécessaire: pm r | mrpu+1 soit 
pmr-u-i | mr^ a v e c u t e j q u e p u - ! < m < p u L e s c a s m = 1 et m = 2 ayant été 

réglés dans [1], [2], [3], le lemme 1.2 montre qu'il suffit d'examiner les cas 
m = 3 et m = 4. 

3.1. Etude du cas m = 3. 
Soient a, |3, 7 des éléments de Fp tels que: 

X p 3 - a 2 X p 2 - axXp - a 0 X = (g, o g3 o ga)(X) 

avec g„ (X) = X p - aX, g3 (X) = Xp - |8X, ĝ  (X) = Xp - 7 X On a alors les rela
tions: 

(I) 

ap2 + j3p + 7 = a2 

(a0)p + apY + 0y = --a1 

a(37 = a0. 
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Ce système est équivalent à: 

(II) 

a p 2 + p + 1 - a 2 a p + 1 - a 1 a - a o = 0 

Pp+1 + (ap*-a2)p + a0a-l = Q 

«07 = a0. 

3.1.1. Etude du cas m = 3 , p = 2, r= 1. 
Le système II) s'écrit 

a7 — a2a
3 — axa - a0 = 0 

|33 + ( a 4 - a 2 ) / 3 + a 0 a - 1 = 0 

«07 - a0. 

Si le polynôme X8 — a2X
4 — a±X2 - a0X - 6 est irréductible sur F2-, ses racines 

sont dans F2«»«. Soit x une racine de ce polynôme; si y est une racine de 
X8 — a2X

4 - aLX2 - a0X alors x + y est une racine de g(X) — 6 donc y eF2«sn. Il 
en résulte que X7— a2X

4 — a1X — a0 a toutes ses racines dans F2ssn. Ce 
polynôme a évidemment des racines simples, il en résulte qu'il a 
nécessairement une racine dans F2«. On peut donc supposer que a e F2sn. 

Le polynôme X3 + (a4 — a3)X + a0a~l de F2-[X] ne peut avoir de racines dans 
F2-, car si c'était le cas on pourrait choisir a, j3, y dans F2*n et on sait (cf. [1]) 
qu'alors le polynôme (gy ° g0 ° gx)(X) — 6 ne peut être irréductible sur F2sn. Par 
conséquent X 3 + ( a 4 - a 2 ) X + a 0 a _ 1 est irréductible sur F2-. On peut donc 
supposer que a, (3, 7 sont dans F23»n. 

Mais X8-a2X
4-a1X

2-a0X-6 = (gyogfiog(x)(x)-d est a fortiori 
irréductible sur F23- ce qui ne se peut pas ([1]). Ainsi f(X8 — a2X

4 — a1X
2 — 

a0X) ne peut être irréductible sur F2*. 

3.1.2. Etude du cas m = 3, p = 3, r = 1. 
Le système II) s'écrit: 

a13 — a2a
4 — axa - a0 = 0 

[P + Hct'-ajp + aoa-^O 

«07 = a0. 

Par hypothèse X2 7 — a2X
9 — a1X

3 — a0X— 6 est irréductible sur F3*n, ses racines 
sont donc dans F327S„. Par un raisonnement déjà vu, il en résulte que: 

X2 7 - a2X
9 -axX

3- a0X | X327sn - X 

Par conséquent X2 6 — a2X
8 — a1X

2 — a0 a une racine dans F3sn. A fortiori 
h(X) = Xl3-a2X

4-a1X
2-a0 a une racine dans F3»n car h(X2) = 

X 2 6 - a 2 X 8 - a 1 X 2 - a 0 . On peut donc supposer que a e F r : Si 
X 4 + (a9 —a 2 )X+a 0 a _ 1 , qui est un polynôme de F3-[X], a une racine dans F3-, 
alors on peut supposer que a, |3, 7 G F 3 - et g 7

o g 3 ° g a ( X ) - 0 ne peut être 
irréductible sur F3sn([l]). Ainsi X 4 + ( a 9 - a2)X + a0a~x n'a pas de racines dans 
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F3sn, il en découle, que ce polynôme a toutes ses racines dans F34Sn. Ainsi on 
peut supposer que a, j3,7 appartiennent à F34Sn. Mais X 2 7 - a 2 X 9 - a 1 X 3 ~ 
a0X— 6 est irréductible sur F34Sn, d'où une contradiction, (cf [1]). Il résulte de 
tout ce qui précède que les polynômes f(Xp3r — a2X

p2r — a1X
pr — a0X) ne sont 

pas irréductibles sur Fp*. 

3.2. Etude du cas m = 4, p = 2, r = 1. 
Définissons des éléments a, |3, 7, 8 de F2 par l'égalité: 

g(X) = X 2 4 - a 3 X 2 3 - a 2 X 2 2 - a 1 X 2 - a 0 X = ( & o g y o & o & ) ( X ) . 

avec toujours g J X ) = X 2 - aX, g3(X) = X 2 - j3X, gy(X) = X2-yX, g»(X) = 
X 2 -ÔX. 

On a donc le système: 

{
a 8 + |34 + 7 2 + Ô-=a3 

a4 /34 + a 4 7 2 + «45 + |8272 + |82ô + 7Ô = - a 2 

(a^7)2 + ô (a 2 p 2 + a 2 7 + P7) = a1 

afiyÔ = -a0. 

Ce système est équivalent au système: 

f a15 — a3a
7 - a2a

3- axa — a0 = 0, 

I p 7 - ( a 3 - a 8 ) j 8 3 - ( a 2 + a 3 a 4 + a12)j8 + a 0 a - 1 = 0, 
1 } I 7 3 + O 4 - a 3 + a 8 ) 7 ~ a o a - 1 ^ - 1 = 0, 

l CK/37Ô = - a 0 . 

Par hypothèse le polynôme X16 — a3X
8 — a2X

4 — a1X
2-a0X—Q est irréductible 

sur F2sn, donc a ses racines dans F2i6Sn, il en résulte que X1 6 - a3X8 - a2X4 -
a1X

2 — a0X a ses racines dans F2i6Sn. Par suite les irréductibles de F2*n[X] 
divisant X15 — a3X

1 — a2X
3 — a1X — aQ ont des degrés divisant 16. Ils ne peu

vent donc pas être tous pairs. Donc ce polynôme a une racine dans F2*n. On 
peut donc supposer que a eF 2 - . Le polynôme gs° gy° g 0 ( X ) - 0 de F2s»[X] est 
irréductible sur F2*n car (gs ° gT ° g3)(g«(X))-0 l'est par hypothèse. Par suite 
& ° Sy ° &CX)~ 0 a ses racines dans F28-, et donc gs° gy° gp(X) a ses racines 
dans F2ssn. Les degrés des irréductibles de F2-[X] factorisant gs ° gT ° g3(X)/X 
ne pouvant être tous pairs il en résulte que le polynôme X 7 - ( a 3 — a 8 ) X 3 -
(a2 + a3a

4+a12)X + a 0 a _ 1 a une racine dans F2*n. On peut donc supposer que 
0€F2*n. 

Mais (gs o g^(X))/X- X 3 + (^4 + a3 + a 8 )X + a 0a- 1 /3- 1 . Par suite g, o g^(X)-
0eF2sn[X]; ce polynôme est par conséquent irréductible sur F2sn. Il en résulte 
que 7 et Ô G F 2 - [(3)] et l'irréductibilité de gs ° gT ° gp ° g«(X)- 6 sur F2*n est 
impossible ([1]). 
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4. On peut donc énoncer la 

PROPOSITION. Soient f un irréductible de degré n de FP*[X], m un entier > 3 , et 
reN*, et YT=o^i^pri un polynôme de FP*[X]. Alors le polynôme fQT=o^pn) 
n'est pas irréductible sur FpS. 
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