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S U R U N E F A M I L L E D E G R O U P E S A B É L I E N S 
S U P E R - D É C O M P O S A B L E S 

PAR 

K. BENABDALLAH* ET A. BIRTZ 

Un groupe abélien est dit super-décomposable si il ne possède pas de facteur 
direct indécomposable non nul. Les groupes super-décomposables doivent être 
nécessairement sans-torsion et un premier exemple en fut donné par A. L. S. 
Corner [1]. Un exemple différent apparait dans P. A. Krylov [4]. De plus P. 
Jambor et J. Becvar, ont développé, dans [3] une généralisation de la notion de 
sous-groupe de base dans laquelle apparait de façon naturelle des groupes 
super-décomposables. Dans cette note, nous donnons d'abord un critère pour 
qu'un groupe soit super-décomposable et nous construisons ensuite une famille 
de groupes qui satisfont à ce critère, donnant ainsi de nouveaux exemples de 
groupe super-décomposable. Finalement, nous établissons une série de 
propriétés remarquables de ces groupes. Nous utilisons dans ce qui suit une 
notation conforme à celle de [2] de plus, le mot groupe veut dire ici, groupe 
abélien sans torsion. 

1. Un critère de super-decomposabilité. 
Nous avons besoin d'un ensemble d'indices possédant des propriétés 

spéciales. 

DÉFINITION 1.1. Pour chaque entier non négatif n on pose: 

Sn={(n, m ) | 0 < m < 2 n } et S = \J Sn. 
o 

L'ensemble S s'appelle un arbre binaire complet de racine (0, 0). On considère 

A n ,m= U {(n + fc,/)|2km</<2k(m + l)} 

A n m est appelé le sous-arbre complet de S de racine (n, m) ainsi S = A0,0- La 
terminologie ci-dessus est suggérée par l'image que l'on obtient en dessinant le 
graphe dont les sommets sont les points de S et de chaque (n,m)eS émanant 
deux flèches allant respectivement vers (n + 1, 2m) et (n + 1, 2m + 1). 

THÉORÈME 1.2. Soit G un groupe. Si G possède une famille de sous-groupes 
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totalement invariants non-nuls {Gmn | (m, n)e S} telle que les trois propriétés 
suivantes sont satisfaites 

(i) G00=G. 
(ii) Gnm = G n + l f 2 m©G n + 1 , 2 m + 1 pour tout (n, m)eS). 

(iii) toute chaîne descendante infinie de Gmn a une intersection nulle. 

Alors, G est super-decomposable. 

Preuve. Soit H un facteur direct de G. Disons G = H(&K, alors Gnm étant 
totalement invariant dans G, on a: 

(1) Gn,m = (Gn,m H H)®(Gn,m H K). 

On considère maintenant l'équation correspondante pour G n + 1 2 m
 e t 

Gn+i,2m+i- En additionnant terme à terme ces deux équations et en utilisant (ii) 
on obtient: 

(2) Gn,m = (Gn+1,2m H H ) 0 ( G n + 1 , 2 m + 1 H H) 

e(GB + U mnK)e(GB + U m + 1nK). 
En comparant (1) et (2) il découle que: 

G n , m .nH = ( G n + 1 , 2 m n H ) © ( G n + 1 , 2 m + 1 n H ) . 

Donc, si H est indécomposable et si H<= G n m alors soit 

G n + i , 2 m n H = 0 ou G n + U m + 1 n H = 0. 

En faisant le raisonnement ci-dessus pour (0, 0) on obtient que H ^ G10 ou 
H c z G n et en répétant l'argument pour les stages successifs indéfiniment on 
voit que H est contenu dans l'intersection d'une chaine descendante infinie de 
Gnm. Donc par (iii) H - 0 et G ne possède aucun facteur indécomposable 
non-nul. 

2. Un exemple de groupe super-décomposable. 
Nous partons d'un espace vectoriel V sur le corps des nombres rationels Q de 

dimension infinie. Nous choisissons dans V une famille d'éléments indexés par 
S ayant les propriétés suivantes: 

A. Pour chaque entier n > 0 

{xni | 0 < i <2 n } est un ensemble linéairement indépendant. 

B. xn>m = xn+1,2m + xn+1>2m+1 pour tout (n, m)eS. 

Une telle famille peut être construite inductivement par le procédé suivant: 
Supposons x n o , . . . , xn2n_! construits alors comme dim V = o°, on choisit 2n 

éléments indépendants et indépendants des x^ déjà construits. On donne à ces 
éléments les indices (n + 1,2/), 0 < / < 2 n + 1 - l et on pose x n + 1 2 i + 1 = 
xn,j ~ xn+i,2r Les éléments ainsi obtenus sont clairement linéairement 
indépendants. 
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Maintenant comme l'ensemble S est dénombrable, il existe une injection de 
S dans l'ensemble P de tous les nombres premiers. On obtient donc une 
famille de nombres premiers {pm,n}(m, n)e S. A l'aide de ces nombres premiers 
nous définissons les nombres qnm comme suit 

Qn,m = Pn,mQ ' Pn-l,mx Pn-j,mi Po,0 

où m0=m et pour j ^ l , mi est le plus petit entier inférieur ou égal à m^^/2. 
(Ainsi par exemple qX5 = pX5 • p2,2 • p M • p0,0). 

On pose alors: 

Rappelons que Hnm est le sous-groupe de V engendré par les éléments de V 
de la forme (a/b) • xn m où a,beZ et b possède les mêmes facteurs premiers 
que qn,m. 

Posons: 

Hn= 0 Hnm et G = J Hn. 
0=sm<2" n = 0 

Nous allons montrer maintenant que G est super-décomposable. Nous aurons 
besoin des lemmes suivants. 

LEMME 2.1. Les Hn sont des sous-groupes purs de G. 

Preuve. Notons d'abord que H n m c: H n + 1 2 m © H n + 1 2 m + 1 en effet, p.g.c.d. 

(<?n + l,2m> 4 n + l,2m + l ) = Qn,m ^ O n C ^ m ^ n + l ^ m ^ ^ n + l ^ m e t Qn,mXn + l,2m + i e 

Wn+1,2m+i> P o u r tout s > 0 et il s'en suit que 

Hn,m
 = \C[n,mXn,m I S — 0} ) ^ ^ n + l , 2 m © " n + l,2m + l-

Il suffit donc de montrer que Hnm est pur dans K = H n + 1 , 2 m ©H n + 1 ,2m+1. Soit 
y G K et p un nombre premier tels que py G Hn m, comme Hn m est qn m -divisible 
on peut supposer que (p, qn,rn)=l. Ecrivons y = (a/b)xn+iam + (c/d)xn+h2rn+1 

alors py = (e//)xn,m = (e//)(xn+lf2m + xn+l t2m+i) d ' o u Palb = e/f = pc/d et paf=eb 
et pc/= ed si p ne divise pas e, il doit diviser b et d simultanément. Donc, p est 
un facteur premier commun à qn+i,2m et qn+i,2m+i et par la remarque du début 
p doit diviser qnm ce qui est une contradiction. On conclut que p divise e et 
que y G Hn m. Par conséquent, Hnm est pur dans K et Hn est pur dans G. 

Soit A n m le sous-arbre complet de racine (n, m) de S. On pose maintenant 

Gnrn = U H u . 
(i,j)GAn,m 

LEMME 2.2. G n m est Ze sous-groupe qntn-divisible maximal de G. 

Preuve. Montrons d'abord que Gn m est qnm -divisible. Pour cela, il suffit de 
montrer que Hu est qnm -divisible pour chaque (i, j) G An m. Or nous savons que 
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i = n + k et 2km < j < 2 k ( r a +1). Pour un certain fc>0. Alors 

QH = Pn + Kjo Pnjk POO 

où les /s satisfont aux inégalités 

(1) / s - l < 2 / s + 1 < j s s>0 

et par un procédé standard pour les inégalités à recurrences on voit que jk = m 
et donc, que qnm divise qu. Comme Hu est clairement qu-divisible, il est aussi 
qnm-divisible. Maintenant comme les Ht sont purs dans G, la partie qnm-
divisible de G est l'union des parties qnm divisibles des H^ Mais Ht = © H u où 
0 < / < 2 \ Il reste donc à déterminer parmi les H u ceux qui posèdent une partie 
qnm divisible non-nulle et comme ils sont de rang 1, cela revient à trouver 
parmi eux ceux qui sont qnm-divisibles. En fait il suffit de trouver pour quelle 
valeurs de (i, /), pn m apparait dans la décomposition de qu. Il s'en suit que 
i>n et si i = n + k k > 0 alors m = jk et comme js doit satisfaire (1). On a 
encore 2km < / < 2 k ( m + l) . Donc (i,j)e A m n . 

THÉORÈME 2.3. Le groupe G est super-decomposable. 

Preuve. Les sous-groupes Gn,m étant les parties qnm-divisibles de G, sont 
totalement invariants dans G. De plus, clairement (i) G0,0 = G et (ii) Gnrn = 
Gn+i.2m©Gn+i.2m+i car si on pose H ^ + k = © H n + k J avec 2 k m < / < 2 k ( m + l) , 
on a Gnm = Uk=0H™+k e t en écrivant les équations correspondantes pour 
G n + 1 2 m et Gn+lj2m+i un calcul de routine démontre (ii). Il ne reste plus qu à 
montrer que toute chaine descendente infinie des Gnm a une intersection nulle. 
Or comme les G n m sont divisibles par p n m , l'intersection de la chaine est 
divisible par une infinité de nombre premier. Comme G = U Hn, xeHn pour 
un certain n > 0 et comme Hn est pur x a la même propriété dans Hn. Mais 
Hn =©Hn ,m et H n m est de rang 1, divisible seulement par un nombre fini de 
nombres premiers (les facteurs premiers de qn m) donc les projections de x sur 
chaque Hnm sont nulles et par conséquent x = 0, et le résultat découle du 
Théorème 1.2. 

3. Quelques propriétés remarquables du groupe construit. 
Le groupe G construit dans la section précédente, en outre d'être super-

décomposable, possède un bon nombre de propriétés intéressantes. Nous en 
soulignons quelques unes ici. 

PROPOSITION 3.1. Soit G le groupe construit dans las section précédente alors 
(1) G est V union d'une chaine dénombrable croissante de sous-groupes 

complètement décomposables de rang fini. 
(2) Les endomorphismes de G sont déterminés par la valeur qu'ils prennent sur 

*oo-
(3) E(G) est un anneau commutatif et E(G) — G en tant que groupes. 
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(4) Les facteurs directs de G sont de la forme © i 6 F Gni, Fc : {0, 1 , . . . , 2n - 1} 
(5) Toute décomposition directe de G contient un nombre fini de facteurs. 
(6) Pour toutfeE(G), on a G = ker/©<Im/>*. 

Preuve. 
(1) Par construction G = UoH n et nous avons déjà établi que Hn est pur 

dans G et Hn est une somme directe finie de groupe de rang 1. 
(2) Soit feE(G), alors f(x00)eHn pour un certain rc>0 donc /(x0>0) = 

I an,i*n,i, 0 < / < 2n. Mais x0,0 = I xn,t donc /(x0,0) = I f(xn,i) = I On^i- Cepen­
dant G = 0 f I ô 1 G n i et les Gni sont totalement invariants. Donc f(xni)eGni 

d'où f(xni) = anixni, 0 < i < 2 n . De plus si on écrit 
2 n + l _ ! 

/ (Xo,o)~ 2- 0n + l,r*n + l,i On a 0 n + 1)2i — Q>n,i ~ ^ n + l,2i + l-

Donc, par induction, / restreint à Gn m est la multiplication par anm, et / est 
donc complètement déterminé par /(x0,o)-

(3) E(G) est commutatif car si /, geE(G) il existe n > 0 tel que 

2n_! 2 " - l 

/ ( * 0 . o ) = X an,i^n,i e t g(x0 > 0) = X fon,i^n,i 
i=0 i=0 

et d'après la remarque précédente / et g restreints à Gnm sont respectivement 
les multiplications par anm et bnm. Maintenant G= ©flô1 Gni et les Gni sont 
totalement invariants. Soit y G G alors y = YA=^1 y* a vec yt e Gni et 

(/g)(y) = I(/(g(yi)) = Z ^ i ^ y i = Zftn.^yi = (gf)W et /g = gf. 

On pose pour chaque feE(G), 6(f) = f(x00) alors 0 est un homomorphisme 
entre le groupe additif et E(G) et G de plus si 0(f) = 0 alors /(x0,0) = 0 et donc 
/ = 0. Par conséquent 6 est injectif. Maintenant si y e G alors y =YA=^1 an,ixn,i 
et si on défini / restreint à Gni par la multiplication par ani alors /(x0 ,o)= y c a r 

x0>o = Xf^ô1 xn,i- H s 'en suit que 0 est un isomorphisme. 
(4) Notons que parce que E(G) est commutatif tous les sous-groupes qui 

sont des noyaux ou des images d'endomorphismes sont totalement invariants. 
En particulier les facteurs directs de G le sont aussi. Soit donc K un facteur 

direct de G. Soit y = Z i = 0 cinAxnA e K. Mais K = U=o (K H Hni), donc anAxnA e 

K H Hni et comme c'est là des sous-groupes purs, on a: xni e K pour chaque 
ani^ 0. Le même raisonnement appliqué à xn m = £k xn+Ki, 2km < i <2k(m + 1) 
montre que xn+k^ e K c'est-à-dire Gni <= K pour tous les i pour lesquels ani ^ 0. 
Alors K^ (Bi&FGnA où F = {i | a n i ^ 0 } . Maintenant si K^O, il existe un 
premier n tel que KnHn^0 et alors K = © i G L Gn i où L est l'ensemble des i 
pour lesquels il existe un élément dand K dont la projection sur Hni n'est pas 
nulle, 0 < i < 2 n . 
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(5) Toute décomposition directe de G est finie. En effet si G = ©T=o Ki alors 
X 0 0 G © " = 0 K J pour un certain n donc G = G00^ ©T=o Ki c'est-à-dire Kt = 0 
pour tout / > n. 

(6) Soit feE(G). Et soit /(x0,o) = YI^o1 OnA*n,i alors / restreint à Gni est la 
multiplication par ani. alors Ker f^> Gni tels que ani = 0 et (lmf)%% contient les 
Gn i tels que ani± 0. On aura donc le résultat si Ton montre que Ker / n i m / = 
0. Soit donc y e K e r / n i m / . 

y = Z K,iXn,i et /(y) = 0 = X KifiXn.i) = X 6n,iOn,iVi 

donc b ^ a ^ = 0 pour 0 < i < 2n. Mais y = f(z) et z = X c^x^, y = I c ^ / U ^ ) -
Z cnjan,ixnji donc bn j = CnAanj et en multipliant par bni des deux cotés on 
obtient b£f = 0 donc bn ( = 0 et y = 0. 

Finalement nous donnons encore une autre propriété remarquable de G. 

PROPOSITION 3.2. Soit G le groupe construit dans la secton 2, et soit H et K 
des facteurs directs de G. Alors H est isomorphe à un sous-groupe de K si et 
seulement si H^K. 

Preuve. On sait par la Proposition 3.1 (4), que H = © i G F G n i et K = 
© i G j LGn i où L, F sont des sous-ensembles de {0, 1, . . . , 2n —1}. Si H est 
isomorphe à un sous-groupe de K, pour i e F, l'image de Gni est un sous-
groupe pni -divisible de K, or le sous-groupe maximal pni -divisible de Gn est 
Gni donc ieL et H<^K. 

Notons que les propriétés, 3 et 6 dans la Proposition 3.1 sont satisfaites aussi 
par tout groupe sans torsion H tels que H est réduit, rp(H)< 1 pour tout peP 
et Soc(H) = H, où Soc(H) est le sous-groupe pur engendré par la famille des 
sous-groupes purs totalement invariants minimaux de H. 

Pour terminer, nous tenons à remercier le professeur Bernard Charles 
auquel nous avions communiqué une première version de ce travail et qui nous 
a suggéré le système d'indice basé sur un arbre binaire complet. 
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