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OPERATEURS A ITERES UNIFORMEMENT BORNES 

PAR 

J O S É I. N I E T O 

RÉSUMÉ. Dans un espace de Banach complexe (X, | |) on considère 
un opérateur linéaire borné A de spectre <x(A) et de rayon spectral 
r(A) = l. On établit des conditions, en termes du spectre 
périphérique de A : a^(A) = {À e <X(A) : |A| = 1}, qui garantissent 
l'existence d'une norme | |0, équivalente à | |, définie par un produit 
scalaire si | | l'est et telle que ||A||0 = Sup{|Ax|0:|x|0= 1}= 1. Si A 
est à itérés uniformément bornés ( | |An | |<M pour n = 1, 2 , . . . ) une 
telle norme peut ne pas exister. 

0. Introduction. Soit (X, | |) un espace norme, réel ou complexe, et soit 
J£(X) l'algèbre normée des opérateurs linéaires bornés dans X, munie de la 
norme HAl^SupJlAjcIilxl^ 1}. Si la norme | | est définie par un produit 
scalaire, on dira qu'elle est hilbertienne. Pour A ei£(X) on désigne par r(A) = 
limn_>00||A

n||1/n le rayon spectral de A. On dira que A est à itérés uniformément 
bornés s'il existe une constante M > 0 tel que | |A n | |<M pour tout ne^J = 
{0 ,1 ,2 , . . .} (On suppose que A 0 est l'opérateur identité I). Pour un tel 
opérateur, on a r ( A ) < l et on sait qu'il existe une norme | |0, à savoir 
|x|0 = Sup{|Anx|:nGN} pour xeX, qui est équivalente à | | ( |x |< |x | 0 <M|x | ) et 
telle que ||A||0 = Sup{|Ax|0:|x|0= 1}<1. Cependant, si la norme | | est hilber
tienne, la norme | |0 n'est pas en général une norme hilbertienne. Par exemple, 

pour la matrice A = L I et la norme hilbertienne |(£, r\)\ = (|£|2 + 1TJ|2)1/2 

dans C2 on a Sup{||An||: neN} = 4, r(A) = 1, mais la norme |JC|0 = 
Sup{|Anx|:neN} n'est pas hilbertienne, car elle ne satisfait pas la loi du 
parallélogramme: pour x = ( l ,0) , y =(0,1) on a |x + y|o + |x -y |o = 3 2 ^ ^ 3 4 = 
2(|x|o + |y|o). Ceci nous amème à considérer le problème suivant: Si A est à 
itérés uniformément bornés, existe-t-il une norme | |o (qui dépendera de A) 
telle que: 

(i) | |0 est équivalente à | | 
(ii) | |0 est hilbertienne si | | l'est 

Oi) I|A||0<1. 

Dans ce problème, il faut distinguer deux cas. Tout d'abord, si r (A)< 1, il n'est 
pas nécessaire de supposer que A est à itérés uniformément bornés, cette 
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propriété étant une conséquence de r (A)< 1. Dans le cas où r(A)< 1, Kurepa 
[8] a montré que la norme 

(1) |x|0 = (|x|2 + |Ax|2 + |A 2 x | 2 +- - - ) 1 / 2 

déjà considérée par Rota [10], [5, Problème 122] lorsque X est un espace de 
Hilbert, est une solution au problème précédent, et l'on a | |A | | 0 <1. 

Dans la section 1 de cet article, on étudie les opérateurs A à itérés 
uniformément bornés avec r(A) = 1 et on montre dans une proposition que 
pour ces opérateurs le problème peut ne pas avoir de solution si X est de 
dimension infinie. Pour établir cela, nous nous servons d'un contre-exemple 
donné par Foguel [3] à un problème soulevé par Sz-Nagy. Etant donné que 
dans le cas r(A) = l les conditions (i), (iii) entraînent ||A||0 = r(A) = 1, on est 
amené à considérer un deuxième problème, relié au premier, qui est le suivant: 
si X est un espace de Banach complexe et si A G 5€{X) est un opérateur avec 
r (A)>0 , quelles conditions, sur le spectre de A, sont suffisantes pour qu'il 
existe une norme | |0 satisfaisant (i) et (ii), et telle que ||A||0 = r(A)? De telles 
conditions, faisant intervenir seulement les points À du spectre de A avec 
|A| = r(A), sont formulées dans un théorème à la section 2. 

1. Soit (H, | |) un espace de Hilbert et soit (, ) son produit scalaire. On dit 
qu'un opérateur We££(H) est uniformément positif s'il existe une constante 
m > 0 tel que ( Wx, x )> m \x\2 pour tout x e H. A un tel opérateur W on peut 
associer le produit scalaire (,)0, défini par (x, y)0 = (Wx, y), qui est équivalent 
à (, ) (c'est-à-dire leurs normes sont équivalentes). C'est bien connu aussi que, 
réciproquement, tout produit scalaire (, )0, équivalent à (, ), est de la forme 
(x, y)0 = (Wx, y), où W est uniformément positif, et par conséquent |.x|o = 
(Wx, x} = |W1/2x|2, c'est-à-dire |x|0 = |W1/2x|. Etant donné que l'opérateur 
Q = W1/2 est uniformément positif, donc inversible dans l'algèbre ££(H), si | |0 

est une norme hilbertienne, équivalente à | |, il existe un opérateur 
uniformément positif Q tel que 

(2) \\A\\0 = \\QAQ~1\\ pour chaque Ae^(H), 

car 

||A||0 = Sup{|Ax|o:Wo=l} = Sup{|QAx|:|Qx| = l} 

= Sup{|QAQ-1y|:|y| = l} = ||QAQ-1 | |. 

De (2) et des propriétés d'un opérateur A avec r ( A ) < l on obtient: 
(I) Pour un opérateur AeJ£(H) on a | |A| |0<1 pour une certaine norme 

hilbertienne | |0, équivalente à | |, si et seulement si | |QAQ _ 1 | |<1 pour un 
certain opérateur uniformément positif Q. 

(II) Tout opérateur A e ££(H) avec r (A)< 1 est semblable à une contraction 
stricte. 
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PROPOSITION. Soit (H, | |) un espace de Hilbert de dimension infinie. Alors il 
existe un opérateur à itérés uniformément bornés A e££(H), avec r(A) = 1, pour 
lequel il n'existe aucune norme hilbertienne \ |0, équivalente à \ |, satisfaisant 
l|A||o=l. 

Démonstration. Foguel [3] (Cf. [6]) a montré qu'on peut construire un 
opérateur A G J£(H) à itérés uniformément bornés qui n'est semblable à 
aucune contraction. Donc, d'après (II), on doit avoir r(A) = l. Alors, d'après 
(I), il n'existe aucune norme hilbertienne | |0, équivalente à | |, telle que 
H A | | o = l . 

§2. Soit (X, | |) un espace de Banach complexe et soit a (A) le spectre d'un 
opérateur AeJ£(X). La partie non vide o~7T(A) = {\ ecr(A) :|A| = r(A)} du 
spectre sera appelée le spectre périphérique de A. 

THÉORÈME. Soit Ae<£(X) avec r (A)>0 . Si 
(a) Pour chaque ÀGcr7T(A): 

X = Ker(A - AI) ©(A - \I)X (somme directe algébrique), 

alors 
(b) Chaque ÀGCT7T(A) est une valeur propre isolée. 
(c) L'opérateur A/r(A) est à itérés uniformément bornés. 
(d) Il existe une norme | |0, équivalente à | |, qui est hilbertienne si | | l'est, 

et qui satisfait: ||A||0= r(A), et ||Px||o = 1 P o u r chaque À ecr7T(A), où Pk est le 
projecteur spectral associé à A. 

(e) Pour chaque Àecr7r(A): 

|x + (A-AI)y | 0 >|x |opour tout xGKer(A-AI) et pour tour yeX. 

Démonstration, (b): Soit ÀGcrir(A). La condition (a) entraîne que À est une 
valeur propre et que ( A - A I ) X est fermé [7, Proposition 36.2] [4, Théorème 
IV. 1.12]. Etant donné que la restriction de A — AI à Ker(A — AI) a {0} comme 
spectre et que la restriction de A - A I à (A-AI )X est bijective, (a) entraîne 
que A - /xi est inversible dans l'algèbre 5£{X) pour tout JUL, 0 < | JLL - A | < 8, pour 
un certain ô > 0 . Donc A est un point isolé du spectre de A. (c): cr^A) étant 
compact, (b) entraîne que cr^{A) est constitué d'un nombre fini de points 
A 1 ? . . . , Aq. Etant donné que l'ensemble o~0(A) des points de cr(A) qui n'appar
tiennent pas à ov(A) = {À 1 , . . . , Aq} est contenu dans un disque { z ^ z l ^ r j 
pour un certain rx < r(A), on peut associer à o-0(A) et aux points A l 5 . . . , Aq des 
projecteurs spectraux P0, P 1 ? . . . , Pq, et l'on a Pt(X) = Ker(A - \ J ) , donc APt = 
\iPh pour i = 1 , . . . , q. D'autre part, étant donné que Xt = Pt(X), i = 0, 1 , . . . , q 
sont des sous-espaces fermés invariants de A et que 

X — XQÇJ)Xi^B ' ' ' ÇBXq, 
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on a 

(3) A n = A 5 + £ ^ pour tout n = 1, 2 , . . . , 

où A0 = AP0 est la restriction de A à X0. Le spectre de A 0ei£(X 0 ) , étant 
a0(A), on a r (A 0 / r (A))<l . Grâce à (3) on a que A/r(A) est à itérés 
uniformément bornés, (d): étant donné que r(A0 /r(A))< 1, il existe une norme 
| I* dans X0 (par exemple la norme définie par (1)), équivalente à | | (dans X0), 
telle que \\A0lr(A)\\*<l et qui est hilbertienne si | | l'est. Pour x = 
JC0 + xx + • • • + xq9 Xi e Xh on pose 

Wo = (WI+|x1 |2 + --- + |xq|2)1/2. 

Il est facile de vérifier que la norme | |0 ainsi définie dans X est équivalente à la 
norme de départ | | et qu'elle est hibertienne si | | l'est. En plus, ||Pi||o = 1 pour 
Ï = 1, . . . , q , car Pt^0 et |Pi(x)|oHxiloH*i|2 —Wo- D'autre part, étant donné 
que \Ax0\*<r(A)\x0\*, on a 

|AX|§ = |AJC0 + À1X1 + - • • + À q x J ^ | A x 0 S + r2(A)(|x1|2 + - • - + |xq|
2) 

< r\A)(\x0\l + \x,\2 + • • • + \xq\
2) = r\A) \x\l 

D'où ||A||0 =r (A) . (e): Soit Af e{Al5 . . . , Aq} = cr^A). Etant donné que 
K e r ( A - A i I ) - P i ( X ) , ( A - A i J ) X - K e r P i et que | |Pi | |0=l, on a |x|0 = 
|Pi(x + (A-A i I )y) |o^ |x + (A-A iI)y|0 , pour tout JC G Ker(A - A;!) et pour tout 
y e X . 

RÉMARQUES. (1) L'inégalité dans (e) exprime que Ker(A-AJ) est or
thogonal à (A - AI)X (au sens de Birkhofî [1]), par rapport à norme | |0. Si A et 
JLL sont des valeurs propres distinctes appartenants à cr^A) on a, donc, que 
Ker(A-AI) est orthogonal à Ker(A-juJ), par rapport à la la norme | |0, car 
z G Ker(A - JULZ) entraîne z = (A- AZ)(z/fx - A) G (A - AI)X 

(2) Si (X, | |) est un espace de Hilbert, (d) entraîne que le projecteur spectral 
Pt associé à AiEcr7r(A) est un projecteur orthogonal, par rapport à la norme 
hilbertienne | |0. 

On dit qu'un opérateur A e 5B(X) est quasi-compact si ||AP — K| |< 1 pour un 
certain entier positif p et un certain opérateur compact Ke£6(X). Si X est de 
dimension finie, tout opérateur A G J£(X), étant compact, est donc quasi-
compact. 

COROLLAIRE 1. Soit AeS£(X) un opérateur quasi-compact avec r(A) = l . 
Alors la condition (a) est équivalente à chacune des conditions suivantes: 

(ax) A est à itérés uniformément bornés 
(a2) limn_>00 (A

nx/n) = 0 pour tout xeX 
(a3) Ker(A - AI)2 = Ker(A - AI) pour chaque A G O-^(A). 
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Démonstration, (a)^>(a1) est une conséquence du théorème, (a1)=>(a2) est 
évident, et (a2)^>(a3) est une conséquence de [2, Lemme 1, page 709], toutes 
ces implications étant valables sans l'hypothèse de la quasi-compacité de A. 
(a3)=^(a): soit Àecr^A) . D'après [2, Lemme 2, page 709] et [11, Théorème 
5.8-A], (a3) entraîne que X = Ker (A-AI)©(A-ÀI)X, avec d imKer (A-
Àl)<œ. D'où (a). 

Si X est de dimension finie, la condition (a3) exprime que les racines du 
polynôme minimal de A de valeur absolue égale à r(A) sont simples [2, 
Théorème page 556]. Dans ce cas, l'équivalence de (ax) et (a3) avait été 
démontrée par Mott et Schneider [9]. 

REMARQUE 3. Le Corollaire 1 n'est pas vrai si A n'est pas quasi-compact. 
Par exemple, dans l'espace de Hilbert X = L2[0,1], soit A = I + K, où K est 
l'opérateur (K<p)(t) = $Q <p(s) ds, t e[0 ,1] , qui est compact et cr(K) = {0}. On a 
a(A) = a7r(A) = {l}, K e r ( A - I ) 2 = K e r ( A - I ) = {0}, mais les itérés de A ne 
sont pas uniformément bornés, car l'inégalité (An(p)(t)> nt, vraie pour la fonc
tion <p(t) = 1, de norme 1, entraîne ||An | |> n/V3. L'opérateur A n'est pas quasi-
compact: s'il existait un opérateur compact K' et un entier p > 1 tels que 
| | A P - X ' | | < 1 , le fait que les opérateurs compacts forment un idéal dans SB(X) 
entraînerait que ||(I + K)P—X'|| = | |H-K"| |<1 pour un certain opérateur com
pact K", ce qui aurait comme conséquence que K" est inversible dans £8{X), 
mais ceci est impossible. 

REMARQUE 4. Si (X, | |) est un espace de Hilbert, on a, d'après (I), le 
Théorème et le Corollaire 1, que tout opérateur A e j£(X) quasi-compact, avec 
r(A) = 1, satisfaisant une des conditions (a), (a t), (a2), (a3), est semblable à une 
contraction. Ceci généralise un résultat de Sz-Nagy [10, Théorème 3], 

COROLLAIRE 2. Soit (X, | |) un espace de Hilbert de dimension finie, et soit 
Ae5£(X) tel que r(A) = l. Si une des conditions (a),(a1),(a2) ou (a3) est 
satisfaite, alors \\A\\0 = 1 et, pour chaque À G o-w(A), son projecteur spectral PK est 
orthogonal, par rapport à une certaine norme hilbertienne \ |0. 

Il est à noter que, d'après la Remarque 4, dans le contre-exemple de Foguel 
l'opérateur ne peut pas être quasi-compact. 

Pour finir nous suggérons le problème suivant: soit A et B des opérateurs 
avec r(A) = r(B) = 1, qui commutent. Quelles conditions, sur les spectres de A 
et B, sont suffisantes pour qu'il existe une norme | |0, satisfaisant (i) et (ii), telle 
que ||A||o = | |B| |0=l? On sait déjà [8] que si A et B commutent et r(A)< 
1, r ( B ) < l , alors il existe une norme | |0, satisfaisant (i) et (ii) telle que ||A||0< 
l , | |B | |o<l . 
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