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Convexité, complete monotonie et
inégalités sur les fonctions zéta et gamma,
sur les fonctions des opérateurs de
Baskakov et sur des fonctions arithmétiques

G. Bastien et M. Rogalski

Abstract. 'We give optimal upper and lower bounds for the function H(x, s) = 3~ ﬁ forx >0
and s > 1. These bounds improve the standard inequalities with integrals. We deduce from them

inequalities about Riemann’s  function, and we give a conjecture about the monotonicity of the func-

tions — [(s — 1){(s)] ﬁ Some applications concern the convexity of functions related to Euler’s
T function and optimal majorization of elementary functions of Baskakov’s operators. Then, the re-
sult proved for the function x +— x—* is extended to completely monotonic functions. This leads to
easy evaluation of the order of the generating series of some arithmetical functions when z tends to
1. The last part is concerned with the class of non negative decreasing convex functions on ]0, +ool,
integrable at infinity.

Résumé. Nous prouvons un encadrement optimal pour la quantité H(x,s) = > <, ﬁ pour

x > 0ets > 1, qui améliore encadrement standard par des intégrales. Cet encadrement en-
traine des inégalités sur la fonction ¢ de Riemann, et amene a conjecturer la monotonie de la fonction

s [(s—=1)C(s)] Si_l On donne des applications a I'étude de la convexité de fonctions liées a la fonc-
tion I d’Euler et a la majoration optimale des fonctions élémentaires intervenant dans les opérateurs
de Baskakov. Puis, nous étendons aux fonctions complétement monotones sur ]0, +oo| les résultats
établis pour la fonction x +— x 77, et nous en déduisons des preuves élémentaires du comportement,
quand z tend vers 1, des séries génératrices de certaines fonctions arithmétiques. Enfin, nous prouvons
qu'une partie du résultat se généralise a une classe de fonctions convexes positives décroissantes.

Introduction
Lorigine de ce travail se trouve dans les deux problemes suivants, qui nous ont été

posés par Vijay Gupta (cf. [10]) :

Probleme 1 Trouver la meilleure constante C > 0 telle qu’on ait, pour tout x €
10, 1[, et tout entier n > 1, et 0 < k < n, 'inégalité

(T’l)xk(l _ x)n—k < #
k ~ Vmx(l—x)

Ces fonctions, qui interviennent dans les polyndmes de Bernstein, ont été utilisées
par Durrmeyer dans une version modifiée de ces polynémes (voir [18]).
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Probleme 2 Trouver la meilleure constante C > 0 telle qu’on ait, pour x € ]0, +o0],
etn, kentiers, k > 0etn > 1

(n+k—1> x* - C
k (x+ 1) = /nx(1 +x)

Ces fonctions interviennent dans les opérateurs de Baskakov (cf. [4]).
Ces deux problémes sont en effet a Uorigine de questions que nous nous sommes
posées sur les fonctions f, définies (pour a > 0) sur [0, +oo[ par

T'(x+1)

fa(x) =In

puis sur 'encadrement de la fonction zéta d’Hurwitz (voir [9]).
Nous partons donc de cette derniere fonction : pour x > 0 ets > 1 on pose

1
H = .
(x, ) 22:1 G

On a alors H(0,s) = ((s). Il faut noter ici que nous ne prenons pas tout a fait
la convention habituelle, pour laquelle on somme pour # > 0 (et on aurait alors
H(1,s) = ¢(5)).

Par comparaison avec une intégrale, on a pour x > 0 I’encadrement

1

> H(X,S) > W

On peut alors se proposer de chercher a et b vérifiant 0 < a < b < 1 tels que,
pour tout x > 0 et tout s > 1, on ait

(1) ! > Hx,s) > !
Y L ——— X, s _—
(s—D(x+a)y! T (s = 1D(x+ b)Y

Nous cherchons le plus grand a possible et le plus petit b possible. Il y a des con-

traintes évidentes sur des nombres a et b vérifiant (1) : on a nécessairement

(2) a<-<b et

1
2
(3) a<[(s—1)¢(s))"=1 <b.

En effet, la formule d’Euler-Maclaurin (cf. [5]) donne, pour p entier tendant vers
'infini, le développement limité

1 1 1 1
H(p,s)= ) gzm—fﬁ+o<ps+l)-

k>p+1
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En comparant avec un développement limité du majorant et du minorant dans (1),
on obtient (2). Les inégalités (3) s’obtiennent simplement en faisant x = 0 dans (1).
|

Remarquons qu’on tire de I'inégalité de droite du lemme 1, pour x = 0, 'inégalité
classique (s — 1){(s) > 1, qui montre que [(s — 1)((5)]7ﬁ < 1. Pour déterminer
les valeurs optimales de a et b, il faut déja comparer % et [(s—1)C (s)]fﬁ. Bt cette
comparaison est possible si la majoration dans (1) est vraie avec a = % : si on fait

1
s—1

x = 0 dans cette majoration, on obtient précisément % < [(s = 1)C(s)] , Cest-a-

dire (s — 1){(s) < 2571

1 LUencadrement de la fonction H

11 se trouve effectivement que % est la meilleure valeur possible pour a dans la majo-
ration de (1), et que de méme [(s — 1)(s)]™ =1 est la meilleure valeur possible de b
dans la minoration de (1).

Théoréemel Sis> letx>0ona

1 1
T . 11 >H( ) )2 1 qs—17
(s—D(x+3)! e (s— D[x+[(s — D¢(s)] ™= !

(4)

la deuxieme inégalité étant stricte six > 0.
Corollaire 1 Pours> lona
(5) (s = 1)¢(s) < 277N

Signalons que Olivier Ramaré, de 'Université Lille I, nous a fourni une preuve,
utilisant des évaluations numériques et le développement classique de (s — 1){(s) au
voisinage de 1, d’une inégalité meilleure que celle de ce corollaire ; nous I’énongons
dans le lemme suivant (¢f. [15]), bien que nous ne l'utiliserons que pour un aspect
de la proposition 3 :

Lemme 1 ([O. Ramaré]) En désignant par v la constante d’Euler, on a, sis > 1,

(6) (s — 1)C(s) < &0,

1. Démonstration de I'inégalité de gauche dans le théoreme 1

Nous proposons deux méthodes.

1. Méthode particuliere utilisant une comparaison de séries terme a terme On a

1 ¥ 1 - 1
(s —D(x+ %)5*1 B = (s—D(x+ % +n)l (s—1(x+ % +n4 1)1
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Sionposex+n+1=c>1,onvoit quil suffit de montrer que 'on a, sis > 1

1 1 1

G-De—D 1 G-Der e

(7)

On achéve donc la preuve de cette premiére partie du théoréme 1 en montrant que
I'inégalité (7) est vraie pour ¢ > lets > 1.
Enposants — 1=y >0etu = i, (7) se ramene a I'inégalité

(8) I-—w)y”?—-0Q+uw)™” —2uy >0

poury >0et0 <u < % En fait, (8) est vraie pour 0 < u < 1 (et donc (7) est vraie
pour ¢ > %), par développement en série entiere du premier membre, qui vaut

2p+1
!y(y+ D(y+2)---(y +2p),

et 2p+1)

quantité qui est strictement positive dés que u > 0 et y > 0.
Une variante pour la preuve consiste a écrire I’égalité

(l—u)_y—(l+u)_y_i/“ dt
2uy C2u ), (1=t

et a remarquer que le second membre est strictement minoré par 1, grace a I'inégalité
de Hadamard-Hermite que nous rappelons : si f est convexe continue sur [a, b], on

a
f(a;rb) < %a/ubf(t)dt.

On l'applique a la fonction t +— (l_ﬁ, et I'inégalité est stricte car cette fonction est

strictement convexe (voir [12], 125, p. 98). [ |

2. Méthode intégrale : point de vue des fonctions complétement monotones Posons

Y k)
(s— D(x+ %)571 X, ).

) M(x,s) =
Il est immédiat que 'on a

"M
ox"

=(=1)"s(s+ 1)(s+2)---(s+n—1)M(x,s +n).

Il en résulte que dire que M > 0 C’est dire que cette fonction de x est complétement
monotone sur [0, +oo[, C’est-a-dire que sa dérivée n-eme a le signe de (—1)". Nous
reviendrons au V sur les fonctions complétement monotones. Retenons juste, pour
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I'instant, que cette propriété de la fonction M implique P'existence, d’apres le théo-
réme de Bernstein (voir [17]), d’une mesure de Radon p; > 0 sur [0, +oo| telle que

M(x,s):/ OOe_”‘d,us(t).
0

Inversement, 'existence d’une telle mesure prouvera la positivité de la fonction M,
Cest-a-dire I'inégalité de gauche du théoreme 1. Celle-ci résulte donc immédiatement
du lemme suivant, compte-tenu de la stricte positivité pour ¢ > 0 de la fonction sous
le signe intégrale :

Lemme2 Six>0ets>1,0na

t
ts ZShE—t

_ * —tx b
(10) M(x,s) = /o e TG 7t2(ef _ dt.

Démonstration dulemme2 On applique Pégalité facile I'(a)u=® = [ e~"ut~ 14t
(a > 0etu > 0), pour remplacer = et par des intégrales ; on somme

1 1
(5—1)(x+% (x+n)
sur n et on obtient le résultat souhaité. D’ailleurs, la représentation intégrale de la
fonction zéta d’Hurwitz est bien classique (voir [2] ou [8]). [ |

Nous obtenons en prime le fait que la fonction x — M(x,s) est completement
monotone sur ]0, +0o[, pour tout s > 1. Comme nous ’'avons annoncé, nous re-
trouverons l'utilisation des fonctions complétement monotones au paragraphe V, ot
nous étendrons le théoréme 1 a ces fonctions.

2. Démonstration de I'inégalité de droite dans le théoreme 1

Nous poserons dans la suite a(s) = [(s — 1)((5)]7ﬁ ;onavu que % <afs)<1.La
preuve de 'inégalité cherchée utilise une représentation intégrale de la fonction

1
(s—Dx+as)) Y

N(x,s) = H(x,s) —

que nous énongons sous forme de lemme :

Lemme3 Six>0ets>1,0ona

+00 s tl1—a(s)] —tals)
t° t—e +e
11 N(x,s) = e —— dt.
( (69 /0 T 2 —1)

Le calcul est analogue a celui qui donne la représentation (10) de la fonction M.
On peut écrire cette représentation intégrale sous la forme N(x,s) =
0+°O e g (t) dt, et la fonction g est du signe de la fonction t — ny(t) = ¢ —
e'l1=al 4 e=t2() " Supposons que nous ayons montré qu’il existe un nombre ¢ €
10, o[ tel qu’on ait n; > 0 sur ]0, c[, et n; < 0 sur ¢, co[. Alors la fonction g, vérifie
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les mémes inégalités, et ceci permet de minorer 'intégrale représentant la fonction N
gréce a la décroissance stricte de la fonction  — e~ six > 0: on a en effet dans ce
cas

+00 c +00
N(x,s):/ e g (t) dt:/ e g(t) dt+/ e g (t) dt
0 0 c

¢ +00 +oo
> e*f"/ g&(t) dt + e*“‘/ &) dt = e*”‘/ &) dt=0
0 c 0

car la derniére intégrale n’est rien d’autre que N(0, s), qui est nul.

Tout se rameéne donc a I’étude des variations de la fonction n;, ce qui ne présente
pas de difficultés : on dérive trois fois, et le tableau de variation est aisé a construire
en utilisant les inégalités % < a(s) < 1 (voir aussi le paragraphe V, ou cette étude est
évoquée dans le contexte plus général des fonctions compleétement monotones). M

2 Applications a la fonction zéta de Riemann

Proposition1 Sis> 1,ona

(12) 1+

1 1
735_12C(5)21+ P
(s—=1(3) (s— 1 (1+al))

On a I'égalité ((s) = 1+ H(1,s). Les deux inégalités résultent de 'encadrement
de H(1,s) donné par le théoréeme 1. Remarquons quonal+e ™ < 1+ a(s) < 2
(lemme 1), et que de plus la limite quand s tend vers +oo de 1 + a(s) est 2. [ |

Remarquons qu'une autre maniere d’écrire 'inégalité de droite dans (12) est (pour
s> 1)

1

1 1 st
(13) (s—1)ﬁ[<(s)—1]ﬁ+[1——] > 1.
¢(s)
Proposition 2 On a l'inégalité, pour s > 1,
l.

(14) (s — 1)C()]=T > [sC(s +1)]7,

cest-a-dire a(s + 1) > a(s).

Preuve de la proposition 2 Soit f(x, s) la quantité minorante de H(x, s) dans I'in-
égalité du théoreme. De I'inégalité pour x > 0 entre les fonctions de x : H(x,s) >
f(x,s), et de leur égalité en 0, on déduit I'inégalité de leurs dérivées en x = 0. En
écrivant cette inégalité entre ces dérivées, on obtient (14). |

11 est facile de voir que la fonction s — h(s) = [(s — 1){(s)] =1 est décroissante
pour s > 1 + e (voir la proposition 3 ci-dessous), ce qui prouve I'inégalité (14) de
la proposition 2 pour ces valeurs de s. Ceci peut étre comparé a [7], ol 'inégalité
prouvée montre que la fonction s — (s — 1){(s) est au contraire croissante.

Ce qui précede et I'inégalité (14) amenent a conjecturer 'énoncé :

Conjecture 1 La fonction s — h(s) = [(s — 1)((s)] =T est décroissante pours > 1.
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En fait, il suffit de prouver la conjecture sur I'intervalle |1, 3], grace au résultat
partiel suivant :

5

Proposition 3 La fonction h est décroissante pour s > 3,

h(s) < lim;_, h(t) = ¢€7.

et Vs > 1 on a l'inégalité

Preuve dela proposition 3 (a) La décroissance de h s’obtient immédiatement, pour
s > 1+ e, en calculant sa dérivée logarithmique :

h(s) 1 1—-In(s—1) In((s)
h(s)s—l{ s 1 _<Z(5)+ 1)]

PO <0sis>1+e.
(b) Posons u(s) = % etv(s) = Z(s)+h;_&f). Il est clair que v est décroissante,
et on voit immédiatement que pour s < 1 + ¢ la fonction u est aussi décroissante.
Pour montrer que sur un intervalle [3,1 + ¢] on a u < v, il suffit de trouver une
suite de points 3 = xp < x; < --- < Xy, avec 1 +e < x, < 1+ ¢, telle qu'on
ait v(xi11) > u(x;) pour 0 < i < n — 1 (cette méthode est utilisée dans [15]). En
utilisant une table numérique des fonctions Z et ¢ (cf. [8]), on vérifie ces inégalités
pour xo = 2,5, x; = 2,6,...,x14 = 3,8. Ce qui achéve de prouver la décroissance
de la fonction k pour s > % La relation e” > h(s) résulte du lemme 1. [ |

ouZ(s) = — CCI((SS)). Il résulte clairement de cette formule que

Bien stir, 'usage d’une table numérique donnant les valeurs de Z et ¢ de centieme
en centiéme permettrait d’abaisser la borne 2, mais il n’y a aucune chance de prouver
la conjecture pour s > 1 par cette méthode, car les fonctions u et v deviennent infi-
nies en 1.! Par ailleurs, nous verrons au paragraphe V.3. une généralisation de cette
conjecture.

3 Application a la fonction Gamma d’Euler

La connaissance du signe des fonctions M et N permet, dans le cas s = 2, d’obtenir
des renseignements sur des fonctions particulieres associées a la fonction I'. De plus,
la représentation intégrale de la fonction M permet de prouver aisément des for-
mules intégrales remarquables, en général déja connues ou retrouvables par d’autres
moyens (voir [2] et [5]).

1. Résultats de convexité
Posons, pourx > 0eta > 0:

T'(x+1)

(15) fix) =In

L Ajouté aux éprouves : en utilisant la convexité de u et v, on peut abaisser la borne % a2,2.

https://doi.org/10.4153/CJM-2002-034-7 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2002-034-7

Convexité, complete monotonie et inégalités sur les fonctions zéta et gamma 923

On se pose la question de la convexité ou de la concavité de ces fonctions, selon les
valeurs de a ; nous verrons au paragraphe IV les raisons de cette question. Le résultat
est le suivant :

Théoreme 2 Si0 < a < %, fa est concave (et —f,]" est complétement monotone) ; si

% < a, f, est convexe; si % <a< %, fa West ni convexe ni concave.

Démonstration du théoréme 2 1l est immédiat qu'on a f' = H(x,2) — ﬁ Sion

< 1 . 1 1 ;

estdanslecasou0 < a < 3, onécrit f" = —M(x, 2)+(ﬂ — 7)) ; le premier terme
est négatif par le théoreme 1, et le second I'est parce que a < % Comme la fonction
x— L — L est complétement monotone, ainsi que x — M(x, 2), on voit d’ailleurs

xta  x+i
17 : . : 6 4 gl o 1 1 .
que — f, I'est aussi. Si maintenanta > -5, on écrit f," = N(x,2) + (= — 7)) sle

x+5
72

premier terme est positif par le théoréme 1, et le second I'est parce que a > 7%
. 2 .
Enfin, 51% <a< %,or}afaf’(o) = H(O,Z) - ﬁ = _ ﬁ < 0. Et si on prend
x = p, entier tendant vers 'infini, on obtient

1) = H(p. 2 = = s0( ) = (a=3) 57#0( ) >0

si p est assez grand. La fonction f;’ n’a donc pas de signe constant sur [0, +oo[. B

La fonction f,/, jouera un réle dans le paragraphe suivant et au paragraphe IV.
Nous aurons alors besoin d’une propriété supplémentaire, que nous dégageons sous
forme de lemme :

Lemme 4 La fonction f,, est concave décroissante (de 31In2 a —oco) ; fl’/z est convexe
décroissante négative.

On a d’une part fl’/z(o) = —1 — v +1n2 (voir [2]), et de 'autre

+oo 2shi—¢
ﬁﬂw=—/ il Bk}
0

e —1

En intégrant alors en x sous le signe intégrale, on obtient la relation

oo 2sh i —t¢
/ o —tx 2
fl/Z(x)f—l—'y+lr12—/O (1—e )7t(ef—l) t
qui montre bien que fl’/z(x) < 0, ce qui suffit a prouver le lemme. ]

Le caractere completement monotone de la fonction M donne des renseignements
supplémentaires sur la fonction f, si0 < a < % : a partir de la dérivée seconde, le
comportement est périodique avec I’ordre de dérivation, car — ' est complétement
monotone : f,/’ est concave croissante négative ; f,’’ est convexe décroissante posi-
tive ; £ est concave croissante négative ; efc.

Pour d’autres relations entre la fonction I et la compléte monotonie, on peut voir
[1] et sa bibliographie.
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2. Formules intégrales

Reprenons la relation fl’/’2 (x) = —M(x,2). Puisque nous avons une représentation
intégrale de la fonction M, nous pouvons trouver simplement des représentations

intégrales pour FF/((;‘:)) et pour I'(x + 1). On obtient d’abord la relation

I(x+1) 1 oo 2shf —¢t
AL | ~) —~+Iln2— 1 —e ™) —2 —dn
T+l I(x+z) v+ A A= e @

puis on a pour I'(x + 1)(x + %)_("“’%) Pexpression

to02sh L —¢
(16) \/Eexp[—x(1+'y—ln2+/ Sizdt)]
0

t(ef — 1)

oo 2sh i —1t
. 1—e ™) —>—2—dt|.
exp{/0 1—e )tz(ef—l) ]
Compte-tenu des deux relations f;,(0) = % In2et f1//2(0) = —1—v+In2, il suffit
d’intégrer en x sous le signe intégrale deux fois de suite (par le théoréeme de Fubini)

la formule intégrale qui donne fl’/'z(x).
En regroupant les termes et factorisant, I'expression (16) permet d’écrire alors

I I ke feo  2shf—t
F(X‘f’l):\/ixx\/}(l‘f'a) 1+EeKLexp[—/o e[mdt},

oK =14+~v—1In2+ f0+°o Ztil,zl_)t dt et L = exp| 0+°° fzs(};f__l)t dt]. En comparant
avec Péquivalent en +0o de I'(x+ 1) donné par la formule de Stirling, on obtient deux

formules intégrales :

Proposition 4 On a les deux relations

(17) +m2m§_tm—12
/0 et —1) T RETT
toosh L —¢ T
1 2 g =1 2.
(18) /0 tz(et—l)dt n( e)

I/ (xt1)

TorD) > ON obtient

En reportant les valeurs de ces intégrales dans 'expression de
la formule suivante :

Proposition 5 On a la représentation
I(x+1) 1 oo 2shf —t
19 — =1 ( + 7> +/ —txZ7 72 dt.
(19) T+1) T 2) T e =)

On peut remarquer que la formule (19), conjuguée a 'intégrale de Gauss (voir [2]
ou [5])

’ 14 Y
F(x+1)__7+/ 1—(1—1) ir,
0

Lix+1) t
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dans laquelle on fait le changement de variable 1 — t = e™*, permet de retrou-

ver, en posant x + % = z, la relation classique (voir [2]), qui redonne d’ailleurs
immédiatement (17)

+0oo 1 e—tZ
lnz:—'y+/ (t — )dt.
0 el —1 t

4 Majoration de certaines fonctions élémentaires

Nous nous proposons maintenant de revenir aux deux probléemes d’inégalités évo-
qués dans I'introduction :

C
(Z) xk(l — x)"_k S \/ﬁ (probléme 1)

n+k—1 x* < C (probleme 2)
rooleme .
k)i S Uit P

et

1. Majoration des fonctions de Bernstein

Dans [18], l'auteur résout le probléeme 1, en montrant le résultat suivant :

Proposition 6 ([Zeng Xiaoming]) La meilleure constante dans le probléme 1 est ﬁ

Nous nous proposons de montrer que ce résultat est un corollaire simple du théo-
réeme 1 dans le cas s = 2. La démonstration obtenue differe peu de celle de [18], mais
celle-ci ne met pas en évidence le rdle joué par la convexité dans cette question.

Preuve de la proposition 6 1l s’agit de majorer, pour ¢ € [0, 1], n et k entiers, n > 1
etk € [0,n] la quantité (}) t*1(1 — t)""¥ 1, D’abord, il est clair qu'a k et 1 fixés, le

. . ket . .
maximum pour ¢ € [0, 1] est atteint pour t = % Tout revient donc a majorer

(n> (k+ 393 (n—k+ L)nhes n!

k (n+ 1) = e

. -
pour x = ket F(x) = (x;(iil)z (";f:éiﬂ) ~. On a bien st F,(x) = F,(n — x). Soit
gu(x) =InF,(x) = —(fl/z(x) + fijp(n— x)) .Onag)/(x) = M(x,2) + M(n — x,2),
doncg,’(x) > 0 d’aprés le théoréme 1. Ainsi g, est convexe sur [0, ], symétrique par
rapport a 5 ; donc g, atteint son maximum pour x = k = 0 (et x = n), et il en est de
méme pour la fonction F,,.

Le maximum de la quantité ( Z)t’”% (1-

1 (n+%)”+% 1 n < 1 )”H

1

£)"~**1 est donc

m(n) = — = 1-—
) V2 (n+ 1) o\ n+ g 2(n+1)
Mais on a évidemment, par monotonie, sup,~ , /-7t = 1, et sup,~q(1 — 2(n1+1) )t
>0 4/ ] >
_ L
=7
. , 1 5 .
Le maximum cherché est donc e €t Cest optimum. ]
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2. Majoration des fonctions élémentaires de I'opérateur de Baskakov

La résolution du probléme 2 utilise aussi 'application du théoréme 1 a la fonction
f /25 C’est-a-dire le théoréme 2.

Théoreme 3 La meilleure constante dans le probléme 2 est 1 pour n = 1. Pourn > 2,
cette meilleure constante vaut g—g sik=0.Sin > 2etk > 1, la meilleure constante a
n donné est

3\ 3 — 1!
0) co= (2w
2 (n+ 3"z

cette quantité C,, étant décroissante, quand n augmente, depuis %, / % =0,525814---
jusqu'a ()% = 0,409916 - - -
Preuve du théoreme 3

1. Casn =1 Onaalors
nt+k—1 £k £\ k3
(1) sup ( >7m/ﬁ= sup (—) =
£20,k>0 k (t +1)rk=z £>0,k>0 N E+ 1

2. Casn>2k=0 Ona

Viyn - 2V2

(22) su = .
tzo,npzz t+1)"1 33

En effet, le maximum en # est atteint pour ¢ = 571, et sa valeur est

1 (n—l)"—% Vn

% n—% Vn—1
il

po 71 Ona alors

Posons, pour x > 2, ¢(x) = %(
1 1 1 1 1
(ng) () =tn(1- ) —tn(1- ) +Z:_§ﬁ(l_27> <o0.

La fonction ¢ est donc décroissante, et sup, -, ¢ = ¢(2) = %

3. Casn>2k>1 Ona

n+k—1 s
» vy ————Vn=0Cy
) tZO.,kpZI < k > (t+ 1)””‘75 \/_ n
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En effet, le maximum en ¢ est atteint pour t = kg -~ et vaut f# u,(k), ou
Tn+k)  (k+1)F:

Mn(k) = F(k+ 1) (n+k_ %)n+k—% .

Lentier n étant fixé, on pose x = n + k — 1, variable avec k > 1 (donc x > n).
Chercher le maximum en k de u,, (k) est donc chercher le maximum en x de

—(n—1) 1
T(x+1) (x— -1+

() = :
¢ (x+ 3)**2 P(x—(n—1)+1)

On voit alors que In h,(x) = f12(x) — fl/z(x —(n— 1)) donc lnh a(x) <0, car
la fonction f;/, est décroissante (lemme 4). De plus, on a (Inh,) f1 (x) —
fl/Z(x —(n— 1)) > 0, car la fonction f1/2 est croissante (tou)ours le lemme 4). La
fonction In h,, est donc convexe négative sur [, +oo[, et prend donc son maximum

3
)}

+1 )n+

enx = n. On a donc maxy>; u,(k) = u,(1) =L(n+ 1)

. Il en résulte que le

maximument > Oetk > 1 est \/_(”71)1"(71 + 1)

= C,,.. Reste a établir la

monotonie de C,,. Le logarithme ¢ de cette fonctlon de ns ecrit, en y remplacant #
par une variable x,

o(x) = %1nx+(x—1)ln(x—1)— (x+%) ln(x+%) +§ln%,

dont la dérivée vaut
1 1y 1 (—1)p
¢'(x) = +1n(1—x)—1n(1+2x)_—§W<1— o )<o.

Le théoréme s’ensuit évidemment. |

Pour des détails sur les applications possibles a des classes d’opérateurs des majo-
rations des fonctions élémentaires qui y apparaissent, voir [4], [11] et [18].

5 Extension du théoreme 1 aux fonctions completement monotones
sur |0, +o0]

1. L’énoncé général

La fonction x — x~° est complétement monotone sur |0, +oo[. 1l se trouve que les
techniques d’intégrales utilisées pour prouver le théoréme 1 dépendent essentielle-
ment de la représentation intégrale x° = f0+ _”” dt Mais une telle représenta-
tion existe pour toute fonction completement monotone f sur ]0, +o0o[, d’apres le

théoreme de Bernstein : f(x) = [, ™™ dpuy(t), ol y1; est une mesure > 0 sur
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10, +o0o[ (non nécessairement bornée). Il en résulte que le théoreme 1 peut s’étendre
aux fonctions completement monotones, avec pratiquement la méme démonstration.

Rappels Une fonction f: ]0,+oo[ — R est dite complétement monotone si f est
C®® et si on a, pour tout entier n > 0, (—1)"f(") > 0. Le théoréme de Bernstein
(cf. [17]) dit alors que f est complétement monotone si et seulement si il existe une
mesure de Radon py > 0 (alors unique) sur 0, +oo[, telle que pour tout x > 0
la fonction ¢t + e™** soit pg-intégrable, et vérifiant : pour tout x > 0, f(x) =

[ e dpug (o).

Nous noterons CM le cone des fonctions complétement monotones non identi-
quement nulles sur ]0, +oo[, intégrables sur [1, +o0o[ (Cest-a-dire sur tout [c, +oo[
pour tout ¢ > 0). Les faits suivants sont alors classiques et faciles a établir, pour une
fonction f € CM :

Fait1 Ona,Vn > 0, entier, (—1)"f > 0 sur ]0, +oo[
Fait 2 Pour toutn > 0, (—1)“f(”)(+oo) =0;

Fait 3 Pour tout n > 0, la fonction (—1)" " est intégrable sur [, +oo] et on a
Vx>0

(24) (—1)" () = / e dpu(1);
0

Fait4 Ona fol %duf(t) < +o0.
Notons, si f € CM, S(x, f) = Zn>1 f(x + n), quantité définie pour x > 0. On a
évidemment, pour x > 0 I’encadrement

+00

f() dt > Sx, ) > / i dr.
x+1

X

Posons alors, pour a,b € ]0,1[ et x > 0, M,(x, f) = f:o f@)dt — S(x, f) et

X
Ny(x, f) = —Mp(x, f). On a alors 'analogue suivant du théoréme 1 :

Théoréme 4

(1) Soita € 10, 1[. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(la) a < 3;
(1b) pour toute f € CM, ona M,(x, f) > 0 pour toutx > 0;
(1c) pourtoute f € CM, Papplication x — M,(x, ) est completement monotone.

(2) Soit f € CM. Il existe un nombre by, unique, tel que pour b € 10, 1[ les assertions
suivantes soient équivalentes :

(2a) b > bf,’
(2b) Nyp(x, f) > 0 pour tout x > 0.

https://doi.org/10.4153/CJM-2002-034-7 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2002-034-7

Convexité, complete monotonie et inégalités sur les fonctions zéta et gamma 929

De plus, le nombre by est donné par 'équation Ny, (0, f) = 0, vérifie les inégalités
J<bs<let

(25) flo)) = | f ().

n>1

Enfin, la suite b _ ). foo est croissante.

Remarquons que si f(x) = x*, ona S(x, f;) = H(x,s), et alors by = a(s) : on

retrouve le théoréme 1 ; et (25) redonne alors la proposition 2, qui traduit aussi dans
ce cas la croissance de la suite b_ ) .

Démonstration du théoréeme 4 Le premier point est d’établir pour les fonctions M,
et Ny les représentations intégrales analogues a la formule (11) : on a, poura € ]0, 1|
et f € CM

e—ta

(26)  My(x, f) = —Nu(x, f) = /O - (8-

t el —1

) dps(t).

Pour prouver cette formule, on remplace f par son expression intégrale dans la défi-
nition de M, (x, f), on somme la série sous le signe intégrale et on utilise le théoreme
de Fubini et le fait 4, qui assure que les intégrales écrites sont licites :

M,(x, f) = / [ /0 e_“duf(s)} dr =3 /O e~ 4y, (1)
x n>1

+a

+00 eft(xﬂl) +oo , eft
= dur(t) — e ¥ dur(t
|- [ e S,

ce qui prouve (26).
Le signe de la fonction sous le signe intégrale dans (26) est celui de la fonction

ts ng(t) = 179 — et ¢,

Il s’agit d’étudier les variations de cette fonction n,. On calcule aisément les dérivées
jusqual'ordre 3, etonan)”’ > 0; comme les valeurs en 0 et +oco de 1, 1, et n)’ sont

immédiates, on constate les faits suivants :

(o) si0<a< %, la fonction n, est strictement positive sur ]0, +oo] ;

(B) si % <a<1,n, <0sur]0,c(a)] et n, > 0sur Jc(a),+oo[, pour un certain

nombre c(a) > 0.

Preuve du point (1) du théoréeme La preuve de (1a) = (1b) résulte du fait («).
Limplication non(1la) = non(1b) s’obtient, grace au fait (), en choisissant une me-
sure py concentrée sur I'intervalle ]0, c(a)[. On a évidemment (1c) = (1b). Enfin,
(1b) = (1c¢) a cause de la relation évidente

dn
(27) T Malx ) = (="M (x, (=1 ™)
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et du fait que si f € CM, alors pour tout 7 la fonction (—1)" f € CM.

Preuve du point (2) du théoréme On a, pour b € [0, 1[, Ny(x, f) = —M(x, f).
Donc Ny, s’exprime par une intégrale portant sur une fonction dont le signe est celui
demy = —my. Sib < %, alors my, < 0 sur ]0, +o0ol, et Ny(x, f) < 0. Sib > 1 la

2>
décroissance stricte de la fonction t — e~ sur ]0, +00[ permet d’écrire les inégalités,
compte-tenu du fait (3)

c(b) —tb

(o5 o

+ —c(b)x e 1 _ e du(t)
€ c(b) el —1 t Nf

e [ L et b
=e A dpg(t) = e 7Ny (0, f).
0 e —1 t

Ny(x, f) > e~ /
0

On a ainsi I'inégalité
(28) Ny(x, f) > e PNy (0, f).

On sait que N, /5(0, f) < 0 et que N, (0, f) > 0, et que la fonction b — Ny(0, f) est
strictement croissante, car sa dérivée est f(b). Donc, il existe une unique solution by,
incluse dans ]%, 1[, al’équation Ny (0, f) = 0. Si b > by, alors par (28) Ny(x, f) > 0.
Sib < by, alors Nu(0, f) < 0, donc Ny(x, f) < 0six > 0 est assez petit. Clest
I’équivalence de (2a) et (2b).

Par ailleurs, (25) se montre par le méme argument de dérivation que celui utilisé
pour la proposition 2, et "encadrement

+00 +0oo
/ —fwde > S| ) =/ ey de
by n>1 by
montre, par récurrence, la croissance de la suite b_ ) . ]

Quelques commentaires sur le théoréme 4 (1) On peut trouver curieux le fait que le
nombre % convienne pour toutes les fonctions complétement monotones. En fait, la
raison du réle du nombre % ne tient qu’a la convexité, et au théoreme de Hadamard-
Hermite. C’est cette généralisation que nous montrerons au paragraphe VII.

(2) A partir de la formule (26), il est facile de montrer que, si f € CM, alors
Va € 10, %] la fonction x — M,(x, f) est non seulement completement monotone,
mais aussi appartient au cone CM (et est, de plus, définie en 0).

(3) Ce qui est intéressant, dans le théoreme 4(2), n’est pas existence du nombre
b, qu'on obtient évidemment par un argument de borne inférieure, mais le fait que
ce nombre est donné par 'équation en b : N;(0, f) = 0, grace a I'inégalité Ny(x, f) >
e~ XN, (0, f); Cest ce qui entraine (25).

(4) Lasuite (b_yyrfm), a une limite w(f) € ]%, 1] quand n tend vers I'infini, et
bien stir on a w(f) = w((—1)? ) pour tout entier p > 0. Ce nombre w(f) peut
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étre n’'importe quel nombre de l'intervalle ] %, 1[: eneffet, si f(x) = e M, avec A > 0,
alors la suite (b_ s )n est constante, égale a by, et nous verrons au paragraphe

V.2.A que by = } ln L. nombre qui prend exactement toutes les valeurs de ] 1[
lorsque A > 0. Et on peut avoir w(f) = 1:si f(x) = x7°, il est immédiat de voir que
b(_l)nfm = a(s + n) ; or la limite en +o0o de a(s) vaut 1, donc w(f) = 1. On peut

aussi voir la remarque 2 plus loin.

(5) D’apres le théoreme 4(1), la fonction x — M, /,(x, ) est dans le cone CM,
donc on peut a son tour lui appliquer le théoreme 4(1), et obtenir de nouvelles
inégalités. Cela ne présente d’intérét que si les calculs sont faisables. Si on prend
f(x) = x7*, Cest le cas, et on obtient par exemple les inégalités suivantes sur les
fonctions H et ¢, pours > letx > 0:

1
(x+ DH(x,s+ 1)+ (2/9)H(x + 1/2,5) — H(x,5) < s(s— D+ 1+
. s+1 1
e+ D+OIR/H@ -1 — 1] < ==+ .

Pour s = 3 et s = 5, cette derniére inégalité coincide avec une égalité a 2.107 pres.
Quelques exemples

A. Quelques exemples de recherche du nombre by Nous donnons quelques exem-
ples de recherche du nombre by associé a certaines fonctions f du céne CM, en
énongant simplement les résultats, faciles a obtenir par des calculs élémentaires.

(a) Nous avons vu que si f(x) = x7°, alors by = a(s).

(b) Sif(x) =e ™, alorsby = 1

(c) Sif(x) = Vxl 7> avecv > 1, alors bf = lnVln

MG

)

7“( ) 1,Ou

Li(u) =

- :ZT(r)ur, 0<u<l,

n>1 o r>1

est la série de Lambert associée a la suite constante a(n) = 1, et 7(r) est le nombre de
diviseurs de entier r > 1 (voir le paragraphe VI).
(d) Sif(x) = sz (fonction associée a la mesure djuy = (1 — cost) dt), alors

1

Ve 2R — 1’

ou ¢ est la dérivée logarithmique de la fonction I'.

by =

. Hp _
(e) Si f(x) = p(xip — x+q) avec des entiers 0 < p < g,ona by = %,
ouH,=1+3+3 3 + - n. Si p et g ne sont plus entiers, la fonction % intervient

dans 'expression de by.
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(f) Sif(x) = x~2ex, fonction associée a la mesure
t . .
dp = (; m) dt = —ivVt](2iVt) dt,

ou J; est la fonction de Bessel, ona by = (In[1 + Zk21 M])*1.

k=1
(g) Sif(x) = % le nombre by est solution de I'équation en b : f;oo " du

In(=5).
(h) Si f(x) = ((x+1) — 1, alors by est solution de I'équation en b :

/+Oo(§(t+1)—1) dr = 1.
b

(i) Siflx) = 3 ,5plx + p)™> = x7? + H(x, 3), le nombre by est solution de

léquationen b: ¥ (b) = %2
Des diverses inégalités quon peut alors déduire de (25), la plus simple a exprimer
est celle obtenue a partir de la fonction du point (e) :

(29) ishzl(;+L+...+l)> 1 + 1 +...+i
q-—7p 2\p+1 p+2 q/ ~(p+1)?* (p+2)? ¢

Remarque 1 Lapplication f — by définie sur le cone CM a une propriété curieuse,
qui se déduit facilement de sa définition : 'image du segment d’extrémités f et ¢ du
cone CM est exactement le segment réel d’extrémités by et b, :

{brrra—ng A € [0,11} = [min(by, b), max(by, by)].

B. Un exemple d’application de la croissance de la suite b_,y. oy Si A > 0, soit
fia(x) = (x+ A) 7%, avec s > 1. Un calcul simple montre que 'on a

(30) bfs,A =[(s— I)H()Hs)]_ﬁ —\

On peut dailleurs remarquer que si A est un entier p, alors H(p,s) = R,(s) =
Do el n, reste d’ordre p dela fonction ( ; le théoréme 4 donne ainsi, par exemple,
Pinégalité L. > —

n2ptl Goen? = X, 5

Posons donc vy (s) = by, +A; comme (—1)”]‘5(?\) =5s(s+1)- - (stn—1)funr,0na
alors b(f o = A(s+n)—A. Il résulte donc du théoreme 4 que la suite n — aiy(s+n)

est croissante. On a donc la généralisation suivante de la proposition 2 :
Proposition 7 Pour tout A > 0 et pour touts > 1 ona
(31) [(s— DH\, 9] > [sH(\, s+ 1]

D’ou une conjecture plus forte que la conjecture 1 :

1

Conjecture2 Pour tout A > 0, la fonction s — [(s— 1)H(\, s)] =7 est décroissante sur
11, +ool.
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Donnons une application de la proposition 7 :

Corollaire La fonction A — by, est décroissante sur [0, +ool ; sa limite quand \ tend
vers Uinfini est %, et sa limite en 0 est o(s).

sH(A;s+1)
[(s—DH(\,)] =1
par la proposition 7. Puis on prend A = p entier, et on fait un développement limité
de by, quand p tend vers +oo, grace a la formule d’Euler-Maclaurin. Et la limite en
0 est évidente. ]

Démonstration On dérive b f.x €N A, et on trouve — 1, qui est négatif

Remarque 2 On peut montrer que la limite quand s tend vers +oo de by, est 1,
et que la limite en s = 1 de by, vaut e?N*3 — X, De la relation (—1)”f5(1§) =
s(s+1)---(s+n—1)finn on déduit donc que w(f; ») = 1 (voir le commentaire (4)
apres le théoreme 4).

6 Applications du théoreme 4 a des séries entiéres génératrices de
fonctions arithmétiques

1. L’énoncé général

Etant donnée une fonction arithmétique p : k — p(k), définie pour k > 1, et que
nous supposerons toujours positive ou nulle, nous lui associons sa série de Lambert
notée L,(z) ou Ly (2), définie par L,(z) = 3o, p(n)t55 (0 < z < 1). Ala
fonction p nous associons aussi sa fonction arithmétique sommatoire 1 x p définie
par 1 x p(n) = Zd|n p(d) (somme étendue a tous les diviseurs d de n). Enfin, nous
définissons la série entiere génératrice de p par G,(z) = 2@1 p(n)z". On a classi-
quement la relation L, = Giy,.

Nous nous proposons d’utiliser le théoreme 4 pour trouver des inégalités portant
sur des séries de Lambert ou des séries génératrices de fonctions arithmétiques, et
en particulier pour étudier 'ordre de grandeur de certaines séries G,(z), de rayon
de convergence 1, quand z — 1. Les résultats obtenus ne sont pas tous nouveaux,
ou résultent aussi parfois classiquement de méthodes arithmétiques, mais nous en
utiliserons peu ici, les résultats sont le plus souvent des corollaires trés simples du
théoréme 4.

Le résultat de base s’énonce bien au moyen de la notation suivante : si p est une
fonction arithmétique, on pose

p(k)
(32) Op(2) =D "
k>1
On a alors ’énoncé suivant :

Théoreme 5 Etant donnée une fonction arithmétique p > 0 telle que la série Gy, soit
de rayon de convergence 1, on a, pour 0 < z < 1,
1 1

g O (V) 2 Gio@) 2 Gy(2) + 11— 0,()

(33) |Inz]
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Dans cet énoncé, la premiere inégalité utilise toute la force du théoréme 4(1),
alors que la deuxieme n’utilise le théoréme 4(2) qu’en remplagant by par 1 (faute
de connaitre ce nombre pour la fonction f qui intervient dans la démonstration,
voir la remarque 13), ce qui se raméne a la minoration classique d’une série par une
intégrale.

Corollaire Si©,(+/z) et @p(zz) sont équivalentes, quand z — 1, a une méme fonction
z > 0(2), alors :
~ M :
@) Gup(a) ~ 15
(b) Gp(2) = 0(Grup(2)) quandz — 1;

(c) sien particulier ©,(1) =3, -, @ < +00, alors Gi,,(2) ~ 2,0
= z—

1—z°

Le point (c) de ce corollaire est classique, et peut s’obtenir directement en enca-
drant le dénominateur du terme général de la série de Lambert de p.

Démonstration du corollaire Le point (a) résulte de Pencadrement

(VD) 2 Guyle) 2 ),
et le point (c) en est clairement un cas particulier. Le point (b) résulte des inégalités
0< Gp(z)% < a(z) — B(z), ou a(z) et B(z) tendent vers 1 quand z — 1.

Nous verrons sur des exemples que si ©,(1/z) et ©,(z*) ne sont pas équivalentes
au voisinage de z = 1, alors le point (b) n’est plus vrai, méme si @p(\/E) et 6,,(22)
sont du méme ordre de grandeur. ]

Démonstration du théoreme 5 Si z < ]0,1[, on considere la mesure p,, =
> k1 P(k)e_kin.. La fonction f;, du cone CM associée a jui,, est donnée, pour
x> 0, par f; ,(x) = Zkzl p(k)zk". On a immédiatement, pour y > 0,

/ - fop(t)dt = 9,(#)
y

|Inz|

Pour x > 0, les égalités suivantes sont immeédiates :

k

S(x, f;,,p) _ Zzp(k)zk(ern) _ Zp(k)zkxl izk'

n>1 k>1 k>1

On a en particulier S0, f; ,) = L,(z) = Gi4,(2). Par ailleurs, on a

S, fop) = DD p()Z =33 " (k)" = Guip(2) — Gpl2).

n>1 k>1 m>2 k>1

Par le théoréme 4, en prenant successivement y = % ety=1+b f.,o ON obtient

0,(v2)

|Inz]

@p(szfz.p )

2 Gl*p(z) et Gl*p(z) - Gp(z) Z |1IIZ|
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On sait que by, € ]%, 1[, mais en général on ne sait rien de plus utilisable sur ce
nombre (voir la remarque 3). On obtient une minoration en le remplagant par 1, ce
qui donne exactement ’encadrement (33) du théoréme 5 (mais n’utilise pas vraiment
le théoréeme 4(2)). [ |

Remarque 3 1. Le lecteur pourra montrer facilement la relation

ln( @;1 (|In Z|Lp(Z))
Inz

(34) by, =

)

et vérifier sur chacun des exemples qui suivent ce qu’elle donne.

2. Il est aisé de voir que I'inégalité de droite du théoreme 5 peut étre généralisée
ainsi : Gyy,(2) > Zl<k<q Gp(zk) + ﬁ@,](zq“), inégalité qui devient une égalité
pour g infini.

2. Des exemples

(@) pk) = 1.
Onaalors f, ,(x) = —In(1-2), 0 ,(2) = li,(2) = 2,21 i—z, G,(z) = —In(1-2),
Giep(z) = EnZl(EdM é)z” = InP(z2), ou P(z) = anl ﬁ = 1+ Gy(2), et
p: n— p(n) estlafonction “nombre de partitions” de entier n.
Le théoréme 5 donne alors ’encadrement

Lliz(\ﬁ) >InP(z) > —In(1 —2) + !

li, (2%
|lnz| 12(2 )7

|Inz|

ce qui redonne le résultat connu

m 1

35 InP(z) ~ —
(35) nP@) ~ =,

d’ailleurs aussi rapide & prouver directement de la fagon classique (cf. [6]).
(b) pk) = A, avec A € 10, 1].
On aalors f, ,(x) = lj—z;x, Gylz) = ﬁ (avec un rayon de convergence % > 1),
k_k
0,(2) = —In(1 — Az), définien z = 1, et G, ,(2) = L,(2) = >}~ %
On obtient donc immédiatement par le corollaire du théoréme 5 :

8 S(E)e s M

n>1 dn
(c) plk) =1
Dans ce cas, f, ,(x) = %, G1p(2) = G-(2), ot T(n) est le nombre de diviseurs
de Ientier n. Le corollaire s’applique, car ©,(z) = —In(1 — z), donc ©,(,/z) et

@p(ZZ) sont équivalentes, quand z — 1, a la fonction z — | In(1 — z)|. On déduit de
ce corollaire la relation

[In(1 — 2)|

(37) Gr(@) ~y
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Remarque 4 Par la méthode d’Abel ou par un produit de séries, on a ﬁGT(z) =

ZnZl (7(1) +7(2)+---+ T(n)) z" ; mais on a la relation arithmétique classique

(38) T +7Q2)+---+7(n) B nlnn,

doncona
G, (2) ; . d In(1 —2) [In(1 — 2)|
1_ZZ_H;n(lnn)z Z_ﬂ;anz _Zdz< — )z—n TS

On retrouve ainsi ’équivalent de G, au voisinage de 1 donné par (37), mais a l'aide
de la relation (38), qui est fondamentalement de nature arithmétique (voir [3]).

(d) p(k) = kP, ol p > 1 estun entier

Nous avons besoin du lemme suivant, facile a prouver par récurrence :

Lemme 9 Etant donné un entier p > 1, on a la relation

(39) Z kPuk = 7(21)(”)

— )pt+1’
k>1 (1 u)

ot Qp(u) = uf + -+ + u est un polynéme de degré p a coefficients entiers strictement
positifs, et vérifiant Q,(1) = pl.

Des calculs simples montrent que f,,(x) = %, que Gi,(z) =

Qp(2") Qp(2) Qp—1(2)

ZnZl (l_Pzn)p+l » que Gp(z) =0 pz)pﬂ » et que @p(z) = (lP_lz)p .
Dans le cas présent, les deux encadrements de Gi,, donnés par le théoréme 5 ne
sont pas équivalents, mais du méme ordre de grandeur, fournissant deux inégalités

asymptotiques quon peut écrire, compte-tenu du lemme 9 et de la positivité des

fonctions :
(40) 2P(p — 1! > limsup G, yr (2)(1 — 2)P*!
z—1
Lo (p—1!
> liminf G, ;0 (2)(1 = 2)P* > pl + TR

Remarque 5 On peut trouver dans [14] (exercice 34, page 54) la relation

sz Cs+ DI (s+1)
don ~

41
(1) 1—ztzs1 (1—2z)t1

n>1

qui est plus précise que le résultat (40).

(e) p(k) = A(k), fonction arithmétique de von Mangoldt

Rappelons que la fonction de von Mangoldt est définie par A(k) = Inp si k est
de la forme p™, p nombre premier, avec m > 1 entier, et A(k) = 0 sinon (cf. [9]).
Nous allons ici étudier le comportement de la fonction ©5(z) = Y+, %zk, car la
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fonction Gy, est trés simple. On a en effet la relation classique dln A(d) = Inn,

doncona
G (2) = E (Inn)z" ~ E H,Z",
z—1
n>1 n>1
N _ 1 1 « . » no__ In(1—2)
ol H, = 143+ -+ estla “somme harmonique”. Comme }_ -, H,2" = —* =7,

on déduit de ce qui précéde 'équivalence

(42) G (2) = Z(ln n)z" ~ M

—1 1—2z
n>1

Le théoréme 5 fournit cette fois ’encadrement
| In(2%)|Grea(2%) < OA(2) < |In(v/2)|Gran (V7).

On voit facilement que les deux termes extrémes de ces inégalités sont tous deux
équivalents, quand z — 1, 2 | In(1 — z)|. D’ou le résultat sur la fonction 6, :

Ak) &

(43) X

~ |In(1 — z)|.
z—1
k>1

Remarque 6 On peut montrer le résultat (43) par des moyens “arithmétiques” : &

partir de la relation @ + @ +e % ~ Inn (voir [6]), une application de
n—+oo

la transformation d’Abel a la série ©, donne en effet le résultat.

(f) p(k) = h(k), fonction “noyau sans carré” de k

Sik = p"---pg’, avec les p; premiers et les o;; > 1, on pose h(k) = p; -- “Pg-
Alors

(44)

00 =Y Wk G = Y (Th@) £ = 3 ([Ta+vm) &,

k>1 k>1 0 dlk K>1 pr|lk

ou Pécriture “p” || k” signifie que p est un facteur premier de k et que v est le plus
grand exposant tel que p” divise k. En écrivant les inégalités entre Oy et Gy, qui
résultent du théoreme 5 (I'expression de G, est ici inutile), la connaissance de 'ordre
de grandeur de 'un donne un renseignement sur l'autre. Il se trouve que par des
méthodes arithmétiques on a (voir [16], exercice 11, page 55)

h(k) c, . R
) I |

k<x p premier

On en déduit par la méthode d’Abel que O,(z) ~ ﬁ I s’ensuit qu'on a
z—

1 C C
EoOMVE) ~ 0)(2)

— et —— ~
|Inz| —z)3 € |Inz| z—14(1 — z)3
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D’ou Pordre de grandeur de la fonction Gp(2) = > )~ ( Hp”Hk(l + Z/p)) zF au voi-
sinagedez = 1: a

(46) 4C > limsup(1 — 2)*Gr(z) > lim ilnf(l — 2)’Gra(2) >
z—r

z—1

=10

(g) une application de I'inégalité f(by) > >° - [f'(n)|aucas p =1
Onavuque f;;(x) = f—zx, et que Gy, = G;. Posons o(n) = 1xid(n) = Zﬂ”n d.

2—Gr@_q

I est alors facile de voir que }© -, |f'(n)| = [Inz|Gy(2), et que f(by,) =
On en déduit 'inégalité suivante entre G, et G, :

[Inz|

(47) eln2lG-() > 1 4 |Inz|G,(2).

(h) p = 19, ou P est 'ensemble des nombres premiers
On obtient alors

p
(48) O =3 % G, =32, G, = wmnz,

pe?P pe?P n>2

ou w(n) estle nombre de facteurs premiers distincts de n. Le théoréme 5 fournit donc
Iencadrement

49 1 zg> . » 1 z?P
( ) WZ?_ZW(VI)Z_ZZ +|1n 27

z
pe? n>2 pe?P | peEP

Nous allons déterminer un équivalent de ©;,(z) quand z — 1, qui montrera que
les deux termes extrémes de (49) sont équivalents, ce qui nous permettra d’appliquer
le corollaire du théoréme 5. Pour ce faire, nous utilisons la relation arithmétique
connue (voir [13], page 351, théoreme 427), qui se montre élémentairement

(50) > Lo n(nm,

—+
p<n,pe?P e

On a en effet

Gn —en@=3(

n>2  p<npeP p n>2

1) 2~ S Iz’ = A).

Il s’agit de trouver I’équivalent de la fonction A au voisinage de z = 1 ; il est donné
parle

Lemme 10 On a Iéquivalence

(52) Az) ~ M

z—1 1—2
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On déduit donc du lemme et de (51) 'équivalent

P
(53) O, @)=Y %Zz;lln( |In(1 - 2)]).

pEP

Il en résulte aisément que O1,,(1/z) et O1,,(z*) sont équivalents au voisinage de z = 1,
et quon peut donc appliquer le corollaire du théoreme 5. D’ou le résultat final :

In(|1n(1 —
(54) Gra, (2) = > w(mz’ ~ In(|In(1 - 2)])

1—-z
n>2

Preuve du lemme 10 Pour avoir I’équivalent de A(z) = anz In(Inn)z" quand

z tend vers 1, on ne peut comparer directement a l'intégrale f;oo In(Int)z* dt, car
la fonction ¢ — In(In#)z" n’est décroissante que pour ¢ plus grand qu'un nombre
fonction de z. On procéde donc par un détour, en écrivant

1 1y, 1 1,
A(z)zzlz(m+“'+nlnn)z - l—zznlnnz

n>2 n>2
1 +00 e—t\lnz| 1 +00 et
~ dt = o du,
—=11—z [, tint 1—z /), wulng

. . t , . . , .
ot A = [Inz|, ceci car la fonction ¢ > {— est décroissante. En intégrant par partie,

on obtient oo
(1 - 2)A2) ~ I(\) :/ e*“ln(lnﬁ) du,
z—1 2\ )\
ou A = |Inz| — 0 quand z — 1. Le lemme 10 résulte donc du lemme qui suit, car
In(| In A|) Nlln(|ln(l—z)|). [ |
z—

Lemme 11 OnalI(\) ~ In(|lnA|).
A—0

Preuve dulemme 11 En mettant |In A| en facteur, on a immédiatement
(55) I = In(|In XDe ™ + J(A) + K(N),

ou

oo Inu 1 Inu
]()\):/ e_”ln(l-i——) du et K()\):/ e_“ln<1+—) du.
1 |ln/\‘ 22 \ln)\|

On a immeédiatement 'encadrement

(56) og](A)g“n—lM/ e_”lnudu:O( L )
1
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Pour traiter K(\), on remarque que si 2A < u < 1, alors |1n,\\ > ‘}Ei‘ 1. On peut

alors, par concavité de la fonction logarithme, encadrer K(\) :

1 B 1
/ e “lnudu>K(\) > In(|InA]) — Inln2 ! / e “Inudu;
22

n2
[In Al 1—“EA|

[In Al

on en déduit que

_ o In([In A
(57) [K(N)| = O(w) :

Des relations (55), (56) et (57) on obtient immédiatement I’équivalent annoncé pour
I(\) quand A — 0. [ |

Remarque 7 (1) 1l résulte du point (b) du corollaire du théoreme 5 qu’on a

Zzp =(1-2) Zﬂ(n)z” = o(ln(| In(1 — z)|)) ,

peP n>2

ou 7(n) est le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a n. En fait, on a, en
utilisant le théoréme des nombres premiers,

1
(58) z’ ~ .
I;) z—=1 (1 — 2)| In(1 — 2)|
(2) On trouve dans [16], page 42, la relation w(2) +- - - +w(n) ~ nIn(lnn). En
n—+0o0

utilisant encore le lemme 10 on peut, a partir de cette relation arithmétique, retrouver
le résultat (54).

(i) Autres exemples On peut aussi déterminer, en utilisant le théoréme 5, 'ordre de
grandeur quand z — 1 de la série génératrice d’autres fonctions arithmétiques. Des
calculs simples permettent par exemple de montrer les résultats qui suivent.

(*) En prenant p = ¢ (indicatrice d’Euler), on obtient

(59) 2 > limsup(l — z Z o) k> hm mf(l —2) Z ¢(k) .

2=l K>1 K>1

\S] |

(on peut d’ailleurs trouver é partir de résultats arithmétiques classiques (voir [16]
page 41) ’équivalent exact qui précise (59)) ;

2lz

(*) Enprenant p =In,ona

In*(1 — 2)
(60) 2Z(Zlnd)z =Y nbr) ~ ~

k>1 0 dlk k>1
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(*) En prenant p, = 1{,1,>1}, ou p est un nombre premier donné, on obtient, en
posant v, (k) = v si p” || k (et 0 sinon), ’équivalence

(61) > v ~ —— :

P =>1p—11—2z
On a par ailleurs

n 1
Gl =3 2" ~ !0 =2
n>1

7 Le cas des fonctions convexes positives décroissantes sur ]0, +oo[

On note CD le cone des fonctions f > 0 convexes décroissantes sur ]0, +oo[, inté-
grables sur [1,+oo[. On pose encore S(x, f) = > -, f(x + n). On a les inégalités,
pourx > 0:

/ T de s st ) > / .

+1

On a alors la généralisation suivante du théoréme 4(1) :
Théoréme 6 Soit a €]0, 1[. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(a) a< l
(b) pour toutef € CD et pour toutx > 0ona f+a f(t)dt > S(x, f).

Preuve (a) = (b) La quantité M,( er f(t)dt — S(x, f) sécrit
X+a+n
(62) > / feydr — fx+ n)) :
n>1 xtatn—1
Sia < —,alorsx+n+a— > <x+n,donc f(x+n) < f(x+n+a— —) Mais par

1’1negahte de Hadamard- Hermlte, ona

f(x+n+a—%) g/xmm (1) d.

+atn—1

Par suite, chaque terme de (62) est positif, et on a bien M,(x, f) > 0.

(b) = (a) Sia > 3, prenons par exemple x = 0, et soit f la fonction définie sur
[a —1,+00] par f est affine sur chaque intervalle [p +a,p+1+al,sip > —1, et
flg+a) = q+a+1 > pour g > 1 (p et g entiers). On a alors

pta
/p f@)yde — f(p) = f(p+a——) f(p) <0

+a—1
cara — % > 0. Par sommation, on en déduit que pour cette valeur x = 0 et cette
fonction f ona M,(x, f) < 0. [ |
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Remarque 8 Si f € CD, on peut voir, a partir de (62) et de 'inégalité de Hadamard-
Hermite, que si M,(x, f) = 0 pour toutx > O et touta € ]O0, %], alors f = 0.

Remarque 9 On peut voir qu'une fonction f appartient a CD si et seulement si on
peutlécrire f(x) = f0+oo (t—x)4+ du(t), pour une mesure y > 0sur ]0, +ool, vérifiant
f 1+°° t2 du(t) < +oo. Utilisant ce fait, on aurait pu montrer le théoréme 6 de maniere
analogue a la preuve du théoreme 4, sans se servir de I'inégalité de Hadamard-
Hermite. Le role du nombre % dans I’étude de la fonction n, aurait été alors rem-
placé par le résultat suivant : un nombre a € ]0, 1[ est < % si et seulement si on a,

pour toutu > 0,

_ 2
(63) Sw—m, < =L

2
n>1

En général, la partie (2) du théoreme 4 n’a pas d’équivalent dans le cadre des
fonctions convexes seulement. Méme si on peut définir le nombre

1
(64) bf:inf{beb,q ’VxZO, Nh(x,f)zo},
ce nombre n’est pas en général la solution de I’équation Ny(0, f) = 0.
Exemples (1) La fonction f(x) = (x + 2)e™™ appartient au cone CD, mais n’est

pas complétement monotone, car '’ n’est pas de signe constant. Un calcul simple
montre quon a

(65) N, 1) = N0, )+ x( = — )
avec

3e —2 _
(66) Ny(0, f) = P (b +3).

11 suffit donc de trouver un nombre b tel que N;(0, f) > 0, mais tel que pour cer-
tains x, Np(x, f) < 0. Ce dernier point sera réalisé pour tous les x assez grands si
ﬁ —e7? < 0. Cette condition équivaut a la condition b < by = In(e — 1) =
0,5413248 - - -. Sion prend alors b = 0, 53, on voit a partir de (66) que N;(0, f) > 0.

On peut d’ailleurs, pour cette fonction f, voir grace a (65) quona by = by.

(2) On peut méme construire une fonction f € CD telle que by = 1, Cest-a-
dire quil n’y ait pas d’amélioration possible de la minoration standard de la série
> u>1 f(x + n) par Pintégrale f;ol f()dt : on prend f affine sur les intervalles
[k, k + 1], pour k > 0 entier, avec f(k) = 2%

(3) On peut facilement voir que ’hypothese de convexité est indispensable dans le
théoréme 6 : on peut construire une fonction f > 0 continue décroissante intégrable
sur [0, +oo[, mais non convexe, telle que I'inégalité fxi f(e)dt > En21 flx + n)
mait lieu pour tout x > 0 que sia = 0.

https://doi.org/10.4153/CJM-2002-034-7 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2002-034-7

Convexité, complete monotonie et inégalités sur les fonctions zéta et gamma 943

11 est naturel d’examiner la réciproque éventuelle du théoréme 6 : soit f > 0 conti-
nue décroissante sur ]0, +oo[, intégrable sur [1,+oo[. Si M;,;(x, f) > 0 pour tout
x > 0, la fonction f est-elle nécessairement convexe sur [%, +oo[ ? La réponse est
négative : soit f la fonction définie par f(t) =2 —tsur [0, 1], f(t) = 1sur [1,1+¢],
f(t) =24+ec—tsur[l+e,2+¢]et f(t) =0sur[2+e,+oo[, pour 0 < € < % Cette
fonction f n’est pas convexe sur [, +0o[, mais un calcul facile montre qu'elle vérifie
Pinégalité M, /»(x, f) > 0Vx > 0.

Le probleme analogue pour les fonctions completement monotones se formule
ainsi :

Probleme A Soit f > 0 continue décroissante sur ]0, +0o[, intégrable sur [1, +00[.
Sila fonction x — M, (x, f) appartient au cone CM pour tout a € |0, %], la fonction
f est-elle complétement monotone ?

En ce qui concerne 'inégalité de droite du théoréme 4, remarquons qu’on peut la
reformuler, en posant F¢(x) = fxoo f(t)dt et Sp(x) = >°,~, f(x+n),sous la forme

(67) FH(Sp(x) > x+F;'(84(0)).

Le probleme naturel qui se pose, en notant T f(x) = f(A+x)siA > 0et Py f(x) =
f(Ax) si A > 0, est le suivant :

Probleme B Soit f une fonction positive décroissante convexe intégrable sur
[0, +00[ ; si toutes les fonctions T\ f et Py f vérifient la relation (67), la fonction
f est-elle complétement monotone ?
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