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Démonstration constructive de ’existence de

polyndmes de Bernstein—Sato pour plusieurs
fonctions analytiques

Rouchdi Bahloul

ABSTRACT

In 1987, Sabbah proved the existence of Bernstein—Sato polynomials associated with
several analytic functions. The purpose of this paper is to give a more elementary and
constructive proof of Sabbah’s result based on the notion of the analytic Grobner fan of
a D-module.

Introduction et énoncé des résultats principaux

Fixons n > 1 et p > 1 deux entiers et v € N? ~ {0}. Solent © = (x1,...,2,) et s = (s51,...,5p)
deux systemes de variables. On se donne fi,..., f, € C{z} = C{z1,...,z,}. Notons D,, 'anneau
des opérateurs différentiels & coefficients dans C{z}. Pour b(s) € Cl[s] = C[s1,...,sp|, considérons
lidentité suivante :

b(s)f* € Dyls]f*", (%)
ou f5tv = f] 1oL f;p U Un polynéme b(s) vérifiant une telle identité est appelé polynome de
Bernstein—Sato (associé a f = (f1,..., fp)). L’ensemble de ces polynomes forment un idéal appelé
idéal de Bernstein—Sato (associé a f) et qu’'on note BY(f). Précisons que les cas les plus fréquemment
étudiés sont ceux ou l'on a v = (1,...,1) ou bien v = (0,...,0,1,0,...,0) ou le 1 est en j-ieme

position pour un j € {1,...,p}.

Rappelons que c’est Bernstein [Ber72] qui, dans le cas p = 1 et ou f est polynomiale, a montré que
l'idéal BY(f) est non nul (dans ce cas, il faut, dans (%), remplacer D,, par 1’algebre de Weyl A,,(C),
i.e. Palgebre des opérateurs différentiels a coefficients polynomiaux). Dans le cas ou f est analytique
et toujours pour p = 1, la non nullité de BY(f) revient a Bjork [Bjo73] avec des méthodes similaires
a celles employées dans [Ber72]. Dans ce méme cas, citons Kashiwara [Kas76] qui publia une autre
preuve et démontra en plus que le générateur unitaire de 1'idéal de Bernstein—Sato est a racines
rationnelles. Pour p > 2, la preuve dans le cas polynomial est une généralisation facile de celle de
Bernstein, que 1’on peut trouver dans [Lic88]. Dans le cas analytique avec p > 2, la non nullité
de BY(f) a été démontrée par Sabbah [Sab87a, Sab87b]. Citons la contribution de Gyoja [Gyo93]
qui a repris la preuve de Sabbah en montrant de plus que BY(f) contient un élément rationnel non
nul.

L’objet du présent article est une mise au point de la preuve donnée par Sabbah. Plus
précisément, on peut décomposer la preuve de Sabbah en deux grandes étapes : la premiere utilise
des arguments similaires a ceux employés par Kashiwara dans le cas p = 1, la deuxieéme consiste
essentiellement en un résultat de finitude qui permet par la suite de se ramener au résultat de
la premiere étape. La seconde étape de la preuve de Sabbah s’appuie sur un éventail dit adapté
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dont l'existence [Sab87a, théoreme A.1.1] mériterait une mise au point technique supplémentaire.
En effet, la démonstration du théoréme A.1.1 de [Sab87a] est erronée (voir le commentaire qui
suit le théoreme S1). Aussi, nous proposons dans cet article un énoncé et une démonstation plus
élémentaires et plus constructifs de la seconde étape, qui évitent la notion délicate d’éventail adapté.

Afin de motiver les résultats du présent article, nous rappelons, sans entrer dans tous les détails,
la preuve de Sabbah. Dans ce rappel, nous mettrons en évidence le résultat de Sabbah pour lequel
nous allons donner un énoncé et une preuve plus constructifs. Signalons que la plupart des notions
ou notations introduites ci-dessous qui nous seront utiles dans la suite seront détaillées dans les
sections suivantes.

On note D,,4, 'anneau des opérateurs différentiels a coefficients dans
Cla,t} =C{x1,..., 0, t1,..., tp}.
En suivant la méthode de Malgrange [Mal75], on fait agir D,,, sur

C{x}[ T }fs‘

On note I I'idéal (a gauche!) annulateur de f* dans Dy, et M le quotient M = D, 1, /1.

Pour chaque j = 1,...,p, notons V;(Dp4,) la V-filtration de Kashiwara-Malgrange associée a
la variable ¢; et notons V' = (V1,...,V,) la (multi)filtration de D,,4, indexée par ZP : pour w € Z7,

Vw n+p m {V }w] n-i—p)
7=1

Elle induit une filtration V(M) sur M ou pour tout w € ZP, V,,(M) est I'image de Vi,(Dj4,p) par
la projection D4, — M =Dy, /1.

Pour j = 1,...,p, identifions la filtration V; avec la forme linéaire sur N27*t2P donnée par
Vilo,p, B,v) = v; — py (ot o, € N*, p,v € NP et a,p,3,v correspondent respectivement
a x,t,0.,0;). Notons Uy = 27;:1 R>oV;. On identifie Uy a (Rxp)?. Chaque L de Uy N NP
(i.e. L & coefficients entiers) donne lieu & une filtration naturelle VL de Dy, et de M indexée
par Z donnée par

ViE(M) = > Viw (M),
{weZr;L(w)<k}
ou L(w) = lywy + -+ lpwp si L = (I1,...,1,) € NP

Voici maintenant les deux étapes de la preuve donnée par Sabbah.

Etape 1.

THEOREME ([Sab87a, théoréme 3.1.1], voir aussi [Gyo093, 2.9 et 2.10]). Pour tout L € Uy NNP, il
existe un polynéme non nul b € C[\| d’une variable tel que pour tout k € Z, on ait

b(L(=0nt1,. .., O tpy) — k) VE(M) C Vil (M).

La preuve de ce résultat utilise des arguments analogues & ceux employés par Kashiwara [Kas76]
dans le cas p = 1.

Notons by, le polynome unitaire de plus bas degré satisfaisant 'identité précédente. La contribu-
tion de Gyoja [Gyo93] consiste dans le fait que by, est a racines dans Q.

'Dans tout le texte, idéal signifie idéal & gauche.
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Vz L 2

FIGURE 1. La filtration 7V,,(M).

Etape 2. Nous allons introduire deux nouvelles filtrations sur M.

i) Soit o un cone convexe rationnel dans Rgo. On note L(o) I'ensemble des éléments primitifs
du 1-squelette de o (i.e. L € L(0) si et seulement si la droite engendrée par L est dans le 1-squelette
de o et les coefficients de L sont des entiers sans facteurs communs). Pour tout w € ZP, on note

TV (M) = > Vi (M).
{w’eZr|VLeL(o)L(w')<L(w)}
(Voir la figure 1 ot p = 2 et o est engendré par Ly et Ly : m € 7V,,(M) <= m est représenté par
un opérateur P € Dy, dont le diagramme de Newton est dans le quadrillage.)
Pour tout w € ZP, nous avons facilement les inclusions suivantes :

V(M) € () V(M) € [ Vi (M),
Leo LeL(o)

la premiere étant triviale et la seconde venant du fait que £(o) est inclus dans l'adhérence de o.

THEOREME S1 [Sab87a, théoréme A.1.1 et proposition 2.2.1]. II existe un éventail ¥ (dit éventail
adapté a V(M) ) constitué de cones polyédraux rationnels convexes tel que pour tout céne o € 3 et
pour tout w € ZP, on ait

V(M) = () Vi (M)
LeL(o)

C’est ce théoreme S1 dont nous allons donner un énoncé et une preuve plus élémentaires. Disons
un mot de la preuve. Dans 'appendice de [Sab87a] en collaboration avec Castro Jiménez, Sabbah
énonce l'existence d'un éventail ¥ dit adapté a la filtration V(M) (théoreme A.1.1) apres quoi il
montre dans la proposition 2.2.1 que pour tout cone d’un tel éventail, on a 1’égalité précédente. La
preuve du théoreme A.1.1 sur 'existence d’un tel éventail comporte une erreur. En effet, elle s’appuie
sur une division a parametre qui conduirait a I'apparition de séries formelles dans les variables 0,
de dérivation.

i) Soit V(M) la filtration indexée par ZP définie par

V(M) = () Vi (M),
Lely
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Comme conséquence du théoreme S1, nous avons le corollaire suivant.

COROLLAIRE S2.
a) Pour tout w € ZP,
VM) = () Vi (M),
LeL(x)
ou L(X) désigne 'ensemble des éléments primitifs du 1-squelette de .

b) 1l existe k € NP tel que pour tout w € ZP, on ait
V(M) C V(M) C Vi (M).

Faisons quelques commentaires sur la preuve de ce résultat. L’assertion (a) de S2 découle triv-
ialement de S1, en effet

7un = () () V)

o€Y “L€o

=N ( N )VLL(w)(M)> (par S1)

oe¥ “LeL(o

= ﬂ VLL(w)(M).
LeL(s)

En ce qui concerne l'assertion (b), Sabbah démontre que si un éventail ¥ satisfait I’énoncé du
théoréme S1 alors la filtration V(M) est une bonne V(D,,1,) filtration ce qui, par un lemme usuel
de comparaison entre bonnes filtrations fournit les inclusions voulues (il faut noter que la premiere
inclusion de (b) est trivialement vraie et que c’est la deuxiéme qui nous intéresse).

Finissons le rappel de la preuve. Notons 0 la classe de 1 dans le quotient M = D,,;,,/I. Posons

b(s) = H( 11 bL(L(s)—k)>.

LeL(Z) ~—L(v+k)<k<0
Par les assertions (a) et (b) de S2, on constate que
b(=0it)d € Vo (M) C V_y(M),
ce qui signifie que b(s) € BY(f).

Nous allons maintenant énoncer les résultats principaux du présent article.

On se donne un idéal I de D,, (anneau des opérateurs différentiels a coefficients analytiques
faisant intervenir m variables). Dans [ACGO1], Assi, Castro Jiménez et Granger ont introduit
I’ensemble U des formes linéaires L pour lesquelles la filtration de D,, naturellement associée est
compatible avec la structure non commutative de D,, (cf. paragraphe 1.2). Ils ont étudié le com-
portement du gradué gr’(I) lorque L varie dans ¢. Considérons la relation sur U telle que L et L’
sont en relation si les gradués grl(h(I)) et gr” (h(I)) sont égaux (h(I) désigne 'homogénéisé de I
dont nous rappelons la définition plus loin). Cette relation est une relation d’équivalence donnant
sur U une partition constituée de cones polyédraux rationnels convexes. L’eventail ainsi constitué
est appelé éventail de Grobner (analytique) associé a h(I) et noté E(h(I)).

Maintenenant, posons m = n+p et reprenons les notations précédentes. Comme nous le verrons,
on peut naturellement inclure Uy dans U. On note alors & = &y (h(I)) I'éventail obtenu comme
restriction de £(h(I)) a Uy . Voici les résultats qu’on se propose de montrer ici.
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THEOREME 1. Pour tout cone o de Ey,

V(M) = () Vi ().
LeL(o)

L’analogue du corollaire S2 en découle pour (a) et (b) en remplagant le 1-squelette de ¥ par
celui de &y . En effet, la preuve du corollaire S2 fonctionne pour n’importe quel éventail des que ce
dernier satisfait le théoreme S1.

THEOREME 2. Pour p = 2, il existe k € N? calculable a partir de bases de Grébner associées a
chaque cone de I'éventail £y (ce calcul sera détaillé & la section 3) tel que pour tout w € Z2,

Vin(M) C Vy(M).

Pour p > 3, une généralisation de ce résultat semble se heurter a des difficultés techniques
difficiles a résoudre.

En résumé, voici 'apport du présent article :

i) Un énoncé et une preuve constructifs du théoreme clé S1 ce qui fournit une approche plus
élémentaire et plus constructive de I'étape 2 de la preuve de Sabbah et qui permet d’éviter la
notion d’éventail adapté.

ii) Pour p = 2, une preuve entiérement constructive de I’étape 2 dans la preuve de Sabbah.

Je signale que cet article constitue une partie de ma theése [Bah03] dans laquelle on pourra trouver
une autre preuve de I'analogue (i.e. avec L£(€y) au lieu de £(X)) de I'assertion (a) de S2 sans passer
par le théoreme 1.

Décrivons le contenu de cet article. Dans une premiere section, nous faisons un certain nombre
de rappels concernant le théoreme de division dans D,,(z) tel qu’il est énoncé dans [ACGO1], les
notions de base standard et d’éventail de Grobner. La section 2 est consacrée a la démonstration
du théoreme 1. Dans la troisieme section, nous démontrons le théoreme 2.

1. Rappels et résultats préparatoires

Dans les paragraphes qui suivent, nous rappelons, sans donner les démonstrations, un certain nombre
de notions et de résultats qui nous seront utiles dans les sections 2 et 3.

1.1 Homogénéisation
Comme dans [CN97], nous introduisons 'anneau Dy, (z). C’est avec cet anneau que les auteurs de
[ACGO1] ont introduit I’éventail de Grobner analytique.

Dans ce paragraphe et jusqu’au paragraphe 1.3.2, z = (x1,...,2;,) et D,, désigne 'anneau des
opérateurs différentiels a coefficients dans C{z}. On définit ’anneau D, (z) comme la C{z}-algebre
engendrée par Oy, ,...,0;,,,2 ou les seules relations de commutation non triviales sont

[0, c(z)] = 8;5::),2 pouri=1,...,net c¢(z) € C{z}.

Dans 'anneau D,,, on note deg(P) le degré total en les 05, d’'un élément P. Considérons la filtration
associée. Elle s’étend naturellement & D,,(z) en considérant le degré total en les 0, et z. Cette
filtration fait de D,,(z) une algebre graduée :

Di(z) = @Dm(z>d avec D (z)g = @ C{z}dl 2,
deN k+|8|=d
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ou € N™, P = 8511 e aﬁg et |8 = 1+ -+ + Bm. Remarquons que la filtration de D,,, donnée
par le degré deg donne lieu a un anneau de Rees qui est isomorphe & 'anneau D, (z).

On dit qu'un opérateur P € D,,(z) est homogéne (de degré d) si P € D,,(z)q. Pour P € D,,,
on définit son homogénéisé h(P) € Dy, (z) comme suit: on écrit P = 3 5 cﬁ(m)&? et on pose
h(P) =35 05(33)852‘1_|5‘ ou d = deg(P), ainsi h(P) est homogene de degré deg(P). De plus pour
un idéal I de D,,, on définit A(]) comme 'idéal (a gauche) de D,,(z) engendré par ’ensemble des
h(P) avec P parcourant I.

1.2 Filtrations, divisions et bases standards

Nous rappelons les notions usuelles de filtrations sur D, et D,,(z), le théoreme de division dans
Dy, (z) de [ACGO1]. Nous rappelons aussi les notions de bases standards et bases standards réduites
minimales.

Soit U l'ensemble des formes linéaires L : R?™ — R, L(a, ) = Y. e;c; + D1 fi3i avec pour
tout i = 1,...,m, ¢; < 0 et e; + f; > 0. On étend U & R*"*! en posant L(«a,B,k) = L(a, 3).
Pour P € D,,(z) (respectivement P € D,,), on écrit P = Zaﬁk aa,@kxo‘@gzk (avec aq g, = 0 pour
k> 0si P € D,,). On définit le diagramme de Newton de P, noté N'(P) C N2+ (respectivement
C N?™), comme P'ensemble des (o, 3, k) € N*™F1 pour lesquels aq g # 0.

Etant donné L € U et P € D,,(z) (ou P € D,,), on définit ordre de P par rapport a L
comme ord?(P) = max L(N(P)). Cette ordre induit une filtration F~ sur D,,(z) ou D,, indexée
par L(N?7+1) donnée par

FE(Dy(2)) = {P € Dy (z);0rd"(P) < k}
ainsi qu’un gradué associé
g DOn(z)) = @ F(Dwn(z)/F5(Dm(z)).
ke L(N2m+1)

Pour P € D,,(z), on note o*(P) € gr’(D,(z)) le symbole principal de P, i.e. la classe de P dans
quotient Fi¥(Dy,(2))/FL, (D (2)) avec k = ordl(P). Si J est un idéal de D,,(z), on a une filtration
FL(J) induite qui conduit & un idéal gradué de gr’(D,,(z)) qu'on note gr’(J) et qui est engendré
par I'ensemble des o*(P) pour P € J.

Pour une forme L € U, on définit deux ordres, <y, sur N*™ et <}LL sur N2 L.
L(a, B) < L(/, ')
(a, B) <p (o, 8') <= { ou (égalité et |3] < |B|)
ou ( égalités et (o, B) >¢ (¢, ")),
ou <g est un bon ordre compatible avec ’addition fixé pour toute la suite ;
k418l <K +15

(a ﬂ ) <I (Oé 5 ) — {Ou (égahté et (Oé,ﬁ) <z (O/,ﬁ/)).

Pour P € D,,(z), on définit l'exposant privilégié exp <]i(P) = max_n (N(P)) et le mondme
P

privilégié mp _» (P) = (x, Oy, z)exdeL( ). De méme pour P € D,, et <[, & la place de <. Notons que

exp_ (PQ) = exp_(P) + exp_(Q) deés que < est compatible avec 1'addition ce qui est le cas pour

<y et <" Rappelons le théoréme de division dans D,, () de [ACGO1].
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Soit L € U. Soient Q1,...,Q, une famille d’éléments de D,,(z). Notons (Aq,...

partition de N?™*1 définie & partir des exp <h (Qj) :

Ay = eXP<g(Q1) + NZmEL

i=j5—1
= tomg@ e\ (U s o=

1
j=r
s—e\ (Us),
j=1

J

(2

THEOREME 1.1 [ACGO1, Theorem 7]. Pour tout P € D,,(z) il existe un unique (qz,. ..

(D (2))" 1 tel que :

) P=qQi+ - +¢Qr+R,

ii) pour tout j =1,...,r, si ¢; # 0 alors N'(g;) + exp<;i(Qj) C Aj,
iii) si R # 0 alors N(R) C A.
On appelle R le reste de la division de P par les Q; relativement a <’£.

COROLLAIRE 1.2.

exp.oy (P) = max o {exp 1 (0Q),7 = 1,73 expy (R},
ord®(P) = max{ordL(quj),j =1,...,rord"(R)}.

>QT7R) €

Soit J un idéal de Dy, (z) et Q1,...,Q, € J. Ondit que Q1, ..., Q, forment une <%—base standard
de J si pour tout P dans J, le reste de la division de P par ()1, ..., @, est nul. Considérons I’ensemble
des exposants de J, Exp<;i(J) = {exp<;i(P),P € J ~ 0}. Etant donnés Q1,...,Q, € J, les deux

assertions suivantes sont équivalentes (grace aux théoreme de division) :

a) Les Q; forment une <’i—base standard de J.
b) Exp<;LL(J) = U§:1(eXp<’i (Q)) +N2mt),

L’existence d’une base standard est assurée par le lemme de Dickson qui dit que si une partie £ de
NY (¢ € N\ 0) vérifie E+ N? = E (ce qui est le cas de Exp<;i(J)) alors il existe F' C E fini tel que

E= UeEF(e + Nq)

I1 est facile de voir qu’une base standard n’est pas unique, c’est pour cela qu’il existe une notion

de base standard réduite minimale.

DEFINITION. Soit Q1,...,Q, une <?-base standard de J C D,,(2) et soit e; = expn (Qj) pour

7=1,...,r.

i) On dit qu’elle est minimale si pour toute partie finie ' de N>"*+1 on a I'implication suivante :

Expy (1) = | J(e+ N*""!) = {e1,...,e,} C F.
ecl’

ii) On dit qu’elle est réduite si les @); sont unitaires (i.e. le coefficient du monone privilégié est 1)

et si pour tout j
V(@) ~ &) € (NP1 Bxp_y ().

Il existe une unique <”-base standard réduite minimale d'un idéal J C Dy, (z).
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Notons que si I'idéal J est homogene alors la base standard réduite minimale est constituée
d’éléments homogenes. Nous terminons ce paragraphe par un lemme qui illustre l'intérét des bases
standards réduites minimales. Nous 'appliquerons dans la section suivante.

LEMME 1.3. Soient <; et <, deux ordres sur N*"*1 qui permettent de faire des divisions dans
Din(z) (par exemple <; = <}L‘i avec Ly et Lo deux formes). Soit {Q1, . ..,Q,} la base standard réduite
minimale d’un idéal J C D,,(z) par rapport a I'ordre <. Supposons que pour tout j, exp_ (Q;) et
exp_,(Q;) soient égaux. Alors {Q1,...,Q,} est aussi la base standard réduite minimale de .J par
rapport a <s.

Nous omettons la preuve. Disons simplement que ce qui importe lors d’'une division, c’est
I'ensemble des exp_(Q);) et pas I'ordre <. Ainsi, diviser par les Q); par rapport a <; ou <z donnera
les mémes quotients et le méme reste.

1.3 Eventail de Grobner

Dans ce paragraphe, nous rappelons le résultat principal de [ACGO01] décrivant 1'éventail de Grobner
d’un idéal. Nous introduisons aussi le V-éventail de Grobner £y (h(1)) ; ce sera 'objet principal des
sections 2 et 3.

1.3.1 On se donne un idéal I de D,, et on considere h(I) C D,,(z) son homogénéisé. Pour L et
L’ dans U, on définit la relation

LI < o' (Dn(z) = er¥ (D (2)) et gr"(W(I)) = gr” (W(D)).
Cette relation est une relation d’équivalence sur U.
THEOREME 1.4 [ACGO1]. La partition sur U donnée par la relation d’équivalence précédente est

constituée de cénes polyédraux rationnels convexes. Cette partition qu’on note E(h(I)) est appelée
éventail de Grébner (analytique) de h(I).

De plus pour chaque céne o € E(h(I)), il existe Q1,...,Q, € h(I) homogénes tels que
i) pour tout L, L' € o, c%(Q;) = ULI(Q]') et exp<%(Qj) =exp_n (Q;) pour tout j ;
L/

i) pour tout L € o, 'ensemble {Q1,...,Q,} est la base standard réduite minimale de h(I) par
rapport a <%.

Remarquons que la deuxieme condition nous montre que sur un coéne o, I'ensemble Exp_n (h([))
L

des exposants de h(I) par rapport a <}L’ est constant lorsque L parcourt o.

1.3.2 A partir de maintenant, on travaillera dans Dy, et D,yp(z) (i.e. m = n + p). Pour
j=1,...,p, on notera V; € U la forme linéaire donnée par Vj(o, u,3,v) = v; — pj ot o, f € N
et p,v € NP, Cette forme linéaire donne lieu a une filtration qu’on note aussi V; et qui n’est rien
d’autre que la V-filtration de Kashiwara-Malgrange associée a la variable ¢; (rappelons que dans
Dy +p, les variables sont z = (x1,...,2,) et t = (t1,...,%p)). On note alors V' la multifiltration
V=MW,...,V).

Nous noterons Uy C U le sous-ensemble des formes linéaires L s’écrivant
L=0ULVi+- 41,V

avec (l1,...,1p) € (Rx0)?, aussi nous identifierons Uy et (Rxq)”.

A partir de maintenant, pour L € Uy, on notera V¥ la filtration associée & L (conformément
aux notations de [Sab87a]). Notons que pour L € Uy, grf(D,,(z)) s'identifie & un sous-anneau de
Dp4p(2). En effet, quitte & réindexer les variables, supposons que L = [ Vi +- -+ V., avec 0 < e < p
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et quaucun des [; n’est nul (par convention, si e = 0 alors L = 0 et gr’(D,,4,(2)) = Dy4p(2)). Dans
ce cas, Nous avons

grL(Dn+p(z>) =C{z1,...,Tn,te1s - tp e, oo te][Onys o3 00y s Oty s - ,Otp](z>,

dans lequel les relations de commutation coincident avec celles de Dy, 1, (z). Ainsi nous considérerons
que tous les calculs se feront dans D4, (z). Maintenant, considérons la restriction de E(h(I)) a Uy .
Ceci donne lieu au V-éventail de Grobner de h(I) que 'on note Ey (h(I)). Comme conséquence, on
obtient un analogue du théoreme 1.4.

COROLLAIRE 1.5. Pour chaque coéne o de Ey(h(I)), il existe Q1,...,Q, € h(I) homogénes tels que

i) pour toute L, L' € o, c%(Q;) = ULI(Q]') et exp<;i(Qj) = eXp<1£/(Qj) pour tout j ;

i) pour tout L € o, 'ensemble {Q1,...,Q,} est la base standard réduite minimale de h(I) par
rapport a <’£.

On voit que pour chaque cone o, il existe des @); qui, pour tout L de o, forment la base standard
réduite minimale de h(I) par rapport a <%. S’il n’y pas de confusion possible, on 'appelle la base
standard de h(I) associée a o.

Terminons ce paragraphe par quelques remarques et notations. Un cone o de Ey(h(I)) n’est pas
nécessairement ouvert (il peut étre ‘semi-ouvert’). Voici comment on définit £(c) : On considere
d’abord 'adhérence & de o. Il existe Lq,..., L, € Uy qu’on suppose primitifs (avec ¢ > 1 pouvant
étre plus grand que p) tels que

g={L=riL1+ - +rylgr; >0}

Supposons ¢ minimal alors £(o) est 'ensemble {L1,...,Ly}. L'ensemble L(Ey(h(I))) n’est alors
rien d’autre que la réunion des L(o) avec o € Ey(h(I)) (remarquons qu’il est constitué d’éléments
entiers car tout cone o est rationnel).

On définit l'intérieur de o comme ’ensemble des combinaisons & coefficients strictement positifs

des L;. On note )L1,...,L4( le cone ouvert engendré par les L;. D’autre part si L; et Lo sont
dans Uy, on note YL, Lo) = {r1Ly + roLo; r1 > 0, 75 > 0} le cone semi-ouvert contenant Ly mais
non L.

Dans la suite, on écrira &y a la place de Ey (h(I)).

2. Démonstration du théoréme 1

Soit o un cone de &y. Nous avons vu dans le corollaire 1.5 qu’il existe une famille Q1,...,Q, de
h(I) qui est la base standard réduite minimale de h(I) par rapport & <? et ce pour tout L dans o.
Maintenant, que se passe-t-il pour une forme linéaire L appartenant a 'adhérence de o mais qui
n’est pas dans o (ce qui peut arriver pour un élément de £(o)) ? Bien entendu les @; ne forment
pas une base standard de h(I) pour l'ordre <}L’. Par contre il est possible, et c’est le but du résultat
suivant, de construire un ordre que nous noterons <1 (car il dépend de L et de o) pour lequel les @
forment la base standard réduite minimale de h(I). Voici comment on définit 'ordre en question.

D’abord on fixe une forme linéaire L, dans l'intérieur de o et pour (o, u,8,v, k) et (o/, 1, 3,
V' k') dans N HPHntpH+l on pose

k4|8 + v <K + 6|+ |V
(Oé,,U,,/B, v, k) <l% (alaul75,71//7k) <~ ou (: et L(aau7ﬂ7 V) < L(O/,/,L,,/B/,I/,))
ou (= et = et (a,p,B,v) <g, (o/ 1/, 5,V)).
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Vs L=L, L/

expy (Q)
L

FIGURE 2. Diagramme de Newton d’un @); associé a o = ) Lo, L1).

PROPOSITION 2.1. Soit L € Uy appartenant a 'adhérence de o € &y et soit Qq,...,Q, la base
standard de h(I) associée au cone o. Alors pour tout j = 1,...,r et pour tout L' dans )L, L)

expn (@) = expqg (Qj)-

Comme conséquence de cette proposition, nous obtenons que les @); forment la base standard
réduite minimale de h(I) pour 'ordre <. En effet, il suffit pour cela d’appliquer le lemme 1.3.

Démonstration. Pour la commodité du lecteur, la figure 2 illustre la situation de la proposition
(avec p = 2, mais en dimension supérieure, on pourrait faire une figure similaire en intersectant Uy
avec le plan engendré par L et L,). Nous avons :

exp 4 (@) = expye (e"(Q;)) (par définition de <1 et par homogénéité de Q)
= expon ((Q;)) (par définition de < et <% )
= expoy (Q;) (par laffirmation ci-apres)
= expn, (Qj) (par le corollaire 1.5).
Pour clore la démonstration, il ne reste plus qu’a montrer 1’égalité suivante.

AFFIRMATION. Nous avons
L
expey (07(Q)) = expon (Qg)-

Puisque N (07(Q;)) € N(Q;), nous avons expn (@) <k exp_n (Qj). L'inégalité inverse

suffit donc a démontrer affirmation. Commengons f)ar montrer 1’égalité
ord(Q,) = Liesp_; (Q))) ()
Pour tout L” dans )L, L,), on a
ord™" (Q;) = L™(expn, (@5)) = L (expn (Qy))
par définition de <”, et par le corollaire 1.5. Ainsi pour tout m fixé dans N (Q;),
(expoy (Q)) > L'(m).
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Ecrivons L"” = (1 —e)L + €L, (avec 1 > £ > 0) et faisons tendre e vers 0. Par continuité,
I'inégalité précédente se conserve a la limite ce qui donne : L(exp <n (Qj)) = L(m), ceci pour

tout m dans N (Q;). L'egalité () est démontrée. En conséquence et par définition de o*(Q;), nous
avons

L
expr (Q5) € N(o7(Q;)).
L'inégalité recherchée découle alors immédiatement de la définition de exp_n (el (Q))).
L’affirmation est démontrée. U

Rappelons que I est un idéal de D4, M = Dy, 4,/ et § est la classe de 1 dans M. Soit o un
cone de Ey. Notons Ly, ..., L, les éléments de L(0).

LEMME 2.2. Soit ig € {1,...,q}, m € V;;;O(M) avec \jy € Q et P € Dy, tel que Pd = m et
ord%io (P) > \;,, alors il existe P' € Dy, tel que

i) P— P’ €I c’est-a-dire P'§ = m,

i) ord%io (P') < ordLi (P),

iii) ord% (P’) < ordi(P) pouri € {1,...,q} ~ {io}.

En d’autres termes, il est possible de faire baisser 'ordre par rapport a I'un des L; sans aug-
menter 'ordre par rapport aux autres L;. Avec ce lemme, nous sommes en mesure de donner une
démonstration du théoreme 1

Démonstration du théoréme 1. Soit m € ﬂLeﬁ )VLL(U)(M), alors pour ¢ = 1,...,q il existe P; €

D 4p tel que Pid = m et ordL'(P ) < Li(v). On pose P, = P,. En appliquant un nombre fini de fois
le lemme avec ig = 2 (la premiere fois avec P = P et Aip = ordLZO(Pl)), on construit P tel que
Py6 = m et ord" (Py) < Li(v) pour i = 1,2. On recommence le processus avec ig = 3 et P = P,
etc. Apres un nombre fini d’étapes on obtient P € Dy 4p tel que P 6 =m et pour tout i =1,...,q,
ord"(P,) < L;(v). Ceci montre bien que m € "V (M). O

Pour finir cette section, il ne reste plus qu’a démontrer le lemme précédent.

Démonstration du lemme 2.2. Pour simplifier les notations, nous ferons la démonstration avec ig = 1
et nous poserons A = \;, et <, = <7 . Notons Q1,...,Q, la base standard de h(I) associée au
cone o.

Par hypothese, il existe P; € D, avec P16 = m et ord®t (P) < \. 1l existe Iy, 1,11 € N tels que
Zon(P — Py) = 2'h(P) — 2"h(Py). On pose alors H = 2'h(P), Hy = 21 h(P)) et Hy = H — H et
comme P — Py € I, on a Hy € h(I).

Considérons la division de Hy par les @; relativement a I'ordre <z, :

T
Hy = quQj avec N (q;) + expg, (Q;) C A; pour tout j,
j=1
ot les A; C N2"T2P+L forment la partition de Exp_ L (h(I)) associée aux exposants privilégiés des
Q;j (voir le théoreme de division 1.1 rappelé a la section 1).

Comme pour tout ¢, j, les exposants exp L (Qj) et exp . (Qj) sont égaux, la division précédente
est aussi une division relativement aux ordres <r,,...,<,. Par conséquent, pour tout s = 1,...,q
et j=1,...,r,

ordLi(HO) > ord% (g;Q5).
185

https://doi.org/10.1112/50010437X0400096X Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X0400096X

R. BAHLOUL

Notons .J 'ensemble des j € {1,...,7} pour lesquels ord™* (Hp) = ord”*(¢;Q;), nous avons alors
O'L1 (Ho) = O'Ll(H) = ZO’Ll (q]')O'Ll (Q])
JjEJ

On considere et on note
W= Y 40,
jeJ
C’est un élément de h([I).
Posons H' = H — W. Nous allons montrer les deux assertions suivantes :
i) ordLl(H’) < ordLl(H),
ii) ordX(H'") < ord(H) pouri=2,...,q.

Pour montrer I’assertion i, notons qu’on a clairement o1 (H) = o*1(W). Par conséquent,
H' = (H—oc"(H))— (W - " (W)).

On voit alors facilement que les deux termes entre parentheses ont un Li-ordre strictement inférieur
a celui de H.

Pour montrer I’assertion ii, fixons 7 entre 2 et ¢. En utilisant 1.5, pour tout 7, on a
L
eXp<]Li (U ! (Q])) = equLi (Q]) (1)

D’autre part, par construction des g;, pour tout j on a N(qj) +expy, . (Qj) C Aj, ce qui entraine
ceci pour tout j :

N (o™ (q5)) +expg, (071(Q;)) € A;. (2)

Maintenant, nous avons o= (W) = dies ol1(q;)o1(Qy). Par la relation (2), on peut dire que cette
écriture est le résultat de la division de ol1(W) par {o11(Q;),j € J} relativement & <., par

conséquent
expg, (o71(W)) = max{expg,, (o™ (g5)a" (@)} 3)
De la méme maniere, on peut montrer que
expa,, (W) = maxfexpg, (o (4;)Q5)}- (4)

Par conséquent, grace a (3), (4) et (1), on obtient 1’égalité eXpg, (el (W) = equLi(W), ce qui
donne en particulier ord” (W) = ord% (¢L1(W)). Dol les égalités et inégalités suivantes :
ordl (W) = ord®i (o1t (W))
= ordli(c? (H)) (car o1 (W) = o1 (H))
< ordbi(H).

Par conséquent, ord” (H') < ord (H). Les deux assertions sont démontrées.

Maintenant, effectuons la spécialisation z = 1 (qui est un morphisme d’algebres Dy, (2) — Dp4p) €t
posons P' = H | =P —W._;. Ona W € h(I) donc W|,_; € I et P'd = m. Apreés spécialisation,

[z=1
les assertions i et ii deviennent comme suit : ord” (P’) < ord% (P) pour tout i = 1,...,q avec
inégalité stricte pour ¢ = 1. Le lemme est démontré. O
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v, L, L

/ "

expg, (Q))

FIGURE 3. La différence ord"(Q;) — ord"* (exp<]L2 (Qj))-

3. Démonstration du théoréme 2

Dans cette section, nous allons démontrer le théoreme 2. Nous allons dans un premier temps énoncer
plus précisément 1’assertion en question, puis nous en écrirons la preuve. Nous verrons qu’elle consiste
essentiellement en une analyse raffinée du lemme précédent 2.2, en effet nous ferons ce qu’on pourrait
appeler un ‘controle de la montée de I'ordre’ par rapport a la forme V.

Rappelons que dans ce paragraphe, p égale 2.

Notation.

a) Soient L, Ly deux formes non nulles de Uy . Ecrivons L; = a;V;+b; V5 avec a;, b; > 0. On dit que
Ly est inférieure (respectivement strictement inférieure) & Lo si by /a1 < ba/ag (respectivement
bi/a; < bg/az). On abrégera cette notion en notant L; < Lo (respectivement L; < Lo).
Par convention b/0 = 400, toute forme L est inférieure a V5.

b) Soient Li # Lo dans Uy et H € Dy1p(2). On dit que H est Li-homogene si H = o1 (H).
On dit que H est (L1, Ly)-homogene si H = oX1(c"2(H)).

Nn+2+n+2+1

c¢) Soit L une forme dans Uy . Nous noterons <y, I'ordre sur donné par

k+18+v| <K+ +v|
(a’ /"I’? ﬁ? Z/? k) <]L (a,7 /"Ll, ﬁ,7 Vl? k) <1:> ou (: et L(a7 ILL7 /87 V) < L(a/7ul7 ﬁ,7 Ul))
ou (= et = et (a,u,f,v) <y, (1, 0,0)).
Nous remarquons qu’en adoptant les notations du paragraphe précédent et en posant o =

)V1, L( (avec L # V1) alors on a : <ip = <19. Si par contre L = V; alors <, = <{..

Soit o un coéne de & de dimension 2 (maximale) et {L1, L2} = L(0) avec Ly < Lo. Notons
Q1,-..,Q, la base standard de h(I) associée & o. On définit k. € N par
kL = max{ord"(Q;) — ord"* (¢72(Q;)),i = 1,...,7}.
Avec les notations précédentes, nous avons (voir la figure 3)
ord" (672(Q;)) = ord" (exp, _(Q;))-

Maintenant on définit k! € N comme le maximum des s pour les cones o € &y de dimension 2.
Voici une reformulation plus précise du théoreme 2.
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THEOREME 2 BIS. Pour tout w € Z2,

Vw(M) - Vw-l—(nl,O) (M)

3.1 Contréle de la montée de ordre par rapport Vi

Soit o € &y un cone de dimension maximale et soient L; < Lo ses générateurs primitifs. Soit

m € V(M) avec w dans Z2, en particulier m € (VLLll(w)(DnJrg)é) N (VLL;(w)(DnJrg)é). Supposons

donné P € D, tel que P§ = m et ord™* (P) < Li(w) et tel que ord™2(P) > Ly(w). Alors nous avons
montré dans le lemme 2.2 comment construire, en un nombre fini d’étapes, un élément P, tel que
ord®! (P,) < ord*(P) (i.e. Pordre par rapport & L; n’a pas augmenté) et ord”?(P,) < La(w) (i.e.
Pordre par rapport & Lo a baissé le plus possible). Nous pouvons nous demander ce qui se passe
pour l'ordre V) de P, par rapport a celui de P. Nous allons montrer que cet ordre peut augmenter
mais de maniere controlée. C’est I'objet du lemme suivant.

LEMME 3.1. Soit o un céne de dimension maximale de Ey (h(I)) et Ly # Lo ses générateurs primitifs
(il est possible que L; ¢ o). Supposons V; < L1 < Ly < Va.
Soient w € Z2 et m € VLL;(U))(M). Soit P € D42 tel que P§ = m et ord"* (P) < Ly(w) alors on
peut construire P, € D,o a partir de P tel que
i) P, —Pel,
ii) P, € ?Vyy(Dpy2), en particulier ord?(P,) < Ly(w),
iii) ord"1(P,) < max{ord"?(P),w; + &1 }.

C’est iii qui justifie 'intitulé de ce paragraphe.

Démonstration. Si ord"?(P) < Lo(w), il suffit de poser P, = P. On suppose donc que ord"?(P) >
Ly(w) ce qui entraine ord" (2 (P)) < wy.

Par hypothese il existe Py € Dy 4q vérifiant Pod = m et ord™? (P2) < La(w). On définit Hy =
ZOn(P — Py) = Z'h(P) — 22h(Py) (il existe des entiers lg, [, et lo satisfaisant une telle égalité),
H = 2'h(P) et Hy = 2'2h(Py). On reprend le début de la preuve du lemme 2.2 & la différence qu’on
travaille avec la forme Lo au lieu de Lq. On considere donc la division de Hy par la base standard
Q1, . ..,Q, relativement a 'ordre <, ce qui donne :

Hy = quQj avec ord"2(Hp) > ord™2(¢;Q;).
j=1

On note J lensemble des j dans {1,...,r} pour lesquels 'inégalité précédente est une égalité.
On pose alors

W =Y o"(q)Qj et H = H—W.
jeJ
Maintenant, ce qui nous intéresse, c’est la différence entre ord"*(H) et ord"?(H'). C’est 'objet de
ce qui suit.
AFFIRMATIONS. Nous avons
a) ord' (W) < wy + KL,
b) ord"Y(W) —ord"* (oL2(W)) < kL.

(e

Démontrons ces affirmations. a) Nous avons ord"! (oL2(W)) = ord"1 (¢22(H)) = ord" (o2 (P))
et ce dernier est majoré par w; donc si (b) est vrai il en est de méme pour (a).
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i L2

ord" (W)
I
ord"'m,0; ) ord" (m,0;.)

FIGURE 4. Illustration des affirmations.

b) Comme au paragraphe précédent, on peut montrer que la division de W par {Q;,j € J} rela-
tivement a <, donne W = ZjeJ ol2(q;)Q;. Par conséquent, il existe j; € J tel que eXp,, (W) =

exp, (m1Qj,) o my = meLQ(qjl) qui est un monéne de o"1(0%2(g;,)). En particulier, ceci
implique

ord" (o™ (W)) = ord" (m10"2(Q;,))- (5)
D’autre part,
ord" (W) < max{ord" (22 (,)Qy); j € J}.

Soit alors jo € J tel que ord"(622(g;,)Qj,) = max{ord"*(c"2(¢;)Q;), j € J}. En prenant my =
mp, (gj,), on obtient

ord" (W) < ord" (m2Q,). (6)

Remarquons qu’il est possible qu’on ait j; = js. Cependant, on a toujours 'affirmation suivante
(voir la figure 4).

AFFIRMATION. Nous avons

¢) ord"(mao2(Qj,)) < ord" (m10™2(Q;,)).

En utilisant cette affirmation et les identités (5) et (6), nous obtenons
ord"' (W) = ord"' (W) — ord"* (m2Q;,) + ord" (m2Q;,)
—ord" (mao2(Q;,)) + ord" (maa™2(Q;,))
—ord"* (my0™2(Qy,)) + ord" (22 (W)
< ord" (maQ;,) — ordV (maat2(Q;,)) + ord" (a2 (W)
< kL +ord1 (al2(W)).

Ceci démontre le point (b). Il ne reste plus qu’a démontrer le point (c).
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La division de ol2(W) par {o12(Q,), j € J} relativement & <, donne le résultat suivant :
(W) =)™ (g;)0"(Q)).
JjEJ
Par conséquent,
L L L
exPa,, (772 (41)0™(Q12)) D1, exp oy, (22(W)).

Or
exp<L2 (0L2 (W)) = eXp<lL2 (W) = eXp<1L2 (mlULQ (Q]l))
et
eXp<L2 (JL2 (qu )UL2 (QjQ )) = eXp<1L2 (m2UL2 (sz ))
donc

expg, (m20"2(Qj,)) Jr, expy, (m10™2(Q;,))-
Or ord®2 (myo2(Qj,)) = ord™2(my02(Q;,)), donc
ord" (mpo™(Q,)) < ord" (m1o™(Q;,)).

Le point (c) est démontré.

Voyons maintenant comment l'affirmation (a) permet de montrer le troisieme point du lemme.
Nous sommes partis de H et nous avons construit H' = H — W. Par (a), nous avons ord"!(H') <
max(ord" (H), w; + }). La suite consiste & faire les mémes opérations avec H’ & la place de H.
Le dernier élément H, ainsi construit vérifie les relations H, — H € h(I) et ord"'(H,) <
max(ord" (H),w; + k). On pose alors P, = olz=1, On a bien P, — P € I et ord"1(P,) <
max(ord" (P),w; + xL). Le lemme est démontré. O

3.2 Fin de la preuve

Démonstration du théoréme 2 bis. Notons Ly = Vi < --- < Ly = V3 les éléments primitifs du 1-
squelette de &y . Pour chaque i = 1,..., ¢, notons o; € &y le cone contenant le cone ouvert engendré
par Li—l et Lz

Soit m € V,(M). Montrons par récurrence sur i que pour tout i = 0,...,q, il existe Tj € Dy 12
vérifiant

i) Ti € Vi, (M),

i) ord"(T}) < wy + k.
Pour i =0, m € V, ; donc en particulier m € V‘Xl(w) (notons que Vj(w) = wy), donc il existe Tp tel
que Tpd = m et ord"*(Tp) < wy < wy + &'

Supposons ’assertion vraie au rang i — 1. On applique le lemme 3.1 avec 0 = 0; et P = T;_.
On pose alors T; = P, (notations du lemme).

D’aprées ce méme lemme, T; vérifie i, ii et ord" (T;) < max(ordV(Tj_1),w; + ') = wy + &',
c’est-a-dire 'inégalité iii.

Ainsi, I'assertion est vraie pour tout 7. En particulier, pour ¢ = ¢, on a m = T;0, ord"? (Ty) < wo
et ord"(T,) < wy + w', c’est-a-dire m € Vit 1,0y (M). O

Remarque 3.2. Le procédé de construction de (x',0) montre qu'un tel x n’est & priori pas unique.
En effet, en inversant les roles de V; et Vs, on aurait pu construire un « de la forme (0, x2).
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