
ZUR GEOMETRIE DER KÔRPERERWEITERUNGEN 

WALTER BENZ 

Sei 8 ein (nicht notwendig kommutativer) Kôrper, sei St ein (ebenfalls 
nicht notwendig kommutativer) echter Unterkôrper von 8. Mit 8' bezeichnen 
wir die projektive Gerade iiber 8, d.h. die Menge 8 U {oo}, wo GO ein neues 
(in die Betrachtung hereinkommendes) Element, genannt "unendlich", 
darstellt. 1st entsprechend $ ' = $ U {oo}, so ist also St' C 8' (dasZeichen C 
bezeichne echtes Enthaltensein). Die Elemente von 8' nennen wir Punkte, die 
Punktmengen ($ ' ) 7 , 7 G T(8), wo T(8) die projektive Gruppe von 8' (s. § 1) 
darstellt, nennen wir Ketten. Eine eineindeutige Abbildung der Menge der 
Punkte auf sich, die in beiden Richtungen Ketten in Ketten ùberfiïhrt, heiBe 
eine Kettenverwandtschaft. Dièse Forderung, daB nâmlich Bilder und Urbilder 
von Ketten wieder Ketten sind, kann (s. § 4) (wenn $ im Zentrum von 8 liegt) 
reduziert werden so, daB nur Ketten in Ketten ubergehen sollen. Dann liegt 
nâmlich bereits eine Kettenverwandtschaft vor. In § 8 werden auch Fâlle 
angegeben mit $ $£ Z(8), wo dièse Reduktion môglich ist, Z(8) das Zentrum 
von 8. 

Die vorliegenden Untersuchungen sind dem Nachweis des folgenden Satzes 
gewidmet: 

HAUPTSATZ. Liegt in $ wenigstens ein von 0 und 1 verschiedenes Element des 
Zentrums von 8, so ist die Gruppe M der Kettenverwandtschaften Produkt der 
GmppenA(2, St), r ( 8 ) , 

M = A(8, St) • r ( 8 ) , 

wo A(8, $ ) die Gruppe der Auto- und Antiautomorphismen von 8 ist, die & 
als Ganzes festlassen und durch co —>oo auf 8' erweitert seien. 

Die Forderung | $ Pi Z(8) | > 2, Z(8) das Zentrum von 8, ist z.B. erfullt 
fur Char 8 5* 2, da dann 1 ^ - 1 6 StnZ(2) ist. Aber auch im Falle 
Char 8 = 2 gibt es unendlich viele Fâlle, wo sie erfûllt ist, z.B. wenn 8 
kommutativ und | $ | > 2 ist. Wir merken an, daB fur | $ | = 2 und (8: $ ) > 2 
die Gruppe M die Menge A(8, « ) • T(8) echtenthâlt. Fur | f | = 2, (8:$) = 2 
gilt jedochM = A(8, « ) • r ( 8 ) . 

Der Beweis unseres Satzes wird in drei Abschnitten gefuhrt: 
(A) St C Z(8) und Char 8 ^ 2 , 
•(B) « C Z(8) und Char 8 = 2, 
(C) allgemeiner Fall. 

Eingegangen am 19. Mârz, 1968. Teile der vorliegenden Untersuchungen waren Gegenstand 
von Vortràgen, die der Verfasser in den mathematischen Kolloquien der Universitâten 
Hamilton, Ottawa, London (Ontario), Montreal, gehalten hat. 
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1098 WALTER BENZ 

Die in (A), (B) benutzten Methoden sind verschieden;1 der allgemeine 
Fall kann mit Hilfe eines Fâhrtenbegriffs (geeignete Kettendurchschnitte) auf 
die Fâlle (A), (B) zuruckgefuhrt werden. Der Fall (A) ist bereits in der 
Publikation (3) des Verfassers abgehandelt. 

Wir geben Korollare zu unserem Hauptsatz an: 

1° 1st $t der Kôrper R der reellen Zahlen, ist 8 der Kôrper C der komplexen 
Zahlen, so sind die zugehôrigen Ketten die Kreise der vollstdndigen komplexen 
Zahlenebene (s. etwa Schwerdtfeger (12, p. 11, Example 9). Der Hauptsatz 
gibt demnach hier die bekannte Gruppe der Kreisverwandtschaften. 

2° Spezialisiert auf den Fall, dafi 8 eine kommutative Erweiterung vont Rang 2 
von $ ist, stellt unser Hauptsatz ein Résultat von Hoffman (8, von Staudt'sches 
Theorem, p. 827) dar. 

3° Unter den Steinersystemen, die Witt in (13) betrachtet, sind auch die (in 
unserer Sprache ausgedrilckten) Kettengeometrien $ C 8, wo $î, 8 Galoisfelder 
sind. Unser Hauptsatz gibt die Gruppen (s. Witt, 13, p. 268) dieser Steiner-
systeme an: Seien a, 8 naturliche Zahlen, sei p eine Primzahl, sei $ — GF(£ a) , 
8 = GF(£Sa). Die Gruppe dieses Steinersystems ist dann im Falle $ ^ GF(2) 
vollsiandig gegeben durch die Menge der bereits in (13, p. 269) betrachteten 
Substitutionen 

azT + b 
w = ——7—;, 

cz + d 
wo a, b, c, d Ç 8 mit 

\a il ^o 
\c d\ 

ist, und wo T ein Automorphismus von G¥(pha) ist, der G¥(pa) als Ganzes 
festldjlt. Diese Automorphismen sind dabei bekanntlich allé leicht angebbar. Im 
Falle $ = GF(2) besteht die Gruppe des Steinersystems $t C 8 aus alien 
Permutationen von 8 U {00 }. 

4° 1st k eine Kette der Géométrie $ C 8, so sei (in naheliegender Weise) unter 
einer Inversion an k jede Kettenverwandtschaft verstanden, die k punktweise 
festlâft. Die Menge der Inversionen an k bildet eine Unter gruppe der Gruppe der 
Kettenverwandtschaften, die Inversions gruppe I(k) an k. 1st nun 8 eine kom
mutative und normale Erweiterung (im Sinne von Artin (2, p. 41)) des kom-
mutativen Kôrper s $, \$\ > 2, so folgt aus unserem Hauptsatz fur diesen Fall 
(s. Benz (5, p. 169) fur den Fall Char $ 9^ 2): Die Inversions gruppe I(k) an k 
ist isomorph zur Galoisgruppe von 8 tiber $. Damit hat man eine geometrische 
Veranschaulichung der Galois gruppen. (Man beach te, dafi im Vorliegenden 
Fall Char $ = 2 mit eingeschlossen ist, wenn nur | $ | > 2 ist.) 

Wahrscheinlich làfit sich der Beweis (A) dem Beweis (B) subsumieren; ein Versuch in 
dieser Richtung unterblieb, weil wir den geometrisch durchsichtigen Beweis (A), der doch 
immerhin die Vielfalt Char 8 ^ 2 beherrscht, nicht opfern wollten. 
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5° Die Ft age nach alien eineindeutigen Abbildungen der reellen projektiven 
Geraden auf sick, die harmonische Quadrupel (d.h. Quadrupel vom Doppel-
verhàltnis —1) in harmonische Quadrupel iiberfuhren, geht schon auf K. G. Chr. 
von Staudt (s. Blaschke (6, p. 38)) zurilck. 1st $ , | $ | > 2, ein echter Unter-
kôrper des Kôrpers 8, der im Zentrum von 8 liegt, so heijle das geordnete (aus 
verschiedenen Punkten bestehende) Quadrupel A, B, C, D ein ^-Quadrupel, wenn 
DV(ABCD) Ç $ ist. Wir fragen nun nach alien eineindeutigen Abbildungen 
der projektiven Geraden iiber 8 auf sichf die ^-Quadrupel in ^-Quadrupel 
uberfuhren. Der Hauptsatzzeigt, dafi diese Abbildungsmengedurch A(8, $ ) . T(8) 
gegeben ist. 

1. Die Gruppe r (8) . Wir definieren die Permutationen <r(a,c), ir(a,c), 
p, <t>(a, b, c), \l/(a, b, c, p) von 8', wobei a,b, c, p £ 2 mit a ^ 0, M 0 ist: 

fur z y£ oo , 
fur z — oo , 

fur z ?£ oo, 
fur z = oo , 

fur z 9e 0, oo, 
fur 2 = 0, 
fur z = co, 

I azb + c f iir z ^ oo, 
loo fur z — oo, 

!

a(z — p)~xb + c îûr z 9e p,oo j 
oo fur z = p, 

c f tir z = oo. 
Selbstverstândlich kônnen verschiedene Tripel (a, fr, c) zur gleichen Per
mutation <t> fuhren. Zu (a, &, c) fiihren noch genau die Tripel (a£, £-1è, c), £ ein 
Zentrumselement ^ 0, zur gleichen Permutation. Entsprechendes fur $. 

Definieren wir nun r (8 ) als die von p und alien Permutationen a (a, c) mit 
0 ^ a G 8, c e ? erzeugte Gruppe von Permutationen von 8', und IV (8) als 
die von p und alien 7r(#, C), 0 ^ a G 8, c Ç 8 erzeugte Gruppe, und schlieBlich 
f (8) als nur die Menge aller Permutationen der Gestalt <£(#, b} c), yp(a, b, c, p) 
mit a, by c, p G 8 und a ^ 0, 6 ^ 0, so gilt das folgende Lemma. 

LEMMA 1.1. r (8 ) = rT(8) = T(8). 

Beweis. Wir zeigen T(8) C r , (8 ) Ç r(S) Ç T(8). 
(a) F(8) Q rv(8). Dies ist nachgewiesen, wenn wir a (a, c) G rT(8) haben 

fur aile a, c G 8 mit a ^ 0. Es ist aber 

a(a, c) = 7r(a_1, 0)p7r(a_1, 0)p7r(a, c). 

Wir fuhren das Abbildungsprodukt a • 0 in der Form s —> z(a® = (s")^ aus. 

$(a, b, c): z-
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(b) IV(8) C f (8 ) . Dies ist nachgewiesen, wenn wir p Ç r (8 ) und 
7r(a, c) G f (8) fur aile a, c Ç 8 mit a ^ 0 haben und auBerdem, da8 f (8) 
eine Gruppe ist. Wir beach ten zunâchst p = ^ ( 1 , 1, 0, 0) und 7r(a, c) — 
0(1, a, c). Da8 f (8) eine Gruppe ist, halt etwas langer auf. T(8) enthâlt die 
identische Permutation in der Gestalt 0(1, 1,0). Die Frage der Assoziativitât 
bereitet keine Schwierigkeiten, da Abbildungen zugrundeliegen. Die inverse 
Permutation zu 0(a, b, c) ist 0(a~1, b~1

J —a~lcb~l), die zu \p(a,b, c, p) ist 
^(&, a, p, c). Weiterhin gilt 

0(a, 6, c) • 0(a', &', c') = 0(a'a, 66', a'cfc' + c'), 

0(a', 6', c') • *(a. 6, c, £) = W " 1 , a'"1», c, a ' -^P - c')b'-1). 

Also haben wir mit dem Gezeigten auch 

* • 0 = (0-V-1)-1 = (0V7)-1 = (iT)"1 = *'", 
wo 0' eine geeignete Abbildung des Typs 0 ist, und ^', ^", ^ ' " geeignete 
Abbildungen des Typs ^ sind. 

Weiterhin schreiben wir 

yb(a,b,c,p)^{a;V,c',p') = 0(1,1, - £ ) • * (1 , 1, 0, 0) • 0(a, 6, c) - *(a', b\ c', p'). 

Wenn wir beachten daB 0 • \p zum Typ \// gehôrt, so haben wir mit geeigneten 
Elementen c, 5, c, p G 8. a • b j* 0, 

*(a, b, c, p)*(af, b', cf, p') = 0(1, 1, -p)t(l, 1, 0, 0) • *(ô, 5, c, p) 
= 0(1, 1, -p) • * ( 1 , 1, 0, 0) • * ( 1 , 1, 0, p)0(a-, 5, c). 

I m Falle p = 0 ist die rechte Seite vom Typ 0, da 

* ( 1 , 1, 0, 0) • iKl, 1, 0, 0) = 0 ( 1 , 1 , 0 ) 

gilt; im Falle p 9e 0 ist 

iKi, i, o, o) - <KI, i, o, p) = *(p-\ -p-\ -p-\ r 1 ) . 
was fur die vorgenannte rechte Seite 

0(1, 1, -p)U(â, 5, c) = 0 • ^ = *" G T(8) 

ergibt. Damit ist in der Ta t f (8) eine Gruppe. 
(c) F (8) Ç T(8). Es ist 0(a, b, c) = p • cr(6_1, 0) • p • a-(a, c) ; zum anderen 

gilt t(a,b,c,p) = 0(1, 1, -/>) • * ( 1 , 1, 0, 0) • 0(a, 6, c) € P(8), da 
^ ( 1 , 1, 0, 0) = p und (wie gerade gezeigt) die Abbildungen vom Typ 0 zu 
T(8) gehôren. 

Wir werden die Gruppe T(8) meist in der Form T(8) zugrundelegen, was 
nach Lemma 1.1 môglich ist. Der Beweis des Lemmas (Schritt (b)) ergibt 
noch, daB die Menge $>(8) der Abbildungen vom Typ 0 eine Untergruppe von 
f (8) = T(8) ist. Keine Abbildung vom Typ x// hat oo zum Fixpunkt. Damit 
ist $(8) der Stabilisator in T(8) des Punktes oo, d.h. die Menge der Elemente 
von T(8), die oo festlassen. 
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LEMMA 1.2. r (8 ) ist dreifach transitiv auf 8', d.h. sind A, B, C verschiedene 
Punkte und ebenso A', B'', C, so gibt es ein y G r (8) mit A** = A', Bv = B\ 
O1 = C. Der Stabilisator in r (8 ) von oo, 0, 1 w/ die Gruppe der inneren 
Automorphismen <j>(a, a -1, 0) mit O ^ a Ç ? Î/0» 8; damit ist 8 genau dann 
kommutativ, wenn r (8 ) minimal dreifach transitiv auf 8' «/. 

Beweis. Wir zeigen, dafi es ein 70 6 r (8 ) gibt mit 00 —» P, 0 —> Q, 1 —» P , 
wo P , Q, P drei beliebige verschiedene Punkte sind: Im Falle P = 00 tut 
dies a(R - Q,Q), wobei wir P , Q G 8 und R 9* Q beachten, da P = 00, Q, R 
verschiedene Punkte von 8' sind. Im Falle P 9e 00 sei zunâchst 

* s * ( l , 1 ,0 ,P) ; 

wegen P^ = 00 sind <2̂ , P^ verschiedene Elemente von 8 und 

ist ein gesuchtes 70. 
0(8) ist der Stabilisator von co. Die Abbildungen in 0(8), die auch noch 0 

und 1 festlassen, sind gegeben durch <j>(a, a -1, 0), a G 8* = 8 — {0}. 1st 8 
kommutativ, so ist <£(a, a~1

1 0) die identische Permutation fur aile a G 8* 
und umgekehrt. 

Der Stabilisator rœ>0,i von 00, 0, 1 ist offenbar isomorph zu 8*/[Z(8)]*; 
hier ist P* die multiplikative Gruppe des Korpers F. 

LEMMA 1.3. Sind A, B, C, D verschiedene Punkte, so gibt es ein 7 G r (8 ) 
mit A-y = B, By = A, O = D, D** = C. 

Beweis. Nach Lemma 1.2 gibt es ein £ G T(8) mit^4ô = 00, B8 = 0, Cô = 1. 
Damit ist Dô G 8*. 1st \f/ = \p(D8, 1, 0, 0), so hat 7 = Ôil/ô*1 die verlangte 
Eigenschaft. 

2. Ketten. 1st &eine Kette und ist P G &, so benutzen wir Redewendungen 
wie liP liegt auf V\ "k geht durch P " usf. Durch 00, 0, 1 geht z.B. die 
Kette $ ' . Damit hat man mit Lemma 1.2 

LEMMA 2.1. Durch drei verschiedene Punkte geht wenigstens eine Kette. Jede 
Kette enthàlt wenigstens drei verschiedene Punkte. 

Wir haben ferner 

LEMMA 2.2. Durch drei verschiedene Punkte geht genau eine Kette genau dann, 
wenn $ im Zentrum von 8 liegt. 

Beweis. Gibt es drei verschiedene Punkte, durch die genau eine Kette geht, 
so geht durch je 3 verschiedene Punkte genau eine Kette, da T(8) (die Gruppe 
enthâlt offenbar nur Kettenverwandtschaften) dreifach transitiv auf 8' ist. 

https://doi.org/10.4153/CJM-1969-122-1 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1969-122-1


1102 WALTER BENZ 

Nehmen wir nun an, da6 durch oo, 0, 1 genau eine Kette hindurchgeht, so 
muB insbesondere 

(ft')y = ft' fur aile y G rœ f 0 li 

gelten. Also muB 

afta~l = ft fur aile a G 8* 

gelten. Dies bedeutet nach dem Satz von Cartan-Brauer-Hua (s. Brauer 
(7, p. 619)), dafi ft ç Z(8) gilt, da ft C 8 ist. 

Liegt umgekehrt ft im Zentrum von 8, so ist also 

aSa - 1 = ft fur aile a G 8*, 

d.h. ($ ' ) 7 = * ' fur allé 7 € I^.o.i. Sei nun (ft')*, ô G r ( 8 ) , eine beliebige 
Kette durch 00, 0, 1. Wegen 00, 0, 1 G (ft')8 gibt es Punkte P,Q, R £ ft' mit 
p« = oo, 08 = 0, JR8 = 1. Es gibt ein e G r ( « ) C T(8) mit co< = P , 0e = <?, 
1€ = i?. Also ist eô Ç r^.o.i. Damit haben wir 

($')* = [(«')•]» = (^) (É5) = r . 
Zur Bequemlichkeit des Lesers fùgen wir hier einen Beweis (Brauer 

(7, p. 619)) des Satzes von Cartan-Brauer-Hua (d.i. Lemma 2.3) bei: 

LEMMA 2.3. Ans a § a _ 1 C § /#r aile a G 8* jfo/g£ § C Z(8), wew-n § eiw 
ec^/er Unterkôrper von 8 w/. 

Beweis. Fur a 6 8 — § gilt fur K § 

a/m-1 = fei G § und (1 + a)h(l + a ) - 1 = h2 G £>, 

d.h. aA = h\a und (1 + à) h = &2U + a), was auf h = h2 + (h2 — hi)a fiihrt. 
Ware h2 — hi 5̂  0, so muBte a f § sein, was nicht der Fall ist. Also hat man 
h2 — h\ und damit h = h2. Also ist ah — ha fur aile h G ^ und a £ ? - § . 
1st nun i ' f § und a G 8 — § , so gilt a + A' € 8 — § und damit 

(a + h')h = h(a + h') fur aile h G § . 

Da noch a& = Aa ist, hat man hieraus h'h = hh\ Also gilt a/? = ha fur allé 
A 6 $ und a G 8, was § £ Z(8) bedeutet. 

Fur die folgenden Betrachtungen definieren wir die Menge: 

g = D aftaT1. 

I.EMMA 2.4. Es ist g = « H Z(8) . 

Beweis, g ist ein Kôrper: Dies liegt auf der Hand, da aile a-ffa-1, a G 8*, 
Unterkôrper von 8 sind. Setzt man a = 1, so sieht man % C £. Aus w G 8* 
folgt wgw 1 C g, da g C a t a " 1 fur aile a G 8* doch 

^ 5 ^ _ 1 £ w • a ^ a - 1 • w1 = (ua)ft{ua)~l 
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ergibt, d.h. u%u~x C bftb~x fur aile b G 8*. Mit Hilfe des Satzes von Cartan-
Brauer-Hua (Lemma 2.3; hier anstelle von § den Unterkorper g Ç f Ç J 
zugrundegelegt) hat man g Ç Z(8). 

Es verbleibt flnZ(?)C§zu zeigen: 1st k G ft Pi Z(8), so gilt jfe = aifea"1 

fur aile a G 8*, d.h. k G a^a"1 fur aile a G 8*. 

Sind A, B, C verschiedene Punkte, so verstehen wir unter der Fâhrte 
(ABC) den Durchschnitt aller Ketten, die A, By C enthalten. Im Falle 
ft S Z(%) fâllt nach Lemma 2.2 ofïenbar der Fâhrtenbegriff mit dem Ketten-
begriff zusammen. Es gilt 

SATZ 2.1. 1° Eine Kettenverwandtschaft ûberfûhrt Fàhrlen in Fdhrten. 
2° Jede Punktmenge (%f)y, Y G T(8), ist eine Fdhrte und umgekehrt ist jede 

Fàhrte von dieser Form. 
3° Durch drei verschiedene Punkte geht genau eine Fàhrte. 
4° Eine Kette enthàlt mit den verschiedenen Punkten A, B, C die ganze 

Fâhrte (ABC). 

Beweis. Die Eigenschaft 4° folgt unmittelbar aus der Definition des Fàhrten-
begriffs. Zu 1°! Sei K eine Kettenverwandtschaft, sei £ = (ABC) eine Fâhrte. 
GemâB Definition ist 

(ABC) = fi * und (AKBKCK) fl h. 
A,B,C£Jc AK,BK,CK£h 

AuBerdem gilt 
(ABcy = ( n k)K= n k\ 

\ A,B,C£k t A,B,C£k 

Ofïenbar ist deshalb 

(ABC)*^ (A'B'C). 

Da fur eine Kette h auch hK~l eine Kette ist, und da AK, BK, CK G h offenbar 
A, By C G AK_1 impliziert, so ist auch 

(ABC)'Q (A*B*C*), 
was 1° beweist. 

Um 2° zu zeigen, bestimmen wir zunâchst allé Ketten, die 00 , 0, 1 enthalten: 
1st (ft')*, ô G T(8), eine Kette, die 00, 0, 1 enthâlt, so gibt es also Punkte 
P, Q, Re ft' mit P 5 = 00, Q* = 0, R8 = 1. Sei e G r ( $ ) mit 00 « = P , 
0< = 0, 1« = P . Sei M = €Ô. Dann ist 

($ ' ) 5 = [($ ' ) e]8 = ($ ' )" mit oo« = 00, 0* = 0, 1" = 1. 

Da ^,0,1(8) aber aus alien Abbildungen <j>(a, a -1, 0), a G 8*, besteht, so ist 
die Menge aller Ketten durch 00, 0, 1 durch 

{oo} U (afta-1), a G 8*, 

gegeben. Dies bedeutet 

n k = {oo}\j n attar1 = g'. 
oo.O, lÇJfc a € S * 

https://doi.org/10.4153/CJM-1969-122-1 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1969-122-1


1104 WALTER BENZ 

Nach 1° sind demnach allé Punktmengen ($')7> 7 £ T(8), Fâhrten. 1st auf 
der anderen Seite (ABC) eine beliebige Fâhrte, so sei y £ T(S) eine Abbildung 
mit oo? = A, 0? = B, P = C. Mit 1° gilt 

(ABC) = (00^17) = (ooOl)* = (S')7-

Zu 3°! Hâtten wir die Ketten bezùglich des Unterkorpers g anstelle des 
Kôrpers $ eingefùhrt, so ergibt die Darstellung 2° mit Lemma 2.2 (da 
g Ç Z(?) gilt) die Aussage 3°. 

LEMMA 2.5. Z>&£ Ketten sind genau gegeben durch die Punktmengen 

{oo} u { a # + c | £ € $ } ; 

Dabei sind a, b, c, p in 2 mil ab ^ 0. 

Beweis. DaB die aufgeschriebenen Punktmengen Ketten sind, liegt auf der 
Hand, da nach Definition die Punktmengen ($')7> 7 € P(8), die Ketten sind. 
Sei auf der anderen Seite ($')7> 7 G r ( 8 ) , eine Kette. 1st oo ç ($ ' ) 7 , so 
kônnen wir 00^ = 00 annehmen; ist nâmlich Py = 00, P £ $ ' , so sei ein 
£ 6 r ( $ ) hergenommen mit 00s = P , was 00 5? = 00 ergibt mit (J?')(57) = 
[($ ')5]7 = ($')7- Also ist o.B.d.A. 7 von der Form 0(a, 6, c) und ($ ' ) 7 damit 
eine Punktmenge von der zuerst angegebenen Art. Im Falle 00 g ($ ' ) 7 ist 7 
von der Form \f/(a, b, c, p) mit p $ $ , da sonst py = co auf (Jï')7 lâge. 

Aus Lemma 2.5 ergibt sich sofort 

LEMMA 2.6. <<4ZZe K Ç A(8, $ ) siwd Kettenverwandtschaften. Damit sind auch 
allé K G A(8, $ ) • P(8) Kettenverwandtschaften. 

3. Doppelverhâltnisse. Wir fiihren den Doppelverhâltnisbegrifï nicht 
(wie (iblicherweise) von vornherein als Konjugiertenklasse ein, sondern in 
einer auf T(£) zuruckgehenden Weise, die es gestattet, die grundlegenden 
Doppelverhàltniseigenschaften rasch herzuleiten (s. hierzu auch (4)). 

Sind A, B, C verschiedene Punkte, so bezeichne T(to°i) die Gesamtheit 
aller 7 £ I\ die A in co, B in 0, C in 1 ùberfiihren. Es seien nun A, B, C, D 
verschiedene Punkte. Dann sei das Doppelverhàltnis [t c], es kommt dabei 
auf die Stellung der einzelnen Punkte an, erklàrt durch 

R - ( l Bo CÏÏ 
Aile dièse D~> mit 

y€ T 
(A B C\ 
Voo 0 1/ 
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gehôren offenbar (7 ist bijektiv) zu S* — {1}. Somit ist fur die verschiedenen 
Punkte , 4 , 5 , C, D gewiB 

[D B^*-W-
LEMMA 3.1. Sind A, B, C, D verschiedene Punkte und ist ô € r , so gilt 

[A B~\ [AS BS~\ 
ID C\ LDS csy 

Beweis. Es ist 

Koo 0 

LEMMA 3.2. Siwd A, B, C, D verschiedene Punkle, so gilt 

y^ii ?$• 
A B 

-D CJ 
B 

IC 
AJc DIJD 
DA IB AA U 

C 
B. 

Beweis. Folgt sofort aus Lemma 3.1 in Verbindung mit Lemma 1.3. 

1st a 6 8*, so verstehen wir unter (a) die Menge {aaa_1| a Ç 8*}, d.h. eine 
sogenannte Konjugiertenklasse. 

LEMMA 3.3. Sind A, B, C, D verschiedene Punkte, so gibt es ein a Ç. 8* — {1} 
mit 

A B 
ID C. = <«>• 

Im F aile resp. A = oo,J5 = o o , C = o o , Z ) = oo kann fur a genommen werden 
resp. (B - C)~l(B - D), (A - C)(A - D)'\ (B - D)(A - D)~\ 
{A - C)(B - C)~\ Im Falle oo g {A,B, CD} kann 

a = (A - C)(B - C)~l(B - D)(A - D)'1 

gesetzt werden. 

Beweis. Sei e eine (nach Lemma 1.2 existierende) Abbildung aus r (8 ) , die 
A in oo, B in 0, C in 1 uberfuhrt. Also ist a = D* Ç 8* - {1}. Dann gilt 
offenbar 

Wir haben damit 

(A B C]= /OO 0 l \ 
\oo 0 1/ e \oo 0 1 / ' 

fe?]=R-(i o OH<»•>-" e_1T € r 
/oo 0 A 
Voo 0 1/ 
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letzteres aus der zweiten Behauptung von Lemma 1.2. Um den weiteren Teil 
von Lemma 3.3 zu beweisen, brauchen wir also z.B. nur ein e £ r (8 ) zu 
finden mit A* = oo, B€ = 0, C€ = 1, und a = De zu setzen. Im Falle 4̂ = oo 
bzw. 5 = oo sei e gegeben durch z —» (C — JB) - 1 (Z — 5 ) bzw. 

Hier ist also a = (C - 5)-1(-0 - 5 ) bzw. a = (C - A)(D - A)'1. Den 
zweiten Fall mit Lemma 3.2 verbindend haben wir fur C = oo bzw. Z) = oo 
sofort 

is li-is^-^-od.-oA 
Im Falle oo g {4, 5 , C, D] gilt mit 5 = ^ ( 1 , 1, 0, A) jedenfalls 

\Â B\ _ [A* B*~\ [ oo (B - A)'1! 
ID CS LDS CSJ l(P-A) (C-A)-1] 

= ([(B - A)'1 - (C - AyY'KB - A)-1 - (D - A)'1]). 

Der Beweis ist erbracht, wenn wir beachten 

[{B _A)-i __ (C_ ^)-i]-i = [ ( B _ A)-\(C -A)-{B- A))(C - A)~i]-i 

= (C - A)(C - B)-HB -A) 

und ebenso 

(B - A)-1 - (D - A)-1 = (B - A)~l(D - B)(D - A)~K 

LEMMA 3.4. Sind A, B, C, D verschiedene Punkte mit 

[D cJ = (a)l 

so ist 

ID Ac\ = {orl) und ID B\ = {1-U)-
Beweis. Es gilt mit p = ^ ( 1 , 1, 0, 0) (beachte p2 = 1) 

= {p ip) 5 P € r \oo 0 l / , p = r U 0 l)\ 
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AusD-* e (a) folgt aber (Dyy = l/D^ 6 (a -1). Mit <f> = * ( - l , 1, 1) istgenauso 
(auch hier <j>2 — 1) 

[^c]={-'h^oc1)} 

denn Bn 6 (a) impliziert ( C ) * = 1 - £>T € (1 - a). 

Definieren wir (oo) = {GO} und lassen wir auch (0) = {0}, (1) = {1} zu, 
so wollen wir jetzt auch [&c] fur den Fall definieren, da6 A, B, C, D genau 
drei verschiedene Punkte sind: 

Sei [t c] resp. (oo), (0), (1), wenn im Schema (tc) resp. eine Kolonne, 
Diagonale, Zeile gleiche Punkte enthâlt. Vereinbaren wir schlieGlich noch, 
da8 wir die Klasse (a) einfach in der Form a aufschreiben wollen, wenn 
(a) = {a} ist (Fall a = oo oder a £ Z(%)), so haben wir 

LEMMA 3.5. Gilt $ C Z(8), sind A, B, C verschiedene Punkte, so ist die nach 
Lemma 2.2 eindeutig bestimmte Kette (der Kettenbegriff fàllt hier mit dem 
Fàhrtenbegriff zusammen) durai A, B, C gegeben durch 

^ = {zl[x lM'} 
Beweis. Sei ($t')y, 7 € r (8 ) , die Kette durch A,B,C. Wir kônnen 00? = A, 

0y = B, ly = C annehmen. 1st nun P G St' — {co, 0, 1}, so gilt nach 
Lemma 3.1, 

k a - b î] ̂  «• 
d.h. P* 6 (i43C). 1st umgekehrt X ein Punkt ^ 4 , 5 , C mit 

so gilt 

<*--'> - fe- î i - a ?] * «• 
d.h. r ^ l ; damit ist X g ( £ ' ) T . 

Mit unseren bisherigen Betrachtungen ist auch ein AnschluB an verfasser 
(3, § 2, pp. 351-355) hergestellt. Von dorther kônnen wir die Gultigkeit 
unseres in der Einleitung zi tier ten Hauptsatzes ubernehmen im Falle 

(A) | C Z ( 2 ) und Char 8 ^ 2 . 
Da wir jedoch einen GroBteil der in (3, § 3, pp. 351-358) angegebenen 

Zwischenresultate hier auch fur den Fall Char 8 = 2 benôtigen, wird der 
Fall (A) in den vorliegenden Betrachtungen vollstândig mit enthalten sein. 
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4. Eine Beruhrrelation. In diesem Paragraphen setzen wir $ c Z(8) 
und \$\ > 2 voraus. Keine Einschrânkung (wie in (3)) iiber die Charak-
teristik von 8 wird benotigt. $ ist kommutativ, da $ im Zentrum von 8 liegt. 
8 als Vektorraum iiber $ betrachtend, sei 31 der (8:$)-dimensional e affine 
Raum iiber $ . Die Punkte von 21 kônnen damit mit den Elementen von 8 
identifiziert werden. Sind P , Q verschiedene Punkte, so ist 

{aP + (1 -a)Q\a G «} 

die Verbindungsgerade von P und Q. 1st g eine Gerade von 21, als Punktmenge 
betrachtet, so stellt g U { o o } = g' eine Kette durch co dar: Sind nâmlich P, Q 
verschiedene Punkte von g, so gilt 

{aP+ (l-a)Q\a£®}V{œ} = | l G 8' | [ ^ ^ J G « ' } . 

1st vice versa & eine Kette durch oo , so ist ko = k — {GO } eine Gerade von 21: 
Sind P , <2 (nach Lemma 2.1) untereinander und von oo verschiedene Punkte 
auf k, so ist also P , Q G 8 und auBerdem 

r€ H u ? Q j € r } ~ { a ) ! = {aP+ o--«)Q\ae^}. 
Definition. Sind a, 6 Ketten durch den Punkt P , so setzen wir aPb genau 

dann, wenn es ein y G T(8) mit P 7 = oo gibt so, daB die Geraden a0
T, &oY 

parallel sind. 

LEMMA 4.1. Sind a, b Ketten durch P mit a C\b = {P} und mit aPb, so gilt 
fur jedes 5 G T(8), das P in oo uberfuhrt, aQ

8\\bo8, d.h. a0
5, bQ

s sind parallel in 21. 

Beweis. Sei zunâchst P = oo . Der Stabilisator von oo in T(8) ist die Gruppe 
$(8) von § 1. Wir zeigen, daB aile <t> G $(8) , auf 8 beschrânkt, Affinitâten 
von 21 sind: z —> azfi + y mit a, /3, y £ 8 und a ^ 0 ^ £ uberfuhrt aber 
tatsâchlich Geraden in Geraden (da <j>(a, /3, 7) Ketten durch 00 in Ketten 
durch 00 uberfuhrt) und parallèle Geraden in parallèle Geraden; sind namlich 
(N, Q), (R,S) parallèle Geraden, d.h. gilt S - R = \(Q - N) mit einem 
X G $*, so ist (man beachte X G Z(g)) 

(a£0 + 7) - (aP0 + 7) = <*(S - P )0 = Xa(Ç - N)0 

•= X[(a(2^ + 7) - M ^ + 7)] . 

Aus aPfr folgt nun die Existenz eines <50 G T(8) mit a0
Ô0||^oô° und (wegen 

p — 00 ) <50 G $(8) . Also ist a0
8\\b0

8 eine Folge des Affinitàtscharakters von 
<5o-1£ G $(8) . Der Fall P ^ 00 erledigt sich so: Die Gesamtheit der Abbil-
dungen aus T(8), die P in 00 iiberfiihren, ist durch ^ ( 1 , 1, 0, P ) • 3>(8) 
gegeben. Gilt nun a0

5o||ôo5° fur ein ô0 G ^ • >̂, so folgt fur jedes ô G *A • $> 
ofïenbar a0

8\\b0
8, da 50

_15 G $ ist. 

LEMMA 4.2. (i) ^ s aPb, aj* b, folgt a C\b = [P). Aus P G a folgt aPa. 
Es ist bPa eine Folge von aPb. Schliefllich ergibt aPb, bPc auch aPc. 
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(ii) 1st k eine Kette, sind P , Q Punkte mit P 6 k, Q & k, so gibt es genau 
eine Kette kr durch P, Q mit kPk!. 

(iii) Folgt ans a C\b = \P\ stets aPb, so ist 8 eine kommutative quadratische 
Erweiterung von $ . 

Beweis. (i) und (ii) folgen aus entsprechenden Eigenschaften fur die 
Parallelitâtsrelation in 31; insbesondere ist (ii) eine Folge des euklidischen 
Parallelenaxioms. Zu (iii): Hier ist 3Ï die affine Ebene iiber $ . 1st /0 G 8 mit 
h G fi, so ist 1, U eine Basis von 8 iiber $ : Sei Z G 8. Dann zeichne man durch 
I die Parallèle zur Geraden (0, 1), die die Gerade (0, /0) in al0, a G $, schneiden 
môge. Also gilt I = al0 oder / ^ a/0 und / — al0 = X(l — 0) mit einem \ G fi*; 
insgesamt ist I = X + a/0 mit X 6 fi. Da noch fi C Z(8) gilt, muB 8 kom-
mutativ sein. 

SATZ 4.1. Es seien a, & Ketten durch den Punkt P mit a C\b — {P}. Dann 
sind die folgenden Aussagen gleichwertig 

(i) aPb; 
(ii) Es gibt Punkte A, A', B, B', F mit 

A, A' sind verschiedene Punkte auf a — b, 
B, Bf sind verschiedene Punkte auf b — a, 
F G a\Jb, 
PFAB, PFA!B' sind je konzyklische Quadrupel, d.h. je gemeinsam einer 
und derseVoen Kette angehôrend. 

Beweis. Aus (i) folgt (ii). Seien zum Beweis dieser Aussage A, A' unter-
einander und von P verschiedene Punkte auf a. Sei 

Dann ist nach Lemma 4.1 jedenfalls a0
7||&o7. Sei £ G fi — {0, 1}; wegen 

|fi| > 2 gibt es solch ein Element. Sei B ein Punkt auf b — a. Wir erklâren 
Punkte B', F durch 

{By = By + 1 - f1, (F)y = £By-
Es ist B 9e B', da sonst £ = 1 ware. Es ist B' G b — a; denn die eindeutig 
bestimmte Parallèle durch B? zu (0, 1) (dièse ist 60

7) enthâlt CB')r ^ °°-
Wegen ££7 ^ oo ist F 9* P; weiterhin ist F^ G a0

y W V , da F* G a0
7 auf 

£B7 G fi, d.h. auf 5 G « fuhrte, und F* G &o7 auf £5* = £ 7 + M mit M € $ , 
was wegen £ ^ 1 audi 5? G ^ ergâbe. SchlieBlich ist 

[s;]-K^]-fe^]-^«-^« 
und 

P F~| _ [ oo 0»"] 
5' .4'J_ L^ + i - r 1 iJ 

= (eBT - i)_1((i - i)5r - 1 + r1) = i - r 1 € a. 
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Aus (ii) folgt (i). Die Punkte A, Af, B, Bf, F miissen paarweise verschieden 
sein. Sei 

yev(p A A') 
7 fc Voo 0 1/ 

Der Punkt {B')~< liegt auf der Geraden (Fy, (A')v). Dies ergibt, wenn man 
noch F-» e (Af, B->) beriicksichtigt: 
(1) Fy = \By, x e ^ - {0, l } , 

(2) {B'Y = aFy + (1 - a) = (1 - a) + a\B\ a € St - {0, 1}. 

Wir zeigen (B')y — B~< g $ , was a0
y\\b0

y ergibt und den Beweis beendet. 
Ware (5 ' ) 7 - -BT € 8 - $ , so ergâbe (2) zunâchst a\ - 1 ^ 0, was auf 

5 " ̂ T By ~ â^Y {B'y e ^'OT) fûhrt-
(Man beach te bei diesen Rechnungen $ C Z(8).) Wegen (2) ist auch 

5 = Jr^i€ f = (Ay' (A'y)-
Damit ware aber 5 £ a0

7 H &0
7, was oo = 5 G $ ergâbe. 

Un ter der Voraussetzung $ CI Z(8) ist jede eineindeutige Abbildung K von 
S' auf sich, die jede Kette wieder in eine Kette ûberfûhrt, bereits eine Ketten-
verwandtschaft: 1st nâmlich k eine Kette, so seien A, B, C verschiedene 
Punkte auf k. Durch AK~ , BK~ , CK~ geht nach Lemma 2.2 genau eine Kette a. 
Also ist aK eine Kette, die (AK~ )K = A, B, C enthâlt. Nach Lemma 2.2 ist 
demnach aK = k und kK~ = a damit tatsâchlich eine Kette. 

KOROLLAR zu SATZ 4.1. 1st K eine Kettenverwandtschaft, so ist aPb mit 
aKPKbK gleichwertig. 

Beweis, Wir brauchen nur zu zeigen, daB aKPKbK aus aPb folgt, da K~1 auch 
eine Kettenverwandtschaft ist. Im Falle a = b ist nichts zu zeigen. Sei also 
a H b = {P}. Satz 4.1 fûhrt auf geeignete Punkte A, A;, B, B\ F. Die zuge-
hôrigen K-Bilder dieser Punkte zeigen nach Satz 4.1 dann aKPKbK. 

In den weiteren Betrachtungen werden wir den folgenden Satz von Hua (8) 
(s. fur einen Beweis z.B. Artin (1, pp. 37-40)) zweimal verwenden. 

SATZ (Hua). Sei x —» x' ein Automorphismus der additiven Gruppe ?+ des 
Kôrpers 8 mit V = 1 und (jxr1)' = (x')~l fur aile x £ S*. Dann ist x —> xf ein 
Automorphismus oder aber ein Antiautomorphismus von 8. 

5. Der Fall (A). Hier sei also f C Z(8) und Char 8 ^ 2 . 

SATZ 5.1. Es seien A, B} C, D verschiedene Punkte auf einer Kette k. Dann sind 
die folgenden A ussagen gleichwertig 

(a) [A * ] = <-l>; 
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(b) Es gibt verschiedene Punkte F, G, H mit F, G, H g k; 
AHGD, BHFD sind knozyklische Quadrupel; 
(FGD)D(ABD); 
(AFD)D(CHD)D(BGD). 

Beweis. Sei X —* X' eine Abbildung aus T(Z f i ) . Gel te (a). Aus 

(Lemma 3.1) folgt (Lemma 3.3) A' = - 1 . Sei i G 2 - St. Die Punkte 
.F, G, i ï seien durch F' = i — 1, G' = i + 1, H' = \i gegeben. Wir beachten 
dabei Char 8 ^ 2 . Fur die Punkte F, G, H gilt (b), da (b) fur die gestrichenen 
GrôBen gilt, und da X' —> X als Kettenverwandtschaft die Berûhrrelation 
erhâlt (Korollar zu Satz 4.1). Gel te nun (b). Wieder legen wir die Abbildung 
X-+X' zugrunde. Aus (FG'D')D''{A'B'D') folgt ( F , G')||(0, 1). Dies 
bedeutet G' - F' = 2X Ç $*. Setzt man i = | ( F ' + O , so ist F' = i - X, 
G' = i + X. 1st i47 = a 6 $* - {1}, so folgt aus (AFD)D(BGD) zunâchst 
{A', F)\\(B', G') und damit Ff - A' = n(G' - B') mit einem M É f . 
Hiermit gilt i — X — a = /x(i + X — 1), was AI = 1, a = 1 — 2X ergibt, wenn 
wir i £ g - $ beachten, da i <E $ auf F ' G $, d.h. auf F Ç f l fùhrte. 
(C , # 0 (B', G') bedeutet H' = v{i + X - 1) mit ? G $*. Aus der konzy-
klischen Lage von 4 ' , if', G', D' und £ ' , # ' , F , D' schlieBlich folgt X = 1, 
v = \. Damit ist Af — a = 1 — 2X = — 1 , was 

' ID' C'J \_D ÇA' < 

d.h. (a) ergibt. 

Das Korollar zu Satz 4.1 zusammen mit Satz 5.1 fûhren auf. 

SATZ 5.2. 1st K eine Kettenverwandtschaft, so ist 

i t ? ] = ̂  "* [D< BC] » <"!> 
gleichwertig fur je vier verschiedene Punkte A, J5, C, D. 

Beweis. Da K - 1 auch eine Kettenverwandtschaft ist, genùgt der Nachweis, 
da8 

[£ ?] - <-« 
gilt, sobald 

[t a - <-» 
gilt. Wegen — 1 G $ ist A, B, C, D ein konzyklisches Quadrupel. Nach Satz 5.1 
hat man geeignete Punkte F, G, H. Die Punkte A, B} C, D, 7?, G, # der Abbil
dung K unterworfen, hat man fur dièse K-Bilder die Lage- und Berûhrbeziehungen 
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von (b) nach dem Korollar zu Satz 4.1. Also, da (a) aus (b) in Satz 5.1 folgt, 
gilt 

_DK C'A { '• 

Schliefilich benôtigen wir den bekannten Satz (s. z.B. 12, p. 121; vvir geben 
einen Beweis in unseren Bezeichnungen) (sei Char ? ^ 2 ) . 

SATZ. 1st 1-+V eine eineindeutige Abbildung von S U { c o } auf sich mit 
oo' = co, 0' = 0, 1' = 1 so, dafi fur je vier verschiedene Punkt A, B, C, D mit 

A B 
ID C. • ] - < - 1) auch 

A' B' 
ID' CJ = (-D 

folgt, so ist I—> I' auf 8 ein Automorphismus oder aber ein Antiautomorphismus 
von 8. 

Beweis. Seien x, y verschiedene Elemente aus 8. Dann sind x, y, | ( x + 3/), co 
verschiedene Punkte mit (Lemma 3.3) 

= <-!>• 
x y 

_oo h(x + y)A 

Also gilt 

Loo (i(* + 30)'J { h 

was nach Lemma 3.3 auf 2(^(x + y))f = x' + yf fûhrt, eine Formel, die 
gewiB auch fur x = y richtig ist. y = 0 ergibt 2(§x)' = x' fur aile x £ 8. 
Damit ist (x + y)' = 2 ( | (x + y))' = x' + y' fur aile x, y £ 8. Also stellt 
/ —» V einen Automorphismus von 8+, der additiven Gruppe von 8, dar, fur 
den nach Annahme auch noch 1/ = 1 gilt. Naturlich ist ( — 1)' = — 1, da 
0 = 0' = (1 + ( - 1 ) ) ' = 1 + ( - 1 ) ' gilt. Sei jetzt x 6 8 - {0, 1, - 1 } 
genommen. (Im Falle |8| = 3 ist nichts mehr zu zeigen.) Dann sind x, x~\ 
1 , - 1 verschiedene Punkt mit 

Also gilt 

[* <*:;>']=<-i). 
Aus 

1 
- 1 = («' + 1)7^=14 

(x"1)' + 1 ((*
-1)' - D 
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folgt 

d.h. 

Aus 

-TTi^-^-Ffrî^^-1^ 

- 1 = - ZJ^TT ((*' + 1) - 2) = 1 - 7 -3 i | -
x + i *' + iv v* ^ J J {x~ly + l • 

M - i j , -, = 1 - " ^ T T = -7-j-T (^ + 1 " 1) * (x"1) + 1 x + 1 x + 1 v ' J x + 1 

ergibt sich (x"1)' + 1 = (x')-"1^' + 1), d.h. (x"1)' = (a')""1, eine Formel, 
die naturlich auch fiir x Ç {1, — 1} richtig ist. Damit ist mit dem Satz von 
Hua die Behauptung bewiesen. 

1st nun K eine beliebige Kettenverwandtschaft, so sei y eine Abbildung aus 
r ( 8 ) mit ooy = (oo*),0? = (0K), l7 = (1K) (Lemma 1.2). Es ist auch M = Ky~l 

eine Kettenverwandtschaft. Fur diese gilt oo'4 = oo, O = 0, 1" = 1. Aus 
Satz 5.2 zusammen mit der letzten Betrachtung folgt M G A(8, $ ) , d.h. 

JC€ A(8, « ) • r ( 8 ) . 

Da umgekehrt allé Abbildungen aus A(8, S) • T(8) Kettenverwandtschaften 
sind (Lemma 2.6), ist der Hauptsatz im Falle (A) bewiesen. 

6. Der Fall (B). Hier setzen wir also $ C Z(8) und auBerdem Char 8 = 2 
voraus. Weiterhin sei 2 < | $ P\ Z(8)| , was also einfach hier | $ | > 2 bedeutet. 
Ùbrigens ist der Fall | $ | = 2 vollstàndig uberschaubar: Hier ist jede Per
mutation von 8' eine Kettenverwandtschaft. Analog zur letzten Betrachtung 
in § 5 mûssen wir zum Beweis des Hauptsatzes im Falle B zeigen, daB eine 
Kettenverwandtschaft, die oo, 0, 1 zu Fixpunkten hat, zu A(8, $ ) gehôrt. 
Sei K eine solche Kettenverwandtschaft, die wir auch in der Form X —> X' 
aufschreiben. Die Beschrânkung von K auf 8 ist eine Affinitât von 31 (s. § 4), 
was das Korollar zu Satz 4.1 (hier P = oo) ergibt. An dieser Stelle geht 
entscheidend der Satz 4.1 ein. Aus grundlegenden Sâtzen der affinen Géométrie 
geht dann die Existenz eines Automorphismus r von $ hervor, so daB insgesamt 
gilt 

(1) (/i + h)' = h + h fur h, h e 8, 
(2) {ai)' = an' iiïra e «, / e 8. 

Setzen wir in (2) / = 1 ein und beachten 1' = 1 (1 ist ja ein Fixpunkt von K), 
so folgt 

(3) a = (a • 1)' = a* • V = a\ 
Damit ist die Beschrânkung von K auf $ durch aK = aT gegeben; dort ist 
also K ein Automorphismus. Der Beweis des Hauptsatzes (im Falle (B)) ist 
damit zurûckgefûhrt (mit Hilfe des Satzes von Hua) auf die Behauptung 

(*) Fur aile 3 / Ç S - f i gilt (y"1)' = (y')"1. 
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Die Formeln (1), (2), (3) wurden fur eine beliebige Kettenverwandtschaft, 
die oo, 0, 1 zu Fixpunkten hat, hergeleitet. Das halten wir fest im 

LEMMA 6.1. 1st o> eine Kettenverwandtschaft mit cow = oo, 0" = 0, lw = 1, 
so gilt 

(h + hY = If + If fur h, h G 8, 

{al)" = a«l" fur a G $ , / G 8. 

Auflerdeni ist $w = $ . 

Sei y G 8 — $ . Dann ist auch y — 1 G 8 — $. Wir betrachten die nach 
Lemma 4.2 (0) eindeutig bestimmte Kette s durch y — 1, 0 mit (coOl)Os. 
Setzen wir in Lemma 4.1 ô = ^ ( 1 , 1, 0, 0) (hier ist 0^ = oo), so ist also 
(oo01)ô\\sô

y was wegen (oo01)5 = (oo01) und (y — l ) 5 = l/(y — 1) auf 

x y — 1 ) 

fûhrt. Dièse Kette s geht gegenuber œ (von Lemma 6.1) iiber in die Kette su, 
fur die aus (ooOl)Os (nach dem Korollar zu Satz 4.1, hier wird dieser Satz 
wieder entscheidend benôtigt) (oow0û,lw)0a,5&', d.h. (oo 01)0sw folgt. co ist eine 
Kettenverwandtschaft, fur die (GO01) eine Fixkette ist; aus j - H I folgt 
also (y - 1)« £ $ . Aus (oo01)0sw und 0, (y - l)w G s" folgt 

(3) 5 = | 0 | U X É 8: 

£ y* - 1 € * / ' (4) 5 " - { 0 } U | { 6 8 ' | j y . _ ! 

wobei wir noch (3; — l)w = 3;" — 1 nach Lemma 6.1 beachten. Wegen 
y £ % - Ê ist y 5* 0 und 1 - 1/y 9* 0. 

Aus 

1 __ _ 1 1 _ _ 1 / I N 1 
1 - y~l y - 1 " (y - l)y~l y - 1 " {y ! V 1 ^ 

folgt (nach (3)) 1 - y'1 G 5. Also ist 1 - (v"1)" = (1 - 3>~1)£0 G sw. Aus (4) 
folgt (beachte (1 - y-1)» 9* 0) 

1 1 

(y-T 
d.h. 

1 = 1 ^ = 7"^T + e = (1 + e ( / " 1)} y^T ' 
Da 1 + e(y» - 1) ^ 0 ist, folgt 1 - Or1)» = ( y - 1)(1 + e (y - l ) ) " 1 , 
d.h. Or1)» = (e + (1 + e ) r ) ( ( l + <0 + ey)" 1 . wobei wir Char 8 = 2 
benutzt haben. 

Diese Betrachtung halten wir fest im 
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LEMMA 6.2. 1st oo eine Kettenverwandtschaft mit oow = oo, 0W = 0, 1" = 1, 
so gibt es zu jedem y £ 8 — $ ein e = e(cc,y) Ç $ mi/ 

(y-l)- = (6 + (1 + 6 ) r ) ( ( l + €) + 6T)-1 . 

Wir zeigen nun 

LEMMA 6.3. 1st œ eine Kettenverwandtschaft mit oow = oo, 0" = 0, 1" = 1, 
so sind im Vektorraum 8 ûber $fûr ein y £ 8 — $ die Elemente l, y, y2 linear 
unabhângig, wenn die Elemente 1, y , ( y ) 2 es swd. 

Beweis. Angenommen, es gâbe nicht durchweg verschwindende Elemente 
u, v, w aus $ mit w;y2 + iry + w = 0. Es ist u ^ 0, da sonst vy + w = 0 wàre, 
was im Falle v = 0 auch noch w = 0 ergâbe, und im Falle v ^ 0 auf 3/ Ç $ 
fûhrte. Auch w ist 7̂  0, da sonst uy + v = 0 wegen w 5̂  0 doch 3/ Ç $ ergâbe. 
Damit ist 

(5) y~l = yy + p, T É S * , K « , 

mit 7 = — u/w, (3 = —v/w. Mit Lemma 6.1 und Lemma 6.2 folgt aus (5) 

y y + 0» = (y1)- = (€ + (1 + e)y)((l + e) + ey)"1, 

d.h. (wir beachten, da8 S im Zentrum von 8 liegt, und da8 Char 8 = 2 ist) 

(6) [7"€](y)2 + [Yw(l + €) + 0»€ + 1 + e]y + [e + 0"(1 + e)] - 1 = 0. 

Nun sind aber nach Annahme 1, y , ( y ) 2 linear unabhângig. Da aile Koeffi-
zienten von (6) in $ liegen wegen Sw = $ (beachte (00 01)" = (00 01)), so 
folgt 

m M = 0, 7W(1 + e) + /fe + 1 + € = 0, 
U ; l e + / f ( l + e) = 0. 

Aus 7 ^ 0 (s. (5)) folgt yœ ^ 0. (co ist eineindeutig), d.h. mit (7) e = 0. 
Dann ergibt (7) weiterhin 

Y" = 1 , /S" = 0, 

d.h. 7 = 1 und 0 = 0. Mit (5) bedeutet dies y~l = y, d.h. y2 = 1 oder y = 1 
(beachte Char 8 = 2), was y Ç 8 — $ widerspricht. Damit ist unsere 
Annahme zum Widerspruch gefùhrt und also die lineare Unabhângigkeit von 
1, y, y2 gezeigt. 

LEMMA 6.4. 1st œ eine Kettenverwandtschaft mit oow = oo,0w = 0, lu = 1, 
so sind im Vektorraum 8 ûber $ fur ein y G 8 — $ die Elemente 1, y , ( y ) 2 

linear unabhângig, wenn die Elemente 1, y, y2 es sind. 

Beweis. 12 = co-1 ist ebenfalls eine Kettenverwandtschaft, die 00, 0, 1 zu 
Fixpunkten hat. Aus y G 8 - $t folgt F s y G 8 - $ . Die Elemente 1, 
y = FQ, ;y2 = (F2)2 sind linear unabhângig. Lemma 6.3 verwendet (die dortigen 
y, co jetzt durch F, 0 ersetzt), ergibt die lineare Unabhângigkeit von 1, F, F2, 
d.h. von 1, y , (y ) 2 . 
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Wir wenden uns jetzt wieder der Behauptung 
(*) Fur aile y G 8 - $ gilt (y-1)' = (yf)~l 

zu, auf die wir den Hauptsatz zurûckgefùhrt hatten. Wir zeigen: 

LEMMA 6.5. Sind fur ein y G 8 — $ die Elemente 1, y, y2 linear unabhàngig 
im Vektorraum 8 iiber $, so gilt (y1)' = Oy')"1. 

Beweis. Sei a 6 $ — {0, 1}, wobei wir unsere Voraussetzung | $ | > 2 
beachten. Da X —> Xf eine Kettenverwandtschaft war mit oo' = oo, 0' = 0, 
V = 1, so haben wir a' ^ 0, 1 und (Lemma 6.1) a' Ç $ . Es ist a j f Î - I . 
Wir benutzen jetzt Lemma 6.2, indem wir jetzt X —» X ' die dortige Abbildung 
w sein lassen und statt des dortigen y jetzt ûry nehmen: Mit rj = e(', ay) Ç $ 
gilt dann 

(8) [(ay)-1]' = (u + (1 + u)(«y) ')(( l + 7?) + ^(«y)')-1-

Nach Lemma 6.1 ist aber auch ( $ C Z(8)) 

(9) [(«y)-1)]' = [a-1 -y" 1 ] ' = (« -^ ' (y - 1 ) ' = (aO-'fy-1]'. 

Wiederum Lemma 6.2 benutzend mit e = e(',y) € $ haben wir 

(10) (y-1) ' = (6 + (1 + e)y')((l + 0 + «y')"1. 

(8), (9), (10) ergeben (in (8) noch einmal Lemma 6.1 verwendend) 

(li) («')-*(« + (l + o/)(U + «) + «y')-1 

= 0» + (1 + r?)a'y')((l + i,) + m'y')-K 

Wegen (« + (1 + e)y')((l + «) + <y') = ((1 + e) + «/)(« + (1 + « ) / ) 
(es liegt ja doch $ im Zentrum von 8 und e ist in $ ) hat man 

(e + (1 + e)y')((l + e) + e / ) - 1 = ((1 + «) + ey')-1^ + (1 + e)y'). 

Hiermit ergibt (11) 

(« + (1 + e)y')((l + v) + vcc'y') = a ' ( ( l + e) + ey')0» + (1 + n K y ' ) , 

d.h. u(y')2 + vy' + w = 0 mit 

(w = (1 + e V + (a')2€(l + i,), 
(12) < » = (1 + 6)(1 + , ) + (a')2(l + 0 (1 + ij), 

\w = t(l+V)+a'(l + e)V. 

Da y £ 8 — $ ist, und 1, y, y2 linear unabhàngig sind, folgt nach Lemma 6.4 
die lineare Unabhângigkeit von 1, y', (y')2- Die GroBen u, v, w in (12) miissen 
also allé 0 sein. 

w = 0 ergibt 

e(l + , ) = a ' ( l + t)n, 

was mit u = 0 auf 

«(l + i,) = e(l + , ) ( a ' ) 2 
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fiïhrt. Ware 

e(l + rj) * 0, 

so hàtte man (a')2 = 1, d.h. a! = 1, was nicht der Fall ist. Also gilt 

(13) e(l + rj) = 0. 

1st T] = 1, so ergibt (8) mit (9) 

(«/)-itrir = [(«y)']-1 = («y)-1 = («rv)-1 , 
d.h. die Behauptung 

[y-iy = (y')-l. 

1st 7] 7e 1, so ergibt (13) e = 0. Hiermit gilt nach (12) 

*= (1 + ^ ( 1 + (a')2) ^ 0 

wegen a' ^ 1, was wegen v = 0 nicht zutrifft. Damit ist Lemma 6.5 bewiesen. 

Mit Lemma 6.5 ist die Behauptung (*) zurûckgefûhrt auf 
(**) Fur aile y £ S — $, fur die die Elemente 1, y, y2 linear abhângig 

sind, gilt (y-*)' = (y')"1. 
Mit Lemma 6.3 kônnen wir statt (**) sogar schreiben: Zu zeigen ist noch: 
(***) Fur aile y £ 8 — S, fur die die Tripel 1, y, y2 und 1, y , (y')2 je 

linear abhângig sind, gilt (y - 1) ' = Oy')""1-
Sei nun y £ S — $ ein Element, fur das 1, y, ;y2 und 1, y', (y')2 je linear 

abhângig sind. Gibt es ein solches fur das Paar $, 2 nicht, so ist nichts mehr 
zu zeigen. Die Erweiterungen B(y), ®(y') von $ sind kommutative quadra-
tische Erweiterungen von $. Genûgt y der Gleichung 

(14) y2 + ixy + v = 0, / * , " € « , 

so ist gewiB 

(15) v ^ 0 

und 

(16) v j* 1 im Falle M = 0. 

Wir erinnern dabei daran, daB Char 8 = 2 vorausgesetzt ist. Offenbar gilt 

(17) r T - = | 4 - f ^ fûrÉ6«. 

Hier ist naturlich £2 + M? + " ^ 0 fur aile £ G $, da x2 + ixx + *> irreduzibel 
ûber $ ist. Mit (1), (2) ergibt (17) fur £ = 0, 

as) ( . - r = ^ . 
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Aus Lemma 6.2 folgt 

(19) (IT1)' = (e + (1 + e ) / ) ( ( l + 6) + ey')~\ * 6 ff. 

Hier ist e 9e 0, da sonst 

(y~lY = y', d.h. y~l = y, d.h. y = 1 ware. 

Mit « = 1 + e-1 € « ergeben (18), (19) 

(20) (Z)2 + [M' + «(1 + v')]y' + ( / + an') = 0; 

und (19) hat das Aussehen 

(2D v*y-lirf-
Nach Lemma 2.5 ist 

(22) { 0 } U { ( { - y ) - > | { € «} 

eine Kette, die ubrigens ganz in $i(y) liegt. Aus | $ | > 2 und Char S = 2 folgt 

(23) | « | è 4. 

Die Kette (22) en thai t die verschiedenen Punkte (sei k £ $ - {0, 1}) 

(24) 0, y~\ (1 + y)-\ (k + y)- i . 

Da X —* X' eine Kettenverwandtschaft ist, miissen auch die Bilder der 
Punkte (24) konzyklisch liegen. Mit (17) lauten diese Bilder (wir beachten 
(1), (2), (3)) 

(25) 0' = 0, 6 )̂' = ^ , ((l + yr'y-i + W , 

1st ®(y) inseparable Erweiterung von $ , so gilt in (14) \x = 0. Hier ergibt 

T o' (y'1)' 1 <= . 
Idk + y)-1)' ((l+y)-1)'Jfc 

mit (25), wenn wir / / = 0 wegen n = 0 beachten, 

(26) (y)2(^ + x) + / (* ' + /)(i + x) + / ( i + xfeo = 0, 

wo X (von k abhângend) ein geeignetes Element von $ ist. Subtrahieren wir 
von der Gleichung (26) die mit k' + X durchmultiplizierte Gleichung (20), 
so muB der y-Koeffizient der entstehenden Gleichung Null sein (und damit 
auch der y-freie Term), da sonst sich y' £ $ ergàbe. Dies bedeutet 

(27) (*' + x)«(i + v') = (*' + /)(i + x), (kf + xy = / ( i + w). 
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Wegen vf 9e 0 nach (15) ergibt die zweite dieser Gleichungen 

(l + X)(l + kf) = 0, 

d.h. X = 1 wegen kf ^ 1 (aufgrund von k 9e 1). Die erste der Gleichungen 
(27) lautet dann 

(*' + 1)«(1 + / ) = 0, 

was wegen k' ^ 1 und / ^ 1 nach (16) auf a = 0 fiihrt. Dies bedeutet nach 
(21) 

(y-1) ' = (y')-1-

Sei nun $(;y) separable quadratische Erweiterung von $ . Also ist p in (14) 
ungleich Null. O.B.d.A. kônnen wir hier M = 1 annehmen: Im anderen Falle 
wûrden wir von vornherein Y = y/p und $ ( F ) betrachtet haben. 1st dann 
erst (F" 1 ) ' = (Y')-1 hergeleitet, so steht wegen (2) auch {y~l)f = (y')-1 zur 
Verfugung. Sei also /x = 1 und damit auch y! = 1. Hier ergibt 

I" 0 (y'1)' 1 
LUk + yT1)' Ul + y)-1)'}* .«k + y)-1)' ((1 + y)"1) 

mit (25) die Gleichung 

0+fcH) (28) (/)J + y^i + j^~) + x = o 

mit einem geeigneten X 6 fi. Wir beachten dabei noch k £ $ — {0, 1}, was 
&' F^ 1 ergibt. Dieselbe Uberlegung, die zu (27) fiihrte, ergibt hier (wir 
beachten M' = 1 in (20)) 

a(l +/) = £-±_^ / + a = x . 

Die zweite dieser Gleichungen in die erste eingesetzt ergibt: 

«(1 + *')(1 + *') = a. 

Ware a ^ 0, so hâtte man (1 + / ) ( 1 + k') = 1 fur jedes £ 6 $ - {0, 1}. 
Wegen (23) bedeutet dies einen Widerspruch. Also gilt a = 0, was mit (21) 
auf (y~1)' = (y')~l fiihrt. Damit ist (***) nachgewiesen und der Hauptsatz 
im Falle (B) vollstândig bewiesen. 

7. Der Fall (C). Hier setzen wir iiber den echten Unterkôrper $ von 2 
nur voraus, dafi er wenigstens drei verschiedene Elemente mit dem Zentrum 
von 2 gemeinsam habe, 

| « n Z ( 8 ) | > 2 , 

eine Forderung, die im Falle Char £ ^ 2 wegen — 1 £ fi H Z(?) und 
|{0, 1, -— 1} | = 3 von selbst erfullt ist. Wie bereits in den fruheren Fallen 
gehandhabt, betrachten wir zum Beweis des Hauptsatzes im Falle C eine 
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Kettenverwandtschaft K der Géométrie $ C 8, die oo, 0, 1 zu Fixpunkten hat. 
Nach Satz 2.1, hier 1°, uberfûhrt K Fâhrten in Fâhrten. Demnach ist K eine 
Kettenverwandtschaft der Géométrie % C 8, wo (s. § 2) 

ist. Da g i m Zentrum von 8 liegt, und da aufierdem |g| = |fi H Z(8) | > 2 
ist, kônnen wir wegen Satz 2.1. 2° den Hauptsatz fur die Fàlle A, B benutzen. 
Also gilt K G A(8, %). Betrachten wir das Bild der Kette $ ' gegenûber K. 
Offenbar gilt oo , 0, 1 6 ($ ' )* Beim Beweis von Satz 2.1 2° wurden aile Ketten 
durch oo, 0, 1 bestimmt. Dièse sind die Ketten 

{oo} \J{a&-l\l e « } , 

wo a G 8* ist. Also gilt mit einem geeigneten a Ç 8* jedenfalls 

(®')* = {ex)} U j ^ a " 1 ^ 6 S}. 

Betrachten wir nun die Kettenverwandtschaft 

/ci = K • <j>{arl, #> 0 ) , 

die ebenfalls oo, 0, 1 zu Fixpunkten hat; Satz 2.1 1°, 2° in Verbindung mit 
dem Hauptsatz fur die Fâlle A, B ergibt ebenfalls 

K-4>(ar\a,0) £ A(8, g ) . 

Wegen (^ r)K1 = $ ' gilt auch 

^ •^ (a - 1 , a, 0) Ç A(8, « ) . 

Wegen ^(a-1 , a, 0) £ T(8) ist damit 

K e A(8, «) • r(8). 

Fur eine beliebige Kettenverwandtschaft K sei ein 7 6 T(8) hergenommen 
mit 00* = 00 ?, 0* = 0?, 1* = 1?. Fur Ky~l gilt nach dem Gezeigten 
Ky~l G A(8, fi) • r ( 8 ) , was auf 

K e A(8, fi) • T(8) fûhrt. 

Mit Lemma 2.6 ist dann der Hauptsatz vollstândig bewiesen. 

8. Der Quaternionenkôrper. Sei ^ der Kôrper C der komplexen Zahlen 
und sei 8 der Quaternionenkôrper 0 ûber dem Kôrper R der reellen Zahlen. 
Fur dièse Géométrie C C 0 wollen wir zeigen, da6 eine eineindeutige Abbil-
dung von Q' auf sich, die Ketten in Ketten uberfûhrt, die Eigenschaft hat, 
da8 auch ihre Umkehrabbildung Ketten in Ketten uberfûhrt. Dièse Situation 
liegt ja (wie gezeigt) immer im Falle fi £ Z(8) vor. Zunâchst gilt 

SATZ 8.1. 1st $ eine Fâhrte, ist P (J $ ein Punkt, so gibt es genau eine Kette 
durch P , $. 
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Beweis. Wegen der dreifachen Transitivitât (Lemma 1.2) von r (Q) kônnen 
wir annehmen, daB $ die Fâhrte (ooOl) ist. Wir beachten, daB wegen 
C £ Z(Q) offenbar (coOl) keine Kette ist. Wegen 

(oo oi) = 8' = [cnz(0)r = Rr, 
da R das Zentrum von 0 ist, haben wir also in P einen Punkt aus 0 ~~ R vor 
uns. Nun gilt aber 

(28) U aCaT1 = 0 
aÇQ* 

und 

(29) aCa-1 n bCb'1 = R, 

letztere Gleichung, wenn a, b Elemente aus 0 * sind so, daB a~lb nicht im 
Normalisator von C* liegt. 1st nun (nach (28)) P € aCar1, so geht durch 
P, $ die Kette {oo} \J aCar1. Gâbe es zwei verschiedene Ketten durch P , <i>, 
so ware P £ aCa~l (~\ bQb~l mit 

aCa~l 9± bCb-K 

Also liegt arlb nicht im Normalisator von C, also gilt mit (29) 

P e aCa'1 H bCb~l = R, 

was nicht der Fall ist. Damit ist Satz 8.1 bewiesen. 

KOROLLAR. Eine eineindeutige Abbildung K von Q' auf sich, die Ketten der 
Géométrie C C 0 in Ketten ûberfûhrt, hat die Eigenschaft, daji auch ihre 
Umkehrabbildung Ketten in Ketten ûberfûhrt. 

Beweis. 1st t eine Kette, so kann sie wegen C $£ Z(Q) keine Fâhrte sein. 
Seien A, B, C verschiedene Punkte von t, sei $ die Fâhrte (ABC), sei 
P e t - $. Wir betrachten die Fâhrte * = (A^B^C1), die ebenfalls 
keine Kette sein kann. Deshalb gibt es wenigstens zwei verschiedene Ketten 
x, y durch ^ . Wâre P""1 £ (A^B^C*'1), so wâre P* - 1 G x H y , d.h. 
P Ç xK r\ y*. Da aber nach (29) der Durchschnitt zweier verschiedener 
Ketten mit wenigstens drei gemeinsamen Punkten schon eine Fâhrte ist, gilt 
P Ç (ABC), was nicht der Fall ist. (Dieser Beweis, daB aus 

P""1 6 (A^B'^C*'1) 

die Aussage P £ (ABC) folgt, kann nicht von vornherein mit Satz 2.1 1° 
gefùhrt werden, da noch nicht feststeht, ob K eine Kettenverwandtschaft ist.) 
Also ist PK~l g ^ . Nach Satz 8.1 geht durch PK~\ ^ genau eine Kette s. Also 
enthâlt sK den Punkt P und auch die Punkte A, B, C. Also enthâlt nach 
Satz 2.1 4° die Kette sK die Fâhrte <£>. Durch P , $ geht nach Satz 8.1 aber 
genau eine Kette. Wegen P £ t, t Z) $ gilt damit sK = t. Also gilt /K_1 = s, d.h. 
£K_1 ist eine Kette, was zu beweisen war. 
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Die Uberlegungen dieses Paragraphen (Satz 8.1, Korollar hierzu) bleiben 
richtig bei der folgenden allgemeineren Situation: 

Es sei $ ein echter Unterkôrper des Kôrpers 8 mit 
(a) | « H Z ( 8 ) | > 2; 
(b) 8 = Ua&a&ar1; 
(c) aiïa-1 C\ biïb-1 = $ H Z(8), wenn a_1& nicht im Normalisator von 

$* liegt. 
Diese Eigenschaften waren gerade erfiillt im Falle $ = C, 8 = Q. 
Die Forderung (c) ist natiirlich schon erfiillt, wenn gilt 

(c') $ r\ cftc-1 = $ n Z(8) unter der Voraussetzung, da8 c nicht im 
Normalisator von $* liegt. 

Eine hinreichende Bedingung fur (c') ist 
(c*) (« : [« H Z(8)]), (8 :«) , je endlich und Primzahl > 1. 

Denn betrachten wir fur c £ 8* den Kôrper c$tc~l, so liegt der Kôrper 
3 = $ H d h r 1 zwischen g = « H Z(8) und « . Aus ( « : g ) = (f l :3) • (,3:g) 
und ($ :g ) prim folgt ( 3 : g ) = 1 oder ( $ : £ ) = 1, was auf S = g oder 
$ = 3 fûhrt. Im Falle $ = £ liegt c im Normalisator von $*, denn 

(8:«) = (8:c«£T-i) . ( ^ - i : $ ) 

fuhrt auf cJhr1 = $ , da (8:$) prim ist; fur 3 = S ist dies nicht der Fall 
wegen der Annahme ( $ : g ) > 1. (c*) ist z.B. erfiillt im Falle 8 = 0 
und $ = C. 
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