ZUR GEOMETRIE DER KORPERERWEITERUNGEN
WALTER BENZ

Sei @ ein (nicht notwendig kommutativer) Korper, sei & ein (ebenfalls
nicht notwendig kommutativer) echter Unterkorper von £. Mit & bezeichnen
wir die projektive Gerade iiber ¥, d.h. die Menge  \U {0}, wo o ein neues
(in die Betrachtung hereinkommendes) Element, genannt ‘‘unendlich”,
darstellt. Ist entsprechend & = & U {0}, soist also & C ¥ (das Zeichen C
bezeichne echtes Enthaltensein). Die Elemente von ¥ nennen wir Punkite, die
Punktmengen (&), v € T'(2), wo I'(R) die projektive Gruppe von & (s.§ 1)
darstellt, nennen wir Ketten. Eine eineindeutige Abbildung der Menge der
Punkte auf sich, die in beiden Richtungen Ketten in Ketten iiberfiihrt, heifle
eine Kettenverwandtschaft. Diese Forderung, daB ndmlich Bilder und Urbilder
von Ketten wieder Ketten sind, kann (s. § 4) (wenn & im Zentrum von g liegt)
reduziert werden so, dafl nur Ketten in Ketten iibergehen sollen. Dann liegt
ndmlich bereits eine Kettenverwandtschaft vor. In § 8 werden auch Fille
angegeben mit & Z Z(2), wo diese Reduktion mdoglich ist, Z (%) das Zentrum
von L.

Die vorliegenden Untersuchungen sind dem Nachweis des folgenden Satzes
gewidmet:

HaupTsATz. Liegt in & wenigstens ein von O und 1 verschiedenes Element des
Zentrums von %, so ist die Gruppe M der Kettenverwandtschaften Produkt der
Gruppen A(R, &), T'(2),

M= A ®) - T(®),

wo A(R, ®) die Gruppe der Auto- und Antiautomorphismen von L ist, die &
als Ganazes festlassen und durch 0o —00 auf & erweitert seien.

Die Forderung |® N Z(®)| > 2, Z(®) das Zentrum von &, ist z.B. erfiillt
fiir Char  # 2, da dann 1 —1€ & N Z(R) ist. Aber auch im Falle
Char & = 2 gibt es unendlich viele Fille, wo sie erfiillt ist, z.B. wenn &
kommutativ und |&| > 2 ist. Wir merken an, da8 fiir | = 2 und (2:8) > 2
die Gruppe M die Menge A (8, &) - T'(f) echt enthilt. Fiir [&] = 2, (:R) =2
gilt jedoch M = A(&, &) - T'(R).

Der Beweis unseres Satzes wird in drei Abschnitten gefiihrt:

(A) & € Z(Q) und Char 8 # 2,

(B) & € Z(8) und Char & = 2,

(C) allgemeiner Fall.

Eingegangen am 19. Mirz, 1968. Teile der vorliegenden Untersuchungen waren Gegenstand
von Vortrigen, die der Verfasser in den mathematischen Kolloquien der Universititen
Hamilton, Ottawa, London (Ontario), Montreal, gehalten hat.
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Die in (A), (B) benutzten Methoden sind verschieden;! der allgemeine
Fall kann mit Hilfe eines Fahrtenbegriffs (geeignete Kettendurchschnitte) auf
die Fille (A), (B) zuriickgefiihrt werden. Der Fall (A) ist bereits in der
Publikation (3) des Verfassers abgehandelt.

Wir geben Korollare zu unserem Hauptsatz an:

1° Ist ® der Korper R der reellen Zahlen, ist & der Korper G der komplexen
Zahlen, so sind die zugehirigen Ketten die Kreise der vollstindigen komplexen
Zahlenebene (s. etwa Schwerdtfeger (12, p. 11, Example 9). Der Hauptsaiz
gibt demnach hier die bekannte Gruppe der Kreisverwandtschaften.

2° Spezialisiert auf den Fall, daf R eine kommutative Erweiterung vom Rang 2
von R ist, stellt unser Haupisatz ein Resultat von Hoffman (8, von Staudt’sches
Theorem, p. 827) dar.

3° Unler den Steinersystemen, die Witt in (13) betrachtet, sind auch die (in
unserer Sprache ausgedriickien) Kettengeometrien & C &, wo &, L Galoisfelder
sind. Unser Haupisatz gibt die Gruppen (s. Witt, 13, p. 268) dieser Steiner-
systeme an: Seien a, & natiirliche Zahlen, sei p eine Primzahl, set = GF (p?),
@ = GF (p?). Die Gruppe dieses Steinersysiems ist dann im Falle & # GF (2)
vollsiindig gegeben durch die Menge der bereits in (13, p. 269) betrachteten

Substitutionen
w= ¥ 0
T +d’
wo a, b, ¢, d € L mit
a b
o o

ist, und wo 1 ein Automorphismus von GF (p%) ist, der GF (p*) als Ganzes
festlift. Diese Automorphismen sind dabei bekannilich alle leicht angebbar. Im
Falle & = GF(2) besteht die Gruppe des Steimersystems £ C & aus allen
Permutationen von L \J {oo}.

4° Ist k eine Kette der Geomelrie ® C &, so sei (in naheliegender Weise) unter
einer Inversion an k jede Kettenverwandtschaft verstanden, die k punktweise
festlifit. Die Menge der Inversionen an k bildet eine Untergruppe der Gruppe der
Kettenverwandtschaften, die Inversionsgruppe I(k) an k. Ist nun L eine kom-
mutative und normale Erwetterung (im Sinne von Artin (2, p. 41)) des kom-
mutativen Korpers R, || > 2, so folgt aus unserem Hauptsatz fiir diesen Fall
(s. Benz (5, p. 169) fur den Fall Char & 5 2): Die Inversionsgruppe I(k) an k
15t isomorph zur Galoisgruppe von R diber K. Damit hat man eine geometrische
Veranschaulichung der Galotsgruppen. (Man beachte, daBl im Vorliegenden
Fall Char = 2 mit eingeschlossen ist, wenn nur [®] > 2 ist.)

"Wahrscheinlich 148t sich der Beweis (A) dem Beweis (B) subsumieren; ein Versuch in
dieser Richtung unterblieb, weil wir den geometrisch durchsichtigen Beweis (A), der doch
immerhin die Vielfalt Char { s 2 beherrscht, nicht opfern wollten.
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5° Die Frage nach allen eineindeutigen Abbildungen der reellen projektiven
Geraden auf sich, die harmonische Quadrupel (d.h. Quadrupel vom Doppel-
verhdiltnis —1) in harmonische Quadrupel iiberfiihren, geht schon auf K. G. Chr.
von Staudt (s. Blaschke (6, p. 38)) zuriick. Ist &, |R| > 2, ein echter Unter-
korper des Korpers &, der im Zentrum von R liegt, so heifie das geordnete (aus
verschiedenen Punkten bestehende) Quadrupel A, B, C, D ein R-Quadrupel, wenn
DV(ABCD) € 8 ist. Wir fragen nun nach allen eineindeutigen Abbildungen
der projektiven Geraden iiber L auf sich, die R-Quadrupel in K-Quadrupel
tiberfiihren. Der Hauplsatz zeigt, daff diese Abbildungsmenge durch A(g, &). T'(Q)
gegeben 1st.

1. Die Gruppe I'(¥). Wir definieren die Permutationen o(a, ¢), n(a, c),
p, ¢(a, b, ), ¥(a,b,c, p) von &, wobei a,b,c,p € L mit a = 0, b # 0 ist:

U(G’C):z_){az-l-c fljrz;éoo,
00 fiir z = o0,
W(G’C):Z_){za—l-c fljrz;éoo,

0 fiir z = 0,

g fiirz 0,0,
p:g— o0 fiirz =0,
0 fiirz= o0,

azb + ¢ fiir z # 0,

o

fiir z = 0,
a(z — p) 0+ ¢ fiirz = p, 0,
‘I/(a’bycrp):z——) 0 fﬁrZ=P,
c fiir z = o0.

Selbstverstiandlich kénnen verschiedene Tripel (g, b,c¢) zur gleichen Per-
mutation ¢ fithren. Zu (e, b, ¢) fithren noch genau die Tripel (af, £, ¢), £ ein
Zentrumselement # 0, zur gleichen Permutation. Entsprechendes fiir ¢.

Definieren wir nun I'(®) als die von p und allen Permutationen o(a, ¢) mit
0=#ac¢ g cc Qerzeugte Gruppe von Permutationen von &/, und I'x(%) als
die von p und allen = (a, ¢), 0 % a € &, ¢ € ¢ erzeugte Gruppe, und schlieBlich
T'(Q) als nur die Menge aller Permutationen der Gestalt ¢(q, b, ¢), ¥(a, b, ¢, p)
mit a,b,¢,p € Qund a = 0, b £ 0, so gilt das folgende Lemma.

LemMma 1.1. T(R) = I (2) = T'(®).

Beweis. Wir zeigen T'(2) C I, (2) C I'(®) C T(D).
(a) T(R) C T.(?). Dies ist nachgewiesen, wenn wir o(a, ¢) € T'»(2) haben
fiir alle ¢, ¢ € ¢ mit ¢ 5 0. Es ist aber

a(a, c) = w(a7!, 0)pr(a?, 0)pr(a, c).
Wir fithren das Abbildungsprodukt « - 8 in der Form z — 28 = (2*)f aus.
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(b) T.(®) C T'(¥). Dies ist nachgewiesen, wenn wir p € I'(2) und
w(a, c) € T(Q) fiir alle a, ¢ € € mit a £ 0 haben und auBerdem, daB I'(®)
eine Gruppe ist. Wir beachten zunichst p = ¢¥(1,1,0,0) und =(a,c) =
o(1, a, ¢). DaB T'(®) eine Gruppe ist, hilt etwas linger auf. T'(Q) enthilt die
identische Permutation in der Gestalt ¢(1, 1, 0). Die Frage der Assoziativitit
bereitet keine Schwierigkeiten, da Abbildungen zugrundeliegen. Die inverse
Permutation zu ¢(a, b, ¢) ist ¢(a~1, b7, —a~1cb™1), die zu ¢¥(a,b,c, p) ist
Y (b, a, p, ¢). Weiterhin gilt

#(a,b,¢) - p(d, b, ) = ¢(aa, bb,a'ch + ¢'),
¢(a’, b, ") - ¥(a. b, ¢, p) = ¢(ad =, @', ¢, a7 (p — )0').

Also haben wir mit dem Gezeigten auch

Yoo = (o)t =(¢Y) = )=y,
wo ¢’ eine geeignete Abbildung des Typs ¢ ist, und ¢/, ¢/, '’ geeignete
Abbildungen des Typs ¢ sind.

Weiterhin schreiben wir

¢(a7blc’ p)ll’(ayl b,76’1p/) = ¢(17 17 ——P) : w(l’ 1’ 07 O) : ¢(a’ b! C) ) \p(."l,' b,' C,7 PI)'

Wenn wir beachten daB ¢ - ¥ zum Typ ¢ gehort, so haben wir mit geeigneten
Elementen @, b, ¢, p € £, d-b # 0,

Y(a, b, ¢, p)¥(a, b, c,p) = ¢(1,1, —p)¥(1,1,0,0) - ¢(a, b, ¢, p)
=¢(1,1, —p)-¥(1,1,0,0) - ¥(1, 1,0,

Im Falle § = 0 ist die rechte Seite vom Typ ¢, da
¥(1,1,0,0) -¢(1,1,0,0) = ¢(1, 1,0)
gilt; im Falle p # 0 ist

10(11 ]-y 01 0) ° 10(1, 1, 0: i’) = lp(ﬁ—l! —p_lr '—ﬁ—]! p-_l)-
was fiir die vorgenannte rechte Seite
¢(1, 1, =p)¥e(a, b,¢) = ¢-¢/ =y € T'(Q)
ergibt. Damit ist in der Tat I'(2) eine Gruppe.

(c) T() S I (®). Esist¢p(a,b,c) =p-0(dL0):-p-0o(a,c); zum anderen
gllt 1[/((1, by ¢, P) = ¢(1, 1, —P) : "p(ly 1,0, 0) : ¢(a'y b, C) € I‘(g)r da
¥(1,1,0,0) = p und (wie gerade gezeigt) die Abbildungen vom Typ ¢ zu
(%) gehoren.

Wir werden die Gruppe I'(R) meist in der Form T'(®) zugrundelegen, was
nach Lemma 1.1 moglich ist. Der Beweis des Lemmas (Schritt (b)) ergibt
noch, daf die Menge (&) der Abbildungen vom Typ ¢ eine Untergruppe von
I'(®) = I'(R) ist. Keine Abbildung vom Typ ¢ hat 0 zum Fixpunkt. Damit
ist () der Stabilisator in I'(R) des Punktes oo, d.h. die Menge der Elemente
von T'(R), die oo festlassen.

»e(a, b, e).
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LemMA 1.2. T(R) ¢st dresfach transitiv auf &', d.h. sind A, B, C verschiedene
Punkte und ebenso A', B', C’, so gibt es ein v € T'(R) mit Ar = A’, BY = B,
Cr = C'. Der Stabilisator in T(R) von ©, 0, 1 ist die Gruppe der inneren
Automorphismen ¢(a,a1,0) mit 0 %= a € & von &; damit ist & genau dann
kommutatto, wenn T (R) minimal dreifach transitiv auf ¥ ist.

Beweis. Wir zeigen, dalB es ein vo € I'(2) gibt mitoo —- P, 0—Q, 1 - R,
wo P, Q, R drei beliebige verschiedene Punkte sind: Im Falle P = o0 tut
dies ¢(R — Q, Q), wobei wir R, Q € L und R # Q beachten, da P = 0, Q, R
verschiedene Punkte von ¥ sind. Im Falle P s o sei zunichst

v=v(1,1,0,P);

wegen P¥ = o0 sind Q¥, RY verschiedene Elemente von £ und

(R — Q¥ Q) -yt

ist ein gesuchtes .

¢ (R) ist der Stabilisator von c. Die Abbildungen in ¢(2), die auch noch 0
und 1 festlassen, sind gegeben durch ¢(a, a1, 0), ¢ € & = & — {0}. Ist &
kommutativ, so ist ¢(a, a1, 0) die identische Permutation fiir alle ¢ € £*
und umgekehrt,

Der Stabilisator T',0,1 von o, 0, 1 ist offenbar isomorph zu ¥*/[Z()]*;
hier ist F* die multiplikative Gruppe des Korpers F.

Lemma 1.3. Sind A, B, C, D verschiedene Punkte, so gibt es ein v € T(R)
mit A =B, B =A,Cr=D, D" = C.

Beweis. Nach Lemma 1.2 gibtesein § € T'(®) mit 4% = c0, B® =0, C? = 1.
Damit ist D? € &, Ist ¢y = ¢(D?% 1,0,0), so hat v = 6¢5~! die verlangte
Eigenschaft.

2. Ketten. Ist keine Kette und ist P € k, so benutzen wir Redewendungen
wie ‘P liegt auf &, ““k geht durch P’’ usf. Durch o, 0, 1 geht z.B. die
Kette &. Damit hat man mit Lemma 1.2

LeEmMMA 2.1. Durch drei verschiedene Punkle geht wenigstens eine Kette. Jede
Kette enthilt wenigstens drei verschiedene Punkie.

Wir haben ferner

LEMMA 2.2. Durch drei verschiedene Punkte geht genaw eine Kete genau dann,
wenn & im Zentrum von L liegt.

Beweis. Gibt es drei verschiedene Punkte, durch die genau eine Kette geht,
so geht durch je 3 verschiedene Punkte genau eine Kette, da T'(R) (die Gruppe
enthilt offenbar nur Kettenverwandtschaften) dreifach transitiv auf &’ ist.
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Nehmen wir nun an, daBl durch o, 0, 1 genau eine Kette hindurchgeht, so
mufB insbesondere

(&)= & firalley € T'p,01
gelten. Also muf
afa! = § fiirallea € &

gelten. Dies bedeutet nach dem Satz von Cartan-Brauer-Hua (s. Brauer
(7, p. 619)), daB R C Z(®) gilt, da & C L ist.
Liegt umgekehrt & im Zentrum von &, so ist also

afat = { firallea € ¢*,

d.h. (R) = & fiir alle v € TI'y,0,1. Sei nun (R')%, 8 € T'(R), eine beliebige
Kette durch o0, 0, 1. Wegen o0, 0, 1 € ()% gibt es Punkte P, Q, R = &' mit
Pé=o0,00=0,R = 1. Esgibtein ¢ € T(R) C I'(®) mit oot = P, 0¢ = Q,
1¢ = R. Also ist ¢ € T',0,1. Damit haben wir

(R0 = [(R) = (R) = .

Zur Bequemlichkeit des Lesers fiigen wir hier einen Beweis (Brauer
(7, p. 619)) des Satzes von Cartan-Brauer-Hua (d.i. Lemma 2.3) bei:

LeMMA 2.3. Aus aDa ' C O fiir alle a € € folgt  C Z(R), wenn  ein
echter Unterkirper von R ist.

Beweis. Fiira € ¢ — Q giltfiir b € ©
aha'=h €  und (A4 a)h(l 4+ a)'=hy, € 9,

d.h.akh = haund (1 4+ a)kh = k(1 4 a), wasauf b = hy + (hy — hy)a fiihrt.
Wire hy — by # 0, so miiite ¢ € & sein, was nicht der Fall ist. Also hat man
he = by und damit & = he. Also ist ah = ha fiir alle 2 €  und a € & — D.
Istnun#’ € Yunde € ¢ — 9, sogilte + A’ € L — 9 und damit

(a4 W)h = h(a+ &) fiiralleh € D.

Da noch ah = ha ist, hat man hieraus #'h = hh'. Also gilt ah = ha fiir alle
he€ und a € 8 was § C Z(R) bedeutet.

Fiir die folgenden Betrachtungen definieren wir die Menge:

=N afa".

ael*

LEMMA 2.4. Esist § = & M Z(Q).

Beweis. § ist ein Korper: Dies liegt auf der Hand, da alle ¢fa~!, a € &¥,
Unterkorper von  sind. Setzt man ¢ = 1, so sicht man § C &. Aus u € &*
folgt uFu1 C §, da § & afa! fiir alle a € & doch

uFu ' S u-alat-u"t = (ua) K (ua)?
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ergibt, d.h. uFu~—! C bRb~! fiir alle b € *. Mit Hilfe des Satzes von Cartan-
Brauer-Hua (Lemma 2.3; hier anstelle von § den Unterkérper § C & C €
zugrundegelegt) hat man § C Z(2).

Es verbleibt § N Z(R) C § zu zeigen: Istk € & N Z(R), so gilt k& = aka™!
fiir alle @ € ¥, d.h. & € aRa™! fiir alle a € &*.

Sind A4, B, C verschiedene Punkte, so verstehen wir unter der Fihrte
(ABC) den Durchschnitt aller Ketten, die 4, B, C enthalten. Im Falle
R € Z(Q) fallt nach Lemma 2.2 offenbar der Fahrtenbegriff mit dem Ketten-
begriff zusammen. Es gilt

Satz 2.1. 1° Eine Kettenverwandtschaft diberfiihrt Fihrien in Fihrien.

2° Jede Punkimenge (F')Y, v € T'(R), ist eine Fihrte und umgekehrt ist jede

Féhrte von dieser Form.
3° Durch drei verschiedene Punkte geht genau eine Fihrte.

4° Eine Kette enthilt mit den verschiedenen Punkten A, B, C die ganze
Féhrte (ABC).

Beweis. Die Eigenschaft 4° folgt unmittelbar aus der Definition des Fahrten-
begriffs. Zu 1°! Sei « eine Kettenverwandtschaft, sei {¢ = (ABC) eine Fihrte.
GemifB Definition ist

(ABC)= N %k und (A'BCY= N bk
A,B,C¢Ek AX,B*,C*en
AuBerdem gilt

(ABC)“=( mekk)“= n k.

A,B,C
Offenbar ist deshalb
(ABC)* D (A*B*C*).
Da fiir eine Kette % auch k%! eine Kette ist, und da 4%, B*, C* € k offenbar
A, B, C € b impliziert, so ist auch
(ABC)x C (4*B*C"),
was 1° beweist.

Um 2° zu zeigen, bestimmen wir zunichst alle Ketten, die ©, 0, 1 enthalten:
Ist (R")?, & € T'(R), eine Kette, die 0, 0, 1 enthilt, so gibt es also Punkte
P, Q, RE & mit PP=o0, ® =0, R®=1. Sei ¢ € I'(R) mit c0¢ = P,
0¢ = (Q, 1« = R. Sei p = €b. Dann ist

(@1)8 = [(@I)e]s = (@’)u mit co# = o0, O0* = 0, 1* = 1.

Da TI'y 0,1(2) aber aus allen Abbildungen ¢(a, a1, 0), a € ¥*, besteht, so ist
die Menge aller Ketten durch o, 0, 1 durch

{0} U (aRa™?), a€ ¥
gegeben. Dies bedeutet
N k={o}UN aRa’=g.

,0,1€k a€R*
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Nach 1° sind demnach alle Punktmengen (§’)7, v € I'(R), Fihrten. Ist auf
der anderen Seite (A BC) eine beliebige Fihrte, so sei v € T'(2) eine Abbildung
mit 007 = A, O = B, 1n = C. Mit 1° gilt

(ABC) = (c070717) = (c001) = (F').

Zu 3°! Hatten wir die Ketten beziiglich des Unterkérpers § anstelle des
Koérpers f eingefiihrt, so ergibt die Darstellung 2° mit Lemma 2.2 (da
F € Z(¥) gilt) die Aussage 3°.

LeEMMA 2.5. Die Ketten sind genau gegeben durch die Punktmengen

foo} U fatb +c|t€ 8Y;

1
ui
Y=y
Dabei sind a, b, ¢, p in & mii ab 0.

b+c¢ EE@}, p ¢ 8.

7

Bewets. DaB} die aufgeschriebenen Punktmengen Ketten sind, liegt auf der
Hand, da nach Definition die Punktmengen (8')7, v € T'(R), die Ketten sind.
Sei auf der anderen Seite ()7, ¥ € T'(), eine Kette. Ist o0 € (&')7, so
koénnen wir 0¥ = o0 annehmen; ist namlich P* = oo, P € &, so sei ein
§ € T(R) hergenommen mit c0? = P, was 0% = o0 ergibt mit ({)¢" =
[((®)]r = (&'). Also ist 0.B.d.A. v von der Form ¢(a, b, ¢) und (') damit
eine Punktmenge von der zuerst angegebenen Art. Im Falle o ¢ (&')7 ist v
von der Form ¢(a, b, ¢, p) mit p € R, da sonst p¥ = oo auf (&) lige.

Aus Lemma 2.5 ergibt sich sofort

LemMA 2.6. Alle « € A(Q, ®) sind Kettenverwandischaften. Damit sind auch
dle k € AR, R) - T(®) Kettenverwandischaften.

3. Doppelverhiltnisse. Wir fiihren den Doppelverhiltnisbegriff nicht
(wie tiiblicherweise) von vornherein als Konjugiertenklasse ein, sondern in
einer auf TI'(%) zuriickgehenden Weise, die es gestattet, die grundlegenden
Doppelverhiltniseigenschaften rasch herzuleiten (s. hierzu auch (4)).

Sind 4, B, C verschiedene Punkte, so bezeichne I'(4§9) die Gesamtheit
aller vy € T, die 4 in o0, B in 0, C in 1 iiberfiithren. Es seien nun 4, B, C, D
verschiedene Punkte. Dann sei das Doppelverhltnis [5 ¢], es kommt dabei
auf die Stellung der einzelnen Punkte an, erkliart durch

{D’ vy € I‘<A B C>}

o 0 1

Alle diese DY mit

4 B C
7€F<oo 0 1)
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gehoren offenbar (y ist bijektiv) zu & — {1}. Somit ist {iir die verschiedenen

Punkte 4, B, C, D gewiB
A B "

Lemma 3.1. Sind A, B, C, D verschiedene Punkte und ist 6 € T, so gilt
5 21-[5 2
D ¢l Lp® ¢l
4° B* ¢
ceafe B e

o 0 1

I ABC)}
_{Dyer(ooo 1/}

Lemma 3.2. Sind A, B, C, D verschiedene Punkie, so gilt

5 el-1e5)-152)-13 5]

Beweis. Folgt sofort aus Lemma 3.1 in Verbindung mit Lemma 1.3.

Beweis. Es ist

4° B CB>} {
s D RN
{(D v € 11<oo 0 1 =P

Ist @ € ¥, so verstehen wir unter {a) die Menge {aaa~!| a € ¥}, d.h. eine
sogenannte Konjugiertenklasse.

Lemwma 3.3. Sind A, B, C, D verschiedene Punkte, so gibt es ein a € ¥ — {1}

mil
4 -

Im Falleresp. A = 0, B = w0, C = 0, D = © kann fiir o genommen werden
resp. (B — CO)'(B — D), (4 — O@A — D)?Y, (B — D)4 — D)7,
4 —-C) (B — 0\ Im Falle 0 ¢ {A, B, C, D} kann

a=Ad—-C)(B -0 (B—-D)A4—D)!
geselat werden.

Beweis. Sei e eine (nach Lemma 1.2 existierende) Abbildung aus T'(®), die
A in o0, B in 0, C in 1 iberfiihrt. Also ist « = D¢ € & — {1}. Dann gilt

offenbar
4 B C o 0 1
F(oo 0 1>—e-I‘<OO 0 1)'

ABC}_{ cely | 1 (oo()l)
7€~~r<oo 0 1>, R A R A W

ez 9 D)

Wir haben damit

5 el-te
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letzteres aus der zweiten Behauptung von Lemma 1.2. Um den weiteren Teil
von Lemma 3.3 zu beweisen, brauchen wir also z.B. nur ein ¢ € T(®) zu
finden mit A¢ = 00, B¢ =0, C¢ = 1, und @ = D¢ zu setzen. Im Falle 4 = o
bzw. B = o0 sei ¢ gegeben durch 2 — (C — B)~1(z — B) bzw.

z2— (C—4)(z— A)".

Hier ist also @ = (C — B)"Y(D — B) bzw. a = (C — A)(D — A)~.. Den
zweiten Fall mit Lemma 3.2 verbindend haben wir fiir C = © bzw. D = ©
sofort

[g of:l - B O;s} = ((B — D)(4 — D)%), bzw.,

£ 2[5 - oo

Im Falle © ¢ {4, B, C, D} gilt mit § = ¢(1,1,0, 4) jedenfalls

[A B]_[A‘ B‘]_[ 0 (B—A)—l]
D cl™lp 1T Lp—-4) (€—-4)"
=((B-ADTT-C-DNTIB-DT—D-4)7.

Der Beweis ist erbracht, wenn wir beachten

[(B—A)' = (C-A)'=[B—-4)((C—-4) - (B—A4)(C—A)

= (C—A4)(C—B)"Y(B — 4)
und ebenso

B—A)y1— (D —-A)'=B—-A4)'(D—-B)(D— 4)\.
LeEmMA 3.4. Sind A, B, C, D verschiedene Punkte mit

b 2w

3 4] wa [4 -

Beweis. Es gilt mit p = ¢(1, 1, 0, 0) (beachte p?2 = 1)

B 4] _ 5’ (B A c>1

[D C]“{D €N 0 1/f
_ 1 peye BAC)__(ABC)l
_{(D) 6per<oo 0o 1/ "~ Nw o 1/f

Aorlers 2 9

s0 st
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Aus D € {a) folgt aber (D)? = 1/D7 € (o). Mit ¢ = ¢(—1, 1, 1) ist genauso
(auch hier ¢2 = 1)

5 5l=tleers § 2
~{ay

o 0 1
denn D € (@) impliziert (D")¢ =1 — D¥ € {1 — a).

Y € I‘<A B €>}=<1—a);

o 0

Definieren wir {c0) = {00} und lassen wir auch {0) = {0}, (1) = {1} zu,
so wollen wir jetzt auch [ ¢] fiir den Fall definieren, daB 4, B, C, D genau
drei verschiedene Punkte sind:

Sei [5 8] resp. (), (0), (1), wenn im Schema (5 &) resp. eine Kolonne,
Diagonale, Zeile gleiche Punkte enthilt. Vereinbaren wir schlieBlich noch,
daB wir die Klasse (o) einfach in der Form o aufschreiben wollen, wenn
(@) = {a} ist (Fall @ = 00 oder a € Z(®)), so haben wir

LeMMA 3.5. Gilt & C Z(Q), sind A, B, C verschiedene Punkte, so ist die nach
Lemma 2.2 eindeutig bestimmte Kette (der Kettenbegriff fillt hier mait dem
Féihrtenbegriff susammen) durch A, B, C gegeben durch

wor-{[4 2ee)

Beweis. Sei (8')7, v € T(Y), die Kette durch 4, B, C. Wir kénnen o7 = 4,
0r = B, 1* = C annehmen. Ist nun P € & — {0, 0, 1}, so gilt nach

Lemma 3.1,
A B o 0
[P" C] B [P 1:| €&

d.h. Pr € (ABC). Ist umgekehrt X ein Punkt £ 4, B, C mit

4 B
[X C]E‘@’

ay=[gm ][4 2les

dh. X" € ®; damitist X € (®).

Mit unseren bisherigen Betrachtungen ist auch ein AnschluB an verfasser
3, §2, pp. 351-355) hergestellt. Von dorther kénnen wir die Giiltigkeit
unseres in der Einleitung zitierten Hauptsatzes iibernehmen im Falle

(A) R € Z(®) und Char & # 2.

Da wir jedoch einen Grofiteil der in (3, § 3, pp. 351-358) angegebenen
Zwischenresultate hier auch fiir den Fall Char & = 2 benétigen, wird der
Fall (A) in den vorliegenden Betrachtungen vollstindig mit enthalten sein.

so gilt
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4. Eine Beriihrrelation. In diesem Paragraphen setzen wir £ C Z(%)
und |®] > 2 voraus. Keine Einschrinkung (wie in (3)) iiber die Charak-
teristik von & wird benttigt. & ist kommutativ, da § im Zentrum von g liegt.
{ als Vektorraum iiber § betrachtend, sei 9 der (¥:8)-dimensionale affine
Raum iiber ®. Die Punkte von ¥ kénnen damit mit den Elementen von &
identifiziert werden. Sind P, Q verschiedene Punkte, so ist

{oP + (1 —a)Qla € &}

die Verbindungsgerade von P und Q. Ist g eine Gerade von ¥, als Punktmenge
betrachtet, so stellt g \U {c0} = ¢’ eine Kette durch o dar: Sind niamlich P, Q
verschiedene Punkte von g, so gilt

{ap+<1—a)Q;ae@;ugoo}={X6 2’[}0 ‘g]e@'}.

Ist vice versa k eine Kette durch 00, so ist kg = & — {0} eine Gerade von ¥:
Sind P, Q (nach Lemma 2.1) untereinander und von o verschiedene Punkte
auf &, so ist also P, Q € £ und auflerdem

[;? g]eﬁ'}—{w} = f{aP + (1 —a)Qla € &} .

Definition. Sind a, b Ketten durch den Punkt P, so setzen wir aPb genau
dann, wenn es ein v € T'(2) mit P? = o gibt so, daBl die Geraden ay, b¢"
parallel sind.

LemwMA 4.1. Sind a, b Ketien durch P mit a M b = {P} und mit aPb, so gilt
fiir jedes & € T'(R), das P in o0 dberfiihrt, ac®||bo?, d.h. ao®, bo® sind parallel in .

Beweis. Sei zundchst P = 0. Der Stabilisator von co in T'({) ist die Gruppe
® () von § 1. Wir zeigen, daB alle ¢ € ®(R), auf ¢ beschrinkt, Affinititen
von ¥ sind: z2—az8 + v mit o, B, v € ¥ und a # 0 = B iiberfiihrt aber
tatsichlich Geraden in Geraden (da ¢(a, 8, v) Ketten durch o in Ketten
durch oo iiberfithrt) und parallele Geraden in parallele Geraden; sind niamlich
(N, Q), (R,S) parallele Geraden, d.h. gilt S — R = A(Q — N) mit einem
N € &* so ist (man beachte N € Z(R))

@SB+ 7v) — (@RB+v) =a(S — R)B = r(Q — N)B
= M@QB8 + v) — (@NB + v)1.

Aus aPb folgt nun die Existenz eines 8o € I'(2) mit @%b’ und (wegen
P = 0) § € ®(R). Also ist a¢®||by® eine Folge des Affinititscharakters von
8071 € ®(2). Der Fall P # o0 erledigt sich so: Die Gesamtheit der Abbil-
dungen aus I'(R), die P in oo iiberfithren, ist durch ¥(1, 1,0, P) - ®(2)
gegeben. Gilt nun a%[be? fiir ein 8, € ¥ - ®, so folgt fiir jedes 6§ € ¢ - &
offenbar a¢?||b¢®, da 65710 € @ ist. -

LemMma 4.2. (1) Aus aPb, a # b, fblgt aMb={P}. Aus P € a folgt aPa.
Es ist bPa eine Folge von aP). Schlieflich ergibt aPb, bPc¢ auch aPc.

fxee
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(i1) Ist k eine Kette, sind P, Q Punkie mit P € k, Q ¢ k, so gibt es genau
eine Kette k' durch P, Q mit kPE'.

(iii) Folgt aus a M b = {P} stets aPb, so ist ® eine kommutative quadratische
Erweiterung von 8.

Bewess. (i) und (ii) folgen aus entsprechenden Eigenschaften fiir die
Parallelititsrelation in 9(; insbesondere ist (ii) eine Folge des euklidischen
Parallelenaxioms. Zu (iii): Hier ist 3 die affine Ebene iiber . Ist /; € { mit
lo ¢ &, soist1, o eine Basis von Q iiber &: Seil € & Dann zeichne man durch
! die Parallele zur Geraden (0, 1), die die Gerade (0, /) in aly, « € R, schneiden
moge. Also gilt / = alpoder ! # aloyund I — aly = A(1 — 0) mit einem N\ € &%*;
insgesamt ist [ =X+ aly mit A € & Da noch ® C Z(8) gilt, muB £ kom-
mutativ sein.

Satz 4.1. Es seien a, b Ketten durch den Punkt P mit a \\'b = {P}. Dann
sind die folgenden Aussagen gleichwertig

(i) aPb;

(ii) Es gibt Punkte A, A', B, B’, F mit
A, A’ sind verschiedene Punkte auf a — b,
B, B’ sind verschiedene Punkte auf b — a,
Fda\Jb,
PFAB, PFA'B’ sind je konzyklische Quadrupel, d.h. je gemeinsam einer
und derselben Kette angehirend.

Beweis. Aus (i) folgt (ii). Seien zum Beweis dieser Aussage 4, A’ unter-
einander und von P verschiedene Punkte auf a. Sei

P 4 4
v e I1<<>o 0 1> )
Dann ist nach Lemma 4.1 jedenfalls a¢|[bs”. Sei &€ € & — {0, 1}; wegen

|®] > 2 gibt es solch ein Element. Sei B ein Punkt auf b — a. Wir erkldren
Punkte B’, F durch

B)y=B+1-¢&1  (F)7=¢B.

Es ist B &% B’, da sonst £ = 1 wire. Es ist B’ € b — a; denn die eindeutig
bestimmte Parallele durch B zu (0,1) (diese ist b¢") enthilt (B’) # .
Wegen £BY # oo ist F % P; weiterhin ist F* € a¢"\J by, da F¥ € a¢" auf
(B € 8, d.h. auf B € a fiihrte, und F* € by auf ¢BY = BY + u mit u € R,
was wegen ¢ # 1 auch B € R ergidbe. SchlieBlich ist

L4 v
[1; ﬂ - [1.;* ,Z:] - [;ov EBO] = (¢B)E- DB ER
und

5 Lo @]
B 41 lBP+1-¢ 1

= @B - 1D)NE-1)B -1+t =1—-¢"¢c8.
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Aus (ii) folgt (i). Die Punkte 4, 4’, B, B’, F miissen paarweise verschieden

sein. Sei
P 4 A4
v € P(oo 0 l> .

Der Punkt (B’)” liegt auf der Geraden (Fv, (4’)7). Dies ergibt, wenn man
noch FY € (A7, B") beriicksichtigt:

1) Fr=2\By, X & —1{0,1},
2 By =aF'4+ (1—a)=0—a)+a\B, acf—{01].

Wir zeigen (B’)Y — B € &, was a¢"||by” ergibt und den Beweis beendet.
Wire (B’)Y — BY € € — R, so ergdbe (2) zunichst ah — 1 # 0, was auf

= oA L 1 Ay Y 2%4 .
Sﬁa)\—-lB a)\—l(B)E(By(B)) fithrt.
(Man beachte bei diesen Rechnungen  C Z(8).) Wegen (2) ist auch
_ae—1 — (47 Y
—a)\_léﬁ—— A7, 4.

Damit wire aber .S € ag* M byY, was 0 = .S € & ergibe.

Unter der Voraussetzung £ & Z(R) ist jede eineindeutige Abbildung « von
{ auf sich, die jede Kette wieder in eine Kette iiberfiihrt, bereits eine Ketten-
verwandtschaft: Ist ndmlich & eine Kette, so seien 4, B, C verschiedene
Punkte auf k. Durch A", B!, "' geht nach Lemma 2.2 genau eine Kette a.
Also ist a* eine Kette, die (45 ')* = 4, B, C enthilt. Nach Lemma 2.2 ist
demnach a* = k und k' = ¢ damit tatsichlich eine Kette.

KoRrOLLAR zU SaTz 4.1. Ist k eine Kettenverwandtschaft, so ist aPb mit
a*P*b* gleichwertig.

Beweis. Wir brauchen nur zu zeigen, daBl a*P** aus aPb folgt, da «~! auch
eine Kettenverwandtschaft ist. Im Falle ¢ = b ist nichts zu zeigen. Sei also
a M b = {P}. Satz 4.1 fiihrt auf geeignete Punkte 4, 4’, B, B’, F. Die zuge-
horigen k-Bilder dieser Punkte zeigen nach Satz 4.1 dann a*P*b*.

In den weiteren Betrachtungen werden wir den folgenden Satz von Hua (8)
(s. fiir einen Beweis z.B. Artin (1, pp. 37-40)) zweimal verwenden.

Satz (Hua). Sei x — x' ein Automorphismus der additiven Gruppe L+ des
Kirpers L mit 1/ = 1 und (x71) = (&)~ fiir alle x € L*. Dann ist x — &' ein
Automorphismus oder aber ein Antiautomorphismus von L.

5. Der Fall (A). Hier sei also & C Z(®) und Char ¢ # 2.

Satz 5.1. Es seien A, B, C, D verschiedene Punkie auf einer Kette k. Dann sind
die folgenden Aussagen gleichwertig

@ [4 2]
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(b) Es gibt verschiedene Punkte F, G, H mit F, G, H ¢ k;
AHGD, BHFD sind knozyklische Quadrupel;
(FGD)D(ABD),

(AFD)D(CHD)D (BGD).

Beweis. Sei X — X’ eine Abbildung aus I'(Q § 5). Gelte (a). Aus

=en=[p 8l-[5 &)

(Lemma 3.1) folgt (Lemma 3.3) A’ = —1. Sei 2 €  — ®. Die Punkte
F, G, H seien durch F' =7 — 1, G’ = ¢+ 1, H = }i gegeben. Wir beachten
dabei Char & # 2. Fiir die Punkte F, G, H gilt (b), da (b) fiir die gestrichenen
GréBen gilt, und da X’ — X als Kettenverwandtschaft die Beriihrrelation
erhilt (Korollar zu Satz 4.1). Gelte nun (b). Wieder legen wir die Abbildung
X —» X' zugrunde. Aus (F'G'D')D'(A’B'D’) folgt (F’,G")||(0,1). Dies
bedeutet G’ — F' = 2\ € &*. Setzt man ¢ = 1(F' + G'), so ist F/ =1 — )\,
G =i+ N Ist A’ = a € & — {1}, so folgt aus (4 FD)D(BGD) zunichst
(A, F)||(B',G") und damit F' — A’ = u(G' — B') mit einem u € R*.
Hiermitgilt: — X —a =pu(t4+ X — 1), wasu = 1,2 = 1 — 2\ ergibt, wenn
wir 2 € @ — ® beachten, da 7 € ® auf F/ € &, d.h. auf F € & fiihrte.
(C',H') (B’,G") bedeutet H = »(i + A\ — 1) mit » € ®*. Aus der konzy-
klischen Lage von 4’, H', G’, D’ und B’, H', F’, D’ schlieBllich folgt A = 1,
vy = % Damitist A’ =a=1— 2\ = —1, was

-2 8][4 2]
d.h. (a) ergibt.

Das Korollar zu Satz 4.1 zusammen mit Satz 5.1 fiithren auf.

Sa1z 5.2. Ist k eine Kettenverwandtschaft, so ist

[‘; ]é] = (=1) mit [‘; lé‘] _(—1)

gleichwertig fiir je vier verschiedene Punkte A, B, C, D.

Beweis. Da «1 auch eine Kettenverwandtschaft ist, geniigt der Nachweis,

daf
A" B*
[D“ c‘] = (=D

5 &)=

gilt. Wegen —1 € Rist 4, B, C, D ein konzyklisches Quadrupel. Nach Satz 5.1
hat man geeignete Punkte F, G, H. Die Punkte 4, B, C, D, F, G, H der Abbil-
dung k unterworfen, hat man fiir diese x-Bilder die Lage- und Beriihrbeziehungen

gilt, sobald
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von (b) nach dem Korollar zu Satz 4.1. Also, da (a) aus (b) in Satz 5.1 folgt,

gilt
A* B
[D" C“] = (=D

SchlieBlich benétigen wir den bekannten Satz (s. z.B. 12, p. 121; wir geben
einen Beweis in unseren Bezeichnungen) (sei Char &  2).

Sarz. Ist 1—1' eine eineindeutige Abbildung von R\J {0} auf sich mit
w’ =00,0 =0,1 =1 so, daf fiir je vier verschiedene Punkt A, B, C, D mit

[g 12]=<—1) auch [‘;: U]—( 1)

folgt, so ist L — I auf  ein Automorphismus oder aber ein Antiautomorphismus
von L.

Bewets. Seien x, y verschiedene Elemente aus & Dann sind x, v, $(x 4 y), ©©
verschiedene Punkte mit (Lemma 3.3)

[fo 1(x-l-y)] = (=1
Also gilt

xl yl
M G+ y>>'] =1

was nach Lemma 3.3 auf 2(3(x 4+ y))’ = x’ + 9" fiihrt, eine Formel, die
gewil auch fiir x = y richtig ist. y = 0 ergibt 2(3x)’ = «’ fiir alle x € &
Damit ist (x + )" = 2(3(x + 1))’ = &' + 9 fiir alle x, y € & Also stellt
I — I’ einen Automorphismus von £+, der additiven Gruppe von &, dar, fiir
den nach Annahme auch noch 1’ = 1 gilt. Natiirlich ist (—1) = —1, da
0=0=©0+4+ (-1)) =1+ (—1) gilt. Sei jetzt x € & — {0, 1, —1}
genommen. (Im Falle || = 3 ist nichts mehr zu zeigen.) Dann sind x, 7,
1, —1 verschiedene Punkt mit

[316 xl] <(x+1) “+1(_1~ )xi1>
=<x(1+x_1 _ll_l_lx—l(l
[ -en

—1= @'+ 1) Gy (Y - Dy

X

= (—1).
Also gilt

Aus

https://doi.org/10.4153/CJM-1969-122-1 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1969-122-1

KORPERERWEITERUNGEN 1113

folgt
D S WSy ppu—— VR
X1 T +1 '
d.h.
2 1 , 2
i T Ty (@D ==l aey
Aus
1 1 1 , R
m=1_x'+1=x'+l(x+1-1)—;'+1x

ergibt sich (x1) + 1 = (x')"1(x’ + 1), d.h. (x1)' = (x')~!, eine Formel,
die natiirlich auch fiir x € {1, —1} richtig ist. Damit ist mit dem Satz von
Hua die Behauptung bewiesen.

Ist nun « eine beliebige Kettenverwandtschaft, so sei v eine Abbildung aus
T(®) mitoo? = (0*),0" = (0%), 1 = (1*) (Lemma 1.2). Esistauch y = xy™!
eine Kettenverwandtschaft. Fiir diese gilt co* = 00, 0* = 0, 1* = 1. Aus
Satz 5.2 zusammen mit der letzten Betrachtung folgt u € A(%, &), d.h.

k€A R) - T(Q).

Da umgekehrt alle Abbildungen aus A (g, &) - T'(®) Kettenverwandtschaften
sind (Lemma 2.6), ist der Hauptsatz im Falle (A) bewiesen.

6. Der Fall (B). Hier setzen wir also  C Z(8) und auBerdem Char = 2
voraus. Weiterhin sei 2 < |f M Z(2)|, was also einfach hier |®] > 2 bedeutet.
Ubrigens ist der Fall |® = 2 vollstindig iiberschaubar: Hier ist jede Per-
mutation von ¥ eine Kettenverwandtschaft. Analog zur letzten Betrachtung
in § 5 miissen wir zum Beweis des Hauptsatzes im Falle B zeigen, daB eine
Kettenverwandtschaft, die co, 0, 1 zu Fixpunkten hat, zu A(%, &) gehort.
Sei « eine solche Kettenverwandtschaft, die wir auch in der Form X — X’
aufschreiben. Die Beschrinkung von « auf { ist eine Affinitdt von U (s. § 4),
was das Korollar zu Satz 4.1 (hier P = o) ergibt. An dieser Stelle geht
entscheidend der Satz 4.1 ein. Aus grundlegenden Sitzen der affinen Geometrie
geht dann die Existenz eines Automorphismus 7 von & hervor, so dafl insgesamt
gilt

1) Gi41) =h+ bLfirkh, €Y,

(2) (@) =al' fira € R,16€
Setzen wir in (2) ! = 1 ein und beachten 1’ = 1 (1 ist ja ein Fixpunkt von «),
so folgt

B)a=(@-1) =a -1 =a"

Damit ist die Beschrinkung von « auf ® durch a* = o gegeben; dort ist
also « ein Automorphismus. Der Beweis des Hauptsatzes (im Falle (B)) ist
damit zuriickgefiihrt (mit Hilfe des Satzes von Hua) auf die Behauptung

(*) Fir alley € & — R gilt (y71)' = (')~
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Die Formeln (1), (2), (3) wurden fiir eine beliebige Kettenverwandtschaft,
die 0, 0, 1 zu Fixpunkten hat, hergeleitet. Das halten wir fest im

LeEmMMA 6.1. Ist w eine Kettenverwandischaft mit 0@ = oo, 0v = 0, 1¢ = 1,
so gult

(h+ ) =4+ 12 firhl €&,
(@l)e = avlv fiira € R,1€ &
Auflerdem ist R = K.

Sei y € € — ®. Dann ist auch y — 1 € € — . Wir betrachten die nach
Lemma 4.2 (8) eindeutig bestimmte Kette s durch y — 1, 0 mit (c001)0s.
Setzen wir in Lemma 4.1 § = ¢(1,1,0,0) (hier ist 0¥ = o0 ), so ist also
(00 01)2]|s?, was wegen (0001)% = (001) und (y — 1)® = 1/(y — 1) auf

1 1
;“JTTGR}
fithrt. Diese Kette s geht gegeniiber v (von Lemma 6.1) iiber in die Kette s¢,
fiir die aus (001)0s (nach dem Korollar zu Satz 4.1, hier wird dieser Satz
wieder entscheidend benétigt) (00¢0¢1¢)04s¢, d.h. (c001)0s* folgt. w ist eine
Kettenverwandtschaft, fiir die (c001) eine Fixkette ist; aus y — 1 ¢ & folgt
also (y — 1)* ¢ &. Aus (001)0s® und 0, (y — 1)* € s folgt

1 1
T T e R} ’
£ ¥y -1 €
wobei wir noch (y — 1) =y — 1 nach Lemma 6.1 beachten. Wegen
yER—Risty#0und1 —1/y = 0.
Aus

3) S={0}U{x€ Q*

) s* = {0} u{s € e*

R S S

1—y" y—1 (—1p" y-1
folgt (nach (83)) 1 —y 1€ s. Alsoist 1 — (y™1)» = (1 — y~ 1)@ € s Aus (4)
folgt (beachte (1 — y~1)¢ = Q)

1
=(y—1)37_—1€@

1 1
1— @ -1

€ =

€ R,

d.h.

1 1 o 1
1_n(y—1)w=yw_1+e=(1+é(y _1))yw__1-

Da 14 e(y» — 1) 0 ist, folgt 1 — (y71)* = (y* — 1)(1 + e(y*» — 1)),
dh., (y 1) = (e+ 14+ ey)((1 + ¢ + e~)"!, wobei wir Char & = 2
benutzt haben.

Diese Betrachtung halten wir fest im
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LeMMA 6.2. Ist w eine Kettenverwandischaft mit 009 = 00, 0 = 0, 1¢ = 1,
so gibt es zu jedemy € € — R en ¢ = e(w,y) € & mit

1) = (e+ (14 y)((1 + &) + ey*)~".
Wir zeigen nun

LeMMA 6.3. Ist w etne Kettenverwandischaft mit 0¢ = o0, 0* =0, 1¢ = 1,
so sind tm Vektorraum R iiber & fiir ein y € & — K die Elemente 1, v, y? linear
unabhingig, wenn die Elemente 1, y*, (y°)? es sind.

Beweis. Angenommen, es gibe nicht durchweg verschwindende Elemente
u, v, w aus § mit uy? 4+ vy + w = 0. Esist u ## 0, da sonst vy + w = 0 wire,
was im Falle v = 0 auch noch w = 0 ergidbe, und im Falle v # 0 auf y € &
fithrte. Auch w ist = 0, da sonst uy + v = 0 wegen # % 0 doch y € & ergibe.

Damit ist
(5) yit=yy+8 vE€RYBESY
mit v = —u/w, 8 = —v/w. Mit Lemma 6.1 und Lemma 6.2 folgt aus (5)

P 8= ) = (e (L4 ) ((L+ O + a9,
d.h. (wir beachten, daB & im Zentrum von ¢ liegt, und da Char § = 2 ist)
6) e+ v+ e +p%+ 1+ ey +[et+p(l+e]-1=0.

Nun sind aber nach Annahme 1, y¢, (y*)? linear unabhingig. Da alle Koeffi-
zienten von (6) in & liegen wegen & = & (beachte (c001)¢ = (001)), so

folgt

) {7“e=0,7”(1+e)+6“’e+1+e=0.
e+ 8°1+¢ =0.

Aus v # 0 (s. (8)) folgt v¢ # 0. (w ist eineindeutig), d.h. mit (7) ¢ = 0.

Dann ergibt (7) weiterhin

v=1 g =0,

d.h. vy = 1 und 8 = 0. Mit (5) bedeutet dies y™! =y, d.h. y? = lodery = 1
(beachte Char & = 2), was y € & — ® widerspricht. Damit ist unsere
Annahme zum Widerspruch gefiihrt und also die lineare Unabhingigkeit von
1, v, ¥? gezeigt.

LeMMaA 6.4. Ist w eine Kettenverwandtschaft mit 00 = 00, 00 = 0, 1@ = 1,
so sind 1m Vektorraum L vber ® fiir ein y € & — & die Elemente 1, y°, (y*)?
linear unabhdngig, wenn die Elemente 1, y, y? es sind.

Beweis. @ = w1 ist ebenfalls eine Kettenverwandtschaft, die 0, 0, 1 zu
Fixpunkten hat. Aus y € 8 — & folgt ¥V =4y* € ¢ — & Die Elemente 1,
y = Y9 9? = (Y®)?sind linear unabhingig. Lemma 6.3 verwendet (die dortigen
y, w jetzt durch V, @ ersetzt), ergibt die lineare Unabhingigkeit von 1, ¥, Y2,
d.h. von 1, y¢, (y#)2
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Wir wenden uns jetzt wieder der Behauptung
(x) Fir alley € € — R gilt (y71)" = (y')!
zu, auf die wir den Hauptsatz zuriickgefiihrt hatten. Wir zeigen:

LemMMA 6.5. Sind fiir esn y €  — & die Elemente 1, v, y2 linear unabhingig
im Vektorraum R iiber &, so gilt (y~1) = (y')~L

Beweis. Sei o € & — {0,1}, wobei wir unsere Voraussetzung |f]| > 2
beachten. Da X — X’ eine Kettenverwandtschaft war mit o/ = o0, 0/ = 0,
1’ = 1, so haben wir o/ % 0, 1 und (Lemma 6.1) &’ € . Esistay € £ — &.
Wir benutzen jetzt Lemma 6.2, indem wir jetzt X — X’ die dortige Abbildung
w sein lassen und statt des dortigen y jetzt ay nehmen: Mit y = e(’, ay) € &
gilt dann

®) ()™ = (n + (L4 ) (ay)) (L + 2) + n(ey))~".
Nach Lemma 6.1 ist aber auch (& C Z(%))
9) )™ =l -y = (@)™ = (@)
Wiederum Lemma 6.2 benutzend mit ¢ = ¢(’, ) € & haben wir
(10) O™ =(e+ QA+ y)((1+ ¢ + &)™
(8), (9), (10) ergeben (in (8) noch einmal Lemma 6.1 verwendend)
(A1) @) Me+ L+ y) (A + ¢ + &)!
=+ 0+ Dy) (A + 2) + 2'y)n
Wegen (e + (1 + €)y)((1 + ¢) + &) = (1 + &) + &) (e + (1 + €)y")

(es liegt ja doch & im Zentrum von £ und e ist in &) hat man
(e+ A+ ey)(A+ e+ &)= (A+ e+ &) et 1+ €)).
Hiermit ergibt (11)
(e+ A+ y)(A+n) +nay) =a((L+ €+ &)+ 1+ n)y),
d.h. u(¥")2 4+ vy + w = 0 mit
{ = (1+ Ona’ + (@)%e(l +n),

v=(1+eA+n)+ @)’A+ U+ 1),
w=c¢e(l+19)+0A+ e
Day € ® — R ist, und 1, y, ¥? linear unabhingig sind, folgt nach Lemma 6.4

die lineare Unabhingigkeit von 1, 3/, (¥')2. Die Gré8en %, v, w in (12) miissen
also alle 0 sein.

(12)

w = 0 ergibt
e(1+n) =a'(1+ ¢n,
was mit # = 0 auf

e(L+ 1) = (1 + n)()?
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fithrt. Wire

e(1+4+9) #0,
so hiatte man (a/)? = 1, d.h. &’ = 1, was nicht der Fall ist. Also gilt
(13) e(l+19) = 0.

Ist = 1, so ergibt (8) mit (9)
@)y = [e) 7t = (@y) = @)Y
d.h. die Behauptung
=" = ')
Ist 7 # 1, so ergibt (13) ¢ = 0. Hiermit gilt nach (12)
v=>10+4+70+ @) #0
wegen o’ # 1, was wegen v = 0 nicht zutrifft. Damit ist Lemma 6.5 bewiesen.

Mit Lemma 6.5 ist die Behauptung (*) zuriickgefiihrt auf
(%+) Fir alle y €  — &, fiir die die Elemente 1, vy, y2 linear abhingig
sind, gilt (3~1)" = ().
Mit Lemma 6.3 kénnen wir statt (+x) sogar schreiben: Zu zeigen ist noch:
(##*) Fiir alle y € & — R, fiir die die Tripel 1, ¥, ¥? und 1, 9y, (3’)? je
linear abhingig sind, gilt (y~1)’ = (y')~L
Sei nun ¥y € 8 — & ein Element, fiir das 1, y, ¥% und 1, y’, (3’)? je linear
abhingig sind. Gibt es ein solches fiir das Paar &, & nicht, so ist nichts mehr
zu zeigen. Die Erweiterungen R(y), (') von ® sind kommutative quadra-
tische Erweiterungen von . Geniigt ¥ der Gleichung

(14) y:4uy +v =0, v E R,

so ist gewiB

(15) v #Z0

und

(16) v %1 im Falleu = 0.

Wir erinnern dabei daran, daB Char & = 2 vorausgesetzt ist. Offenbar gilt
an L _EFeFY gicn

E+y E+uttv
Hier ist natiirlich £ + uf + » 5 0 fiir alle £ € &, da x? 4+ ux + » irreduzibel
iiber & ist. Mit (1), (2) ergibt (17) fiir £ = 0,

(s) Y = ql
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Aus Lemma 6.2 folgt
(19) O =(+A+ey)(A+e+e)h €€l
Hier ist € # 0, da sonst

(y 1) =9,dh y1 =9 dh y =1 wire.
Mita =14 ¢! € & ergeben (18), (19)
(20) O+ W +a@ 4+ + ' + ') =0;
und (19) hat das Aussehen

21) o =T

Nach Lemma 2.5 ist

(22) {0 U{E—yTte )

eine Kette, die iibrigens ganz in £ (y) liegt. Aus |®] > 2 und Char & = 2 folgt
(23) R = 4.

Die Kette (22) enthilt die verschiedenen Punkte (sei £ € & — {0, 1})
(24) 0,71 (L+ 3% (R + )%

Da X — X’ eine Kettenverwandtschaft ist, miissen auch die Bilder der
Punkte (24) konzyklisch liegen. Mit (17) lauten diese Bilder (wir beachten
1), 2), 3))

' 1y, WY 1y L+ 4y
(25) O—O, (y )_“—_v-’_'—r ((1+3’) )’_1+M7+V"
((k + 37 = gt g Y

= (k/)z +#,k, ¥ y/ .
Ist R(y) inseparable Erweiterung von &, so gilt in (14) s = 0. Hier ergibt

[ o o ] X
&+ @+

mit (25), wenn wir 4’ = 0 wegen u = 0 beachten,

(26) ON2E + N +yE+V)A+N) + YA+ N) =0,

wo A (von k abhingend) ein geeignetes Element von & ist. Subtrahieren wir
von der Gleichung (26) die mit 2 4+ XA durchmultiplizierte Gleichung (20),
so mulB der y’-Koeffizient der entstehenden Gleichung Null sein (und damit
auch der y’-freie Term), da sonst sich ¥’ € ® ergidbe. Dies bedeutet

@27)  E F+Na@+V) = F +)A+N), & 4 Ny =1+ NE).
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Wegen ' 5 0 nach (15) ergibt die zweite dieser Gleichungen

1+MNQA+F)=0,
d.h. A =1 wegen &’ # 1 (aufgrund von % # 1). Die erste der Gleichungen
(27) lautet dann

& + a1 + ') =0,
was wegen k' % 1 und »' # 1 nach (16) auf a« = 0 fiihrt. Dies bedeutet nach
(21)

O™ = 0o

Sei nun R (y) separable quadratische Erweiterung von f. Also ist u in (14)
ungleich Null. O.B.d.A. kénnen wir hier p = 1 annehmen: Im anderen Falle
wiirden wir von vornherein ¥ = y/u und (V) betrachtet haben. Ist dann
erst (Y1)’ = (Y’)~! hergeleitet, so steht wegen (2) auch (y~1) = (¥')~1 zur
Verfiigung. Sei also p = 1 und damit auch p’ = 1. Hier ergibt

0 o7 ]
[«k Fty (@F )€ R
mit (25) die Gleichung

ne g YA _
(28) @)+y0+}qd)+k—0

mit einem geeigneten A € §. Wir beachten dabei noch & € & — {0, 1}, was
k' # 1 ergibt. Dieselbe Uberlegung, die zu (27) fiihrte, ergibt hier (wir
beachten ' = 1 in (20))

NVt
a(l+v)——737+1,

Die zweite dieser Gleichungen in die erste eingesetzt ergibt:

a(l +)YA + &) = .

Wire a # 0, so hitte man (1 4+ )(1 + &) = 1 fiir jedes k € & — {0, 1}.
Wegen (23) bedeutet dies einen Widerspruch. Also gilt @ = 0, was mit (21)
auf (y71)" = (¥')7! fithrt. Damit ist (+x+) nachgewiesen und der Hauptsatz
im Falle (B) vollstindig bewiesen.

vV +a =\

7. Der Fall (C). Hier setzen wir iiber den echten Unterkérper £ von €
nur voraus, daB er wenigstens drei verschiedene Elemente mit dem Zentrum
von & gemeinsam habe,

RN Z©Q)] > 2,

eine Forderung, die im Falle Char ® # 2 wegen —1¢ N Z(¥) und
[{0, 1,—1}| = 3 von selbst erfiillt ist. Wie bereits in den fritheren Fillen
gehandhabt, betrachten wir zum Beweis des Hauptsatzes im Falle C eine
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Kettenverwandtschaft xk der Geometrie  C &, die 0, 0, 1 zu Fixpunkten hat.
Nach Satz 2.1, hier 1°, iiberfiihrt « Fiahrten in Fihrten. Demnach ist « eine
Kettenverwandtschaft der Geometrie § C &, wo (s. § 2)

F=NaRa=2N2Z®

a€*

ist. Da § im Zentrum von ¢ liegt, und da auBerdem |F| = |[R N Z(Q)| > 2
ist, konnen wir wegen Satz 2.1. 2° den Hauptsatz fiir die Fille 4, B benutzen.
Also gilt « € A(R, §). Betrachten wir das Bild der Kette ® gegeniiber «.
Offenbar gilt c0, 0, 1 € (®')* Beim Beweis von Satz 2.1 2° wurden alle Ketten
durch o, 0, 1 bestimmt. Diese sind die Ketten

{0} U fata™!| £ € &},
wo a € * ist. Also gilt mit einem geeigneten a € ¥* jedenfalls
(R = {0} U {ata™| £ € &},
Betrachten wir nun die Kettenverwandtschaft
k1 = k- ¢(a7, aq,0),

die ebenfalls 00, 0, 1 zu Fixpunkten hat; Satz 2.1 1°, 2° in Verbindung mit
dem Hauptsatz fiir die Fille 4, B ergibt ebenfalls

k- ¢(al a0) € AR F).
Wegen (&)« = & gilt auch
k-¢p(@ 1l a,0) € AR R).
Wegen ¢(a1, a,0) € T'(R) ist damit
k€ AL R) - T(.

Fiir eine beliebige Kettenverwandtschaft K sei ein ¥ € T'(®) hergenommen
mit 0¥ = 07, 0¥ = 07, 1¥ = 17, Fir Ky! gilt nach dem Gezeigten
Ky 1€ AR ®) - T'(?), was auf

K e AR ®) - T'(Q) fiihrt.

Mit Lemma 2.6 ist dann der Hauptsatz vollstindig bewiesen.

8. Der Quaternionenkorper. Sei ® der Korper C der komplexen Zahlen
und sei & der Quaternionenkérper Q iiber dem Korper R der reellen Zahlen.
Fiir diese Geometrie C C Q wollen wir zeigen, daB eine eineindeutige Abbil-
dung von Q’ auf sich, die Ketten in Ketten iiberfiihrt, die Eigenschaft hat,
daB auch ihre Umkehrabbildung Ketten in Ketten iiberfithrt. Diese Situation
liegt ja (wie gezeigt) immer im Falle & € Z(8) vor. Zunichst gilt

Sa1z 8.1. Ist ® eine Fihrte, ist P @ & ein Punkt, so gibt es genau eine Keite
durch P, &.
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Beweis. Wegen der dreifachen Transitivitit (Lemma 1.2) von I'(Q) kdnnen
wir annehmen, daB & die Fdhrte (0001) ist. Wir beachten, dafl wegen
C Z Z(Q) offenbar (001) keine Kette ist. Wegen

(001) = § =[GN ZQ)] =R,

da R das Zentrum von Q ist, haben wir also in P einen Punkt aus Q — R vor
uns. Nun gilt aber

(28) U aCat=0Q
a€eQ*

und

(29) aCa N bCh1 = R,

letztere Gleichung, wenn a, b Elemente aus Q* sind so, daB a~' nicht im
Normalisator von C* liegt. Ist nun (nach (28)) P € ¢Ca™!, so geht durch
P, ® die Kette {0} U aCa~1. Gibe es zwei verschiedene Ketten durch P, &,
so wire P € aCa=1 M bCH~! mit

aCa™t # bCh~L
Also liegt a~1b nicht im Normalisator von C, also gilt mit (29)
P € aCatNbCd—t =R,
was nicht der Fall ist. Damit ist Satz 8.1 bewiesen.

KoroLLAR. Eine eineindeutige Abbildung x von Q' auf sich, die Ketten der
Geometrie G C Q in Ketten iiberfiihrt, hat die Eigenschaft, daf auch ihre
Umkehrabbildung Ketten in Keten siberfiihrt.

Beweis. Ist t eine Kette, so kann sie wegen C & Z(Q) keine Fihrte sein.
Seien A, B, C verschiedene Punkte von {, sei ® die Fihrte (4BC), sei
P ct— & Wir betrachten die Fiahrte ¥ = (45 'B<!C<!), die ebenfalls
keine Kette sein kann. Deshalb gibt es wenigstens zwei verschiedene Ketten
x, v durch ¥. Ware P<' € (A'B<'CY), so wire P< € xMNy, dh.
P € xxMy~ Da aber nach (29) der Durchschnitt zweier verschiedener
Ketten mit wenigstens drei gemeinsamen Punkten schon eine Fihrte ist, gilt
P € (ABC(), was nicht der Fall ist. (Dieser Beweis, daB aus

Ple (4BCTY

die Aussage P € (4BC) folgt, kann nicht von vornherein mit Satz 2.1 1°
gefiihrt werden, da noch nicht feststeht, ob « eine Kettenverwandtschaft ist.)
Also ist P<' ¢ ¥. Nach Satz 8.1 geht durch P, ¥ genau eine Kette s. Also
enthilt s* den Punkt P und auch die Punkte 4, B, C. Also enthilt nach
Satz 2.1 4° die Kette s* die Fihrte ®. Durch P, & geht nach Satz 8.1 aber
genau eine Kette. Wegen P € ¢t,t D ® gilt damit s* = £. Also gilt ¢! = 5, d.h.
t< ! ist eine Kette, was zu beweisen war.
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Die Uberlegungen dieses Paragraphen (Satz 8.1, Korollar hierzu) bleiben
richtig bei der folgenden allgemeineren Situation:

Es sei & ein echter Unterkorper des Korpers & mit

(@) [RNZE®)] > 2;

(b) ® = Ugeer afla™1

() aRaNbR~ = 8 M Z(R), wenn a~'b nicht im Normalisator von
£* liegt.

Diese Eigenschaften waren gerade erfiillt im Falle & = C, & = Q.

Die Forderung (c) ist natiirlich schon erfiillt, wenn gilt

() RN cfet = N Z(Q) unter der Voraussetzung, daBl ¢ nicht im
Normalisator von £* liegt.
Eine hinreichende Bedingung fiir (¢’) ist
(c*) (R: [N Z(®)]), (2:8), je endlich und Primzahl > 1.

Denn betrachten wir fiir ¢ € €% den Korper ¢fRc71, so liegt der Korper
B3 =8 NcRelzwischenF = RN Z(Y) und K. Aus (R:F) = (8:3) - (B:F)
und (&:F) prim folgt (B:F) = 1 oder (£:3) = 1, was auf 3 = § oder
& = R fiihrt. Im Falle & = 3 liegt ¢ im Normalisator von &%, denn

(:8) = (cke™Y) - (cRL:R)
fithrt auf cRc ! = R, da (L:R) prim ist; fiir 8 = § ist dies nicht der Fall
wegen der Annahme (R:§F) > 1. (¢*) ist z.B. erfiillt im Falle = Q
und & = C.
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