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Abstract. Parmi les systemes dynamiques definis par des substitutions, les mieux
connus sont ceux qui proviennent de substitutions a longueur constante. F. M.
Dekking [1] a determine les valeurs propres de ces systemes, et, plus recemment,
M. Queffelec a etudie leur type spectral maximal. On se propose ici de determiner
les valeurs propres de ces systemes dans le cas general des substitutions a longueur
variable; dans cette direction, un resultat partiel a ete obtenu par J. C. Martin [3]
dans le cas des substitutions de 2 lettres, pour les valeurs propres correspondant a
des fonctions propres continues.

1. Preliminaires et enonce du theoreme
(1.1) Definitions. Les systemes dynamiques definis par substitutions semblent avoir
ete introduits par W. H. Gottschalk [2]; on pourra aussi se referer a [4] pour les
resultats essentiels utilises ici.

Soit A un ensemble fini non vide, que Ton appellera /' alphabet, forme de s elements
que Ton appellera les lettres. On note A* l'ensemble des suites finies non vides de
lettres. Pour un element w de A*, \w\ designera la longueur de w.

Soit £ une substitution sur A, c'est-a-dire une application de A dans A*. £ definit
naturellement une application, encore notee £, de A* dans A*: pour un element
w = (w0Wi • • • wn) de A*, £(w) est obtenu en concatenant £(w0), £(w,),.. . , £(wn).
On peut alors iterer la substitution: pour fc>0, £k designe la fc-ieme iteree de £,
qui est aussi une substitution sur A.

Supposons de plus qu'il existe une lettre de A, notee 0, telle que la premiere lettre
de £(0) soit 0. Alors, par recurrence, pour tout fc>0 la suite £k+1(0) est un
prolongement de la suite £fc(0). Si la longueur de £fc(0) tend vers l'infini, on obtient
a la limite une suite infinie u 6 AN. Cette suite peut aussi etre definie de la fagon
suivante: la substitution £ genere, par concatenation, une application de AN dans
lui-meme que Ton note encore £. u est alors l'unique elemement de AN tel que

MO = 0 et £(u) = u.

Munissons l'espace compact AN du shift T: pour x = (xn) 6 AN, Tx est defini par

[Tx)n = xn+l pour tout n>0.
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Soit X l'orbite fermee de u sous le shift T. Le systeme dynamique (X, T) sera appele
le systeme dynamique defini par la substitution £. A priori, si on choisit une autre
lettre initiale u'o au lieu de 0 on obtient une autre suite u' et un autre systeme (X', T);
cependant, pour les substitutions primitives (cf. (1.2)) que Ton considerera ici, le
systeme (X, T) defini par u est minimal, et «' appartient a X, done les systemes
dynamiques (X, T) et (X', T) sont identiques.

Certains auteurs preferent construire des suites bilateres, de sorte que T soit un
homeomorphisme de X; ce procede semble inutile: pour les substitutions primitives
considerees, T est surjective par minimalite; d'autre part, d'apres [4, Chap. 4, § 1],
l'ensemble Y des points de X ayant plusieurs images reciproques est fini, et T~1Y
est fini; ainsi, l'ensemble D = {Jk^z TkY est denombrable, et T est un homeomor-
phisme de X\D.

(1.2) Les hypotheses. On supposera desormais que la substitution £ est primitive,
e'est-a dire que:

pour tout a, be A, et pour tout entier k assez grand, la lettre b apparait dans £k(a).
Alors, pour toute lettre a, |f k(a)| tend vers l'infini, et on peut bien definir la suite
infinie M. De plus, le systeme (X, T) est a la fois minimal et uniquement ergodique;
on notera /A son unique mesure invariante.

On supposera aussi que la substitution £ est injective sur les lettres, c'est-a-dire
que, si a et b sont deux lettre distinctes, £{a) et £{b) sont distincts.

On aura besoin aussi d'une hypothese de reconnaissabilite de la suite u. Pour
xe AN, et m < n deux entiers, on notera x[m, n[ l'element (xmxm+i • • • xn_,) de A*.

Soit E la partie de N definie par

On supposera desormais que:
il existe un entier k > 0 tel que, si n appartient a E et si m verifie

u[n, n + k[ = u[m, m + k[,
alors m appartient a E.
On dit alors que la substitution £ est reconnaissable, et que k est son indice de
reconnaissabilite.

La substitution £ etant reconnaissable, la suite u ne peut pas etre periodique.
J. C. Martin [3] afiirme qu'une substitution sur un alphabet de 2 lettres qui definit
une suite non periodique est reconnaissable, mais sa demonstration n'est pas con-
vaincante. Une condition suffisante pour que la substitution primitive £ soit recon-
naissable est qu'elle soit post-fixee, e'est-a-dire que:

a et b etant 2 lettres distinctes, £{a) n'est pas egal a la partie droite de £(b),
c'est-a-dire £{a) # £(b) et il n'existe aucun we A* tel que £(b) = w£{a).
(1.3) Cobords. On dira que l'element w de A* est un mot de u s'il apparait dans u,
c'est-a-dire s'il existe 2 entiers m et n avec 0< m < n tels que w = u[m, n[.

Une application h de A dans l'ensemble des complexes de module 1 sera appelee
un cobord de £ si, pour tout mot u[m, n[ de u verifiant un = um on a
h(um)h(um+1) • • • /»(«„_!) = 1. Pour que h soit un cobord, il faut et il suffit qu'il
existe une application / de A dans l'ensemble des complexes de module 1 telle que:

pour tout mot (ab) de 2 lettres de M, f(b) =f(a)h(a).
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Dans les cas les plus simples, par exemple si l'alphabet A est forme de 2 lettres,
tout cobord de £ est constant et egal a 1.

(1.4) THEOREME. Soit £ une substitution primitive, injective sur les lettres et reconnaiss-
able sur un alphabet A, et soit (X, T, /x) le systeme dynamique defini par cette
substitution:

(i) Toute fonction propre de (X, T, /A) est egale presque partout a une fonction
propre continue.

(ii) Pour que le complexe A de module 1 soit une fonction propre de (X, T, /A), il
faut et il suffit qu'il existe un entier p>0 tel que, pour toute lettre aeA, la limite

h(a)= lim AliP"(a)l

existe, et que h soit un cobord de £.

2. Discussion
(2.1) L'entier p intervenant dans l'enonce du theoreme peut etre determine a priori:

Soit J l'application de A dans lui-meme qui a chaque lettre associe la premiere
lettre de £(a). A etant fini, la suite (/") des iteres de J est periodique a partir d'un
certain rang. La periode de cette suite, qu'on peut appeler la periode des initiales,
peut etre choisie comme entier p. En particulier, si pour toute lettre a la premiere
lettre de C(a) est a, on peut prendre p = 1. Ce resultat sera demontre au § 5.

(2.2) En appliquant le theoreme aux substitutions a la longueur constante, on peut
retrouver le resultant de [1].

Supposons que la substitution £ est de longueur constante q. Pour tout n et toute
lettre a,\£"(a)\ = q". Soient teU et A = e27T". Pour que A""" converge, il faut et il
suffit que t puisse s'ecrire

avec r, u, v entiers et v > 0.
La limite h(a) est alors constante et egale a z = e2ms avec s = r/(qp -1). Soit h'

le PGCD des entiers n > 0 pour lesquels il existe un mot w = (wowi • • • wn) de u
avec M>0= wn. Pour que la constante z soit un cobord, il faut et il suffit que sh' soit
un entier. Soit h le plus grand diviseur de h' premier avec q, et qui est appele la
hauteur de £. Pour qu'un nombre s puisse s'ecrire sous la forme s = r/(qp — I) pour
un certain p et verifie f i ' jeZ, il faut et il suffit que sh soit un entier. Finalement, A
est une valeur propre si et seulement si t peut s'ecrire t = (m/h) + (u/qv). Remar-
quons que h divise qp - 1 , ou p est la periode des initiales.

(2.3) A partir du theoreme, on peut determiner les valeurs propres rationnelles du
systeme dynamique defini par une substitution de 2 lettres; ce resultat peut etre
extrait de 1'article de Martin [3], mais sa forme precise a ete proposee par le referee:

PROPOSITION. Soit £ une substitution de longueur non constante sur V alphabet {0,1},
verifiant les hypotheses du theoreme. Soient M la matrice de £, d le determinant et T
la trace de M, et t un rationnel.
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Pour que exp (2nit) soit valeur propre du systeme dynamique defini par f, il faut 
et il suffit que t soit de la forme t = (k/w) + (m/r"), ou fc, m, n sont des entiers, 
n > 0, r = PGCD (d, T) et ou w est Ventier defini par: 

(i) les facteurs premiers de w sont les nombres premiers qui divisent 
|f (0)| et\ai)\maispasr; 

(ii) leurs exposants dans la decomposition de w sont les memes que dans la decomposi
tion de \ao)\-\ai)\. 
Pour n > 0 , soient pn = | f ( 0 ) | et q„ = | f ( l ) | ; posons p0= q0 = 1. 
Pour tout n > 0, on a alors 

\qn+J \qn/ 

Soit / = a/b, ou a et b sont deux entiers premiers entre eiix. D'apres le theoreme, 
si exp (2mt) est valeur propre il existe N> 0 tel que b divise pN et qN; reciproque-
ment, si b divise pN et qN pour un certain N, b divise p„ et q„ pour tout n > N, et 
exp (2nit) est valeur propre. II faut done determiner les nombres premiers p et les 
entiers k tels que pk divise pN et qN pour un certain N, ce qui est partiellement 
resolu par les lemmes 1 et 2 du § 3 de [3]. On donne ici une demonstration rapide. 

Pour tout n > 0, on a: 

Pn + l =PlPn + Ml,0(qn-Pn)) ^ 

qn + 1 = + A*0,l(/>n - 9 n ) J 

et 

p„+2=Tpn+1-dPn] 
qn+2 = Tqn+l-dq„) 

Soit p un nombre premier. Si p divise r, d'apres (2) p" divise / 7 2 n et g 2 n pour tout 
n > 0. Supposons que divise w. Alors p divise /», et <j,, et p k divise px - q^; d'apres 
(1) et par recurrence, pk divise pk et qk. 

Reciproquement, supposons que pk divise pN et qN, et que p ne divise pas r. 
et qN+i sont divisibles par p. Si p ne divisait pas d, d'apres (2) et par recurrence 

descendante p diviserait p0 et q0, ce qui est absurde; p divise done d, et ne diVise 
done pas T. D'apres (2) et par recurrence descendante p divise px et qx. Soit / tel 
que px - qx soit divisible par px mais pas par p'+l. D'apres (2) et par recurrence, p 1 

divise p„ — q„ pour tout n, et p ' + 1 ne divise p„ — q„ pour aucun n, done / > £ et pk 

divise w. Finalement, pour qu'il existe N tel que pk divise pN et qN, il faut et il 
suffit qu'il existe n tel que pk divise r"w, ce qu'il fallait demontrer. 

(2.4) On donne ici une methode pour determiner les valeurs A pour lesquelles les 
suites A'f'm <', )' convergent. 

Notons A — { 0 , 1 , . . . , s — 1}. Pour x e W, designons par ||x|| la distance de x au 
point de Zs le plus proche. On dira qu'une suite (x„) dans Us converge vers x modulo 
Is si ||x„ — JC|| tend vers 0. Soit M la matrice (s, s) definie par: 

M{J est le nombre d'occurences de i dans f ( j ) . 
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M est appelee la matrice de f. Notons encore e le point de Us dont toutes les 
coordonnees sont egales a 1. 

Pour tout n > 0, le vecteur M"e a pour coordonnees |f "(0)|, \£"(1)|,..., |f "(s -1) | . 
Soient enfin r e R et A = e27r". Alors: 

Pour que, pour toute lettre a, la suite A l f P " ( a ) l converge, il faut et il suffit que la 
suite (tMpne) converge modulo If. 
Le probleme est alors regie par le lemme suivant. Les parties (i) et (iii) du lemme 
seront utiles dans la suite 

L E M M E 1. Soient P une matrice {s, s) a coefficients entiers, et xe Us. 
(i) 5/ ( P " + 1 x - P " x ) converge vers 0 modulo Zs, P"x converge modulo Zs. 

(ii) Pour que P"x converge modulo Z\ il faut et il suffit que x puisse s'ecrire 
x = X j + x2 + x3 avec 

P " x , ^ 0 dansW; 
P"x2€ Zs pour tout n assez grand; 
( P - / ) x 3 e Z s . 

La suite P"x converge alors vers x 3 modulo Zs, et 
(iii) la convergence est geometrique, c'est-a-dire qu'il existe 0 0 et r<\ avec 

|| P"x - x3 | | < Cr" pour tout n>0. 

Notons y = Px - x; pour tout n > 0, soient w„ le point de Zs le plus proche de P"y, 
et v„ = P"y-u„. La suite v„ converge vers 0; pour tout n, un+l - Pu„ = Pvn - v„+u 

done la suite w n + 1 -PU„ converge vers 0, et, comme cette suite est a valeurs dans 
Z\ elle est nulle a partir d'un certain rang. II existe ainsi m > 0 tel que um+n = P"um 

pour tout n > 0. Comme l'image des operateurs Ps et Pm+S est la meme, il existe 
y2£ R s tel que Pm+Sy2 = Psum, et ainsi u„ = P"y2 pour tout n > q = m + s. 

Soit y\ = y-y2- Pour n> q, P"y} = v„, done la suite P"yl converge vers 0; yx 

appartient done au sous-espace de Us algebriquement associe aux valeurs propres 
de P de module strictement inferieur a 1; la restriction de P - / a ce sous-espace 
est un isomorphisme, et il existe x, dans ce sous-espace tel que yx = Pxy — x,; la suite 
P"x, converge alors geometriquement vers 0. 

Soit z = x - x x . On a Pz-z = y2, et Pq(P-I)z = uqeZ\ Posons x2 = z-Pqz et 
X3 = P"z. On a bien Pqx2 = -(I + P+ • • • + P , " > , e Z ! , ( P - I ) x 3 = M , e Z ! et x = 
xt + x2 + x3. Enfin, pour n a q, 

| | P n x - X 3 | | = | |P"(x1 + x 2 ) | | = ||P"x1||., 

et cette suite converge vers 0 geometriquement. 

3. Topologie de X 
Consideree comme une application de AN dans lui-meme, £ est continue. D'autre 
part, f (u) = u et pour tout n > 0, 

f ( r«)=r l f ( u [ M [ ) l « , (*) 
done l'orbite fermee X de « est stable par f; on etudie maintenant les proprietes 
de l'application continue f de X dans lui-meme. 
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(3.1) LEMME 2. (i) Soit (nf) une suite d'entiers positifs telle que (T"'u) converge vers
un point x € X. Pour que x appartienne a £(X), ilfaut et il suffit que, pour tout i assez
grand, n, appartienne a Vensemble E defini en (1.2). En particulier, T'u appartient a
£(X) si et seulement si re E.

(ii) £(X) est une partie ouverte etfermee de X.

Supposons d'abord que pour tout i assez grand n, e E, et que la suite (T"'u) converge
vers x. Pour i assez grand, il existe m, tel que n, = |£(w[0, wi,-[)|; soit y un point
adherant a la suite (Tm'u); alors £(Tm'«)= T"[u pour i assez grand, d'apres (*),
done £{y) — x, et finalement x e £(X).

Reciproquement, soient («,) une suite d'entiers telle que (T"'u) converge vers le
point xe £(X),yeX tel que £(y) = x, et (mt) une suite d'entiers telle que {Tm'u)
converge vers y. Pour tout i, soit r, = |£(u[0, m,-[)|; r, appartient a E, et T'u = £( Tm>u).
La suite (Tr'u) converge vers la meme limite x que la suite (T"-u); k etant
l'indice de reconnaissabilite de t, introduit en (1.2), pour tout i assez grand
"l/i. ri+k[ = «t"i, ni+k[, done n, appartient a E. Ceci prouve la partie (i) du lemme,
et la partie (ii) s'en deduit immediatement.

(3.2) LEMME 3. (i) Soient xeX et p>0. Pour que Tp£{x) appartienne a f(X), il
faut et il suffit qu'il existe un entier r>0 tel que p = |f(x[0, r[)|, et alors Tp£{x) =

arx).
(ii) £ est un homeomorphisme de X sur £(X).

Pour demontrer la partie (i) du lemme, il suffit de prouver que le plus petit entier
p > 0 tel que Tp£{x) e £(X) est p = |£(xo)|.

On a bien Tp£(x) = £(Tx) e ^(X). Inversement, soit 0<q<p, et supposons que
T"£(x)e £(X). Soit (nt) une suite d'entiers telle que {T"<u) converge vers x, et
mt = |£(M(0, n,[)|; pour tout i, m, G E. La suite (Tm-+qu) converge vers le point Tq£{x)
de £(X), done mt + q appartient a E pour tout i assez grand d'apres le lemme 2(i).
Or, pour i assez grand, un. = x0, done l'entier suivant m, dans £ est w,+p, d'ou
une contradiction.

Pour demontrer la partie (ii) du lemme, il suffit de prouver que £ est injective.
Soient x,yeX avec £(x) = £(>>) = z. D'apres (i), le plus petit entier p>0 tel que
TpzeaX) est egal a la fois a |f(xo)| et a \£(yo)\. Alors £(xo) = z[0,p[ = £(yo), et,
par injectivite de £ sur les lettres, xo = y0. Par recurrence, xn = yn pour tout n, et x = y.

(3.3) Soit «>0; la substitution £" est primitive, et elle definit la meme suite M, et
le meme systeme dynamique que la substitution £. De plus, elle possede les memes
proprietes que £,:

LEMME 4. Pour tout n > 0, la substitution C est reconnaissable, et les lemmes 2 et 3
sont valables pour elle; dans la partie (i) du lemme 2, il faut bien sur remplacer
Vensemble E par Vensemble En defini par:

En={0}<j{\C(u[Q,p[)\;p>0}.

Par recurrence, £" est un homeomorphisme, et £"(X) est une partie ouverte de X.
Soit n > 0. Supposons que £" est reconnaissable, et soit kn son indice de recon-

naissabilite. Montrons que £"+1 est reconnaissable. Comme £" est un homeomor-
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phisme, il existe kn+1 > kn tel que, pour x,yeX,

entraine x[0, k[ = y[0, k[, ou fe = fc, est l'indice de reconnaissabilite de £. Soient p
et q deux entiers tels que peEn+l et que u[p, p + kn+i[ = u[q, q + kn+1[. II existe
r > 0 tel que Tpu = £"+\Tru); d'autre part, comme kn+l>kn,qeEn, et il existe m
tel que T"u = C(Tmu). Alors, par definition de kn+u (£(Tru))[0, k[ = (Tmw)[0, fc[,
done meE, et il existe / tel que Tmu = £(T'u). Finalement, T"u = C+1(T'u), et
qeEn+l.

Ainsi, £" est reconnaissable pour tout n, et les proprietes (i) du lemme 2 et du
lemme 3 s'en deduisent.

II n'est pas clair que la substitution £" est injective sur les lettres pour n> 1;
cependant, on n'utilisera plus cette propriete de £ dans la suite, mais seulement les
conclusions des lemmes precedents, et on pourra done remplacer £ par un itere £"
chaque fois que ce sera utile.

4. Fonctions propres continues
On commence ici la demonstration du theoreme, en montrant qu'un complexe A
verifiant les hypotheses de convergence du theoreme est une valeur propre correspon-
dant a une fonction propre continue de {X, T). On remplace la substitution £ par
son iteree f.

(4.1) Un lemme de convergence uniforme. Soit A = e2ml un nombre complexe de
module 1 tel que, pour toute lettre aeA, la limite h{a) = limn^cc A

!i"(a)l existe.
Avec les notations du § 2, on a vu qu'alors la suite (tM"e) converge modulo Zs, et,
d'apres le lemme 1, cette convergence est geometrique: il existe C<0 et 0 < r < l
tels que, pour toute lettre a et tout n > 0,

Pour w = (wowi • • • WP)EA*, notons h(w) = h(wo)h(wi)h(w2) • • • h(wp). Pour tout
mot w de u, on a alors

LEMMA 5. Soit A un complexe de module 1 verifiant la condition de convergence
precedente, et h comme ci-dessus. II existe B > 0 et 0 < r < l tels que, pour tout m > 0

|Alr<u[0-m[)|-/i(M[0, m[)\<Br".

Soit m>0. Pour tout i>0 , soit pt le plus grand entier s m et appartenant a £, (les
ensembles £, ont ete definis en (3.3)). La suite (/>,-) est decroissante, et /?, =0 pour
tout i" superieur ou egal a un certain entier q.

Soit 0<i<q. Si pi+\<Pi, u[pi+i,Pi[ Peut s'ecrire C(wt), ou w, est un mot de u
avec |w,| < 5 = Sup {|^(a)|; a e A}. Si pi+i = pt, on pose wt = 0 . De meme, si px < m,
on pose wo= u[pt, m[ et wo = 0 si /», = m; on a encore |wo|< S. En posant
et h{0) = 1, on a alors «[0, m[ = £q~\wq^) • • • C\wi)w0 d'ou
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et

h(u[0,m[) h(£\wq_1))h(Wo).

Or, par definition de h, h(£(w)) = h(w) pour tout w e A*, done

h(u[0,m[) = h(wq-1)---h{wo).

D'autre part, pour 0 < i < q

|A|{"+i(K'<)l-h(wI-)|<Cr"+i5.

Finalement,
|Ak"(»[o.m[)| _ fc(MjOj m [ ) | < £ C r«+.s < Cr"S/(l - r),

ce qui est le resultat cherche.

(4.2) PROPOSITION 1. Soit A un complexe de module 1 tel que, pour toute lettre a, la
limite h(a) = lim^oo ^ existe, et que Vapplication h soit un cobord de £. Alors A
est une valeur propre du systeme dynamique (X, T), correspondant a une fonction
propre g continue.
Soit/ :Ai-»r une fonction associee au cobord h, e'est-a-dire telle que, pour tout
mot (ab) de 2 lettres de u, on ait f(b)= j'(a)h{a). Soit n>0. Pour tout xeX, soit
rn(x) le plus petit entier >0 tel que T»(x)x appartienne a f ( X ) . Comme £"(X)
est ouvert et ferme dans X, la fonction rn est continue sur X.

Pour aeA, notons [a] le cylindre {xe X; xo= a}. Quand a parcourt A, les
ensembles [a] forment une partition ouverte et fermee de X, et les ensembles £"([a])
forment une partition ouverte et fermee de £"(X). Posons:

&,(*) = A-r"(x)/(a) si r-MxeC([a]).
La fonction gn est continue sur X. Soit p>0, et x= Tpu. Tr"ix)+Pu appartient a
£"(X); d'apres lemme 2, rn(x)+p appartient a En et il existe g>0 avec

r- (*) + '« = r ( r « ) et rn(x) + p =

Alors r r - w x e r ( [ « , ] ) done

gn(x) =f(uq)\~
r-M =f(uo)h(u[0,

D'autre part, gn(u) =f(u0), d'oix:

|gn(T'u) - A"gn(«)| = \h(u[0, q[) - Ap+r-w| = |h(«[0, q[) - A|{"("[0- "C)l| ^ Br\

d'apres le lemme 5.
Soient ne tm deux entiers. Pour tout p > 0, \gn( T

pu) - gm( Tpu)\ < B(r" + rm); par
densite de la suite (Tpu) dans X, la suite (gn) converge uniformement vers une
fonction continue g sur X. Pour tout p,g(Tpu) = X.pg(u) et, par densite, g(7x) =
Ag(x) pour tout xeX, ce qu'il fallait demontrer.

5. Fonctions propres mesurables
On demontre ici la deuxieme partie du theoreme, en prouvant que toute valeur
propre du systeme (X, T, fj.) verifie les conditions imposees.

Fixons d'abord quelques notations. La matrice M de £ est primitive car la
substitution I est primitive. On notera 6 la valeur propre de Perron-Frobenius de
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M. On sait qu'il existe une constante P> 0 telle que Pd" < |£"(a)| pour toute lettre
a et tout n > 0.

Pour w = (w0- • • wp)eA*, on notera [w] le cylindre defini par w, c'est-a-dire
l'ensemble des x e X tel que x[0, p[ ~ w.

(5.1) Proprietes metriques. On a vu qu'il existe une partie D de X, denombrable et
done negligeable, telle que T soit un homeomorphisme de X\D; en particulier, T
est un isomorphisme au sens metrique.

Pour n>0, notons Tn la transformation induite par T sur £"(X). D'apres le
lemme 3, applique a £",

TnC (x) = r l r (^V(x) = C(Tx),

pour tout xeX. £" est done un isomorphisme du systeme (X, T) sur ( f (X) , Tn)
et, en particulier, ce dernier est uniquement ergodique. La restriction de /A a f"(X),
non nulle par minimalite, est invariante par Tn) ainsi que la mesure image £"(fi):
ces deux mesures sont proportionnelles et il est facile de voir (cf. [4]) que le
coefficient de proportionnalite est 6. Ainsi, pour toute partie Y mesurable de

(5.2) Pour n>0, notons £„ l'ensemble des couples (a,p), ou a est une lettre et p
un entier avec 0<p<|£"(a)| . Soit <3>n la famille des ensembles T"^n([a]) ou (a,p)
parcourt ?.„.

&„ est un recourvrement de X car la reunion de ces ensembles est un ferme qui
contient Tku pour tout k > 0. Soient (a, p) et (b, q) dans 1n, avec p > q, et supposons
que

([a]) n T*C([ft]) n (X\D) ^ 0 .

Alors, Tp-T([fl]) n ^"([fc]) ^ 0 ; soit x e X vec x0 = a et 7"" V ( x ) e ^"([ft]). Le
plus petit entier fc>0 tel que TkC"{x) appartient a ^"(X) est, d'apres le lemme 3,
fc = |£"(a)|, done k>p-q et p = q. i" etant injective, xe[b], d'ou a = b. Ainsi,
l'intersection de 2 elements de 0>n correspondant a des elements distincts de 1n est
incluse dans l'ensemble negligeable D et SPn est une partition de X au sens metrique.

Pour toute fonction geL2(/j,), notons £ng l'esperance conditionnelle de g
sachant la tribu S&n engendree par &>„.

LEMME 6. Pour toute fonction ge Ll(fj.), la suite {%ng) converge vers g dans Ll(n.).

On peut se restreindre a montrer cette propriete dans le cas ou g est la fonction
indicatrice d'un cylindre [w]. Notons k = |w|.

Soient n>0,{a,p)eZnztY=TT{[a]). Si p£\C(a)\-ket si (C(a))[p,P+k[
= w, Y est inclus dans [w] et %ng = g sur Y; p<\C(a)\-k et (r(a))[p,P + fct
/ w, Y n [w] = 0 et gng = 0 = g sur Y. Les seuls ensembles de 0>n ou ?ng peut entre
differente de g correspondent done a des elements (a, p) de 1n tels que |£"(a)| - fc <
p<\£"(a)\; s etant le nombre de lettres de A, il y a au plus x(fc-l) ensembles de
ce type; la mesure de chacun d'eux est majoree par /u,(£"(X)) = 0~", et finalement
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(5.3) PROPOSITION 2. Soit g une fonction propre du systeme (X, T, /x), correspondant
a la valeur propre A, et soit p la periode des initiales definite en (2.1). Pour toute lettre
a, la limite

h(a) = lim \l(P"(a)l

n-»oo

existe, et h est un cobord de £,.

Quitte a remplacer £ par £p, on peut supposer que la periode des initiales de £ est
1. g a un module constant et on peut supposer que \g\ = 1 partout.

Pour M > 0 , notons gn = %ng; pour toute lettre a,gn est constante sur £"([a]);
notons dn(a) cette constante.

Soit a une lettre. Pour n > 0 et 0<p < |£"(a)|, gn est constante et egale a Xpdn(a)
sur TpC([a]); alors, pour tout n>0,

\g-gn\d/j.= X \g~gn\dn
J Osp<|f"(a)| JT"{"([<>])

= \C(a)\ | \g-dn(a)\d,M^P0" I |g-4,(a)|dM.
Jf"([o]) Jf"([o])

Comme la suite (gn) converge vers g dans V(/x), on obtient:

Pour tout a e A, 0" \g-dn{a)\ dfi tend vers 0. (1)
J£"([<J])

En particulier, comme |g| = l, que |dn(a) |<l et que ^{C"{[a])) = 6~"iJ.([a]), on a:

Pour tout aeA, lim |dn(a)| = l. (2)
n-*oo

Soient a une lettre et b la premiere lettre de £(a). £{[a]) est inclus dans [b], done
I p o u r tout n > 0. Alors, pour tout n > 0,

Jf"+1(

qui tend vers 0 d'apres (1). D'apres (2), on obtient:
Si a e A, et si b est la premiere lettre de £(a),

ft) = l. (3)

Soit a une lettre. Posons ao= a et, pour tout i>0, soit ai+l la premiere lettre de
£(a,). Comme la periode des initiales de £ est 1, il existe k tel que ak = afc+1. D'apres
(3)

lim dn+k(a)/dn(ak) = l et lim dn+k+1(a)/dn(ak+l) = 1.

Par consequent,

Pour tout a€ A, lim dn+,(a)/dn(a) = 1. (4)
n->oo

Soient a et b deux lettres telles que w = (ab) soit un mot de u. Alors, [w]c [a], et
T|>]<=[&]. Soit «>0 ; notons Jk = |f"(a)|. On a r([w])<= k
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£"([&])• D'une part, 

f \g-d„(b)\dfi \ \g-X-kdn(b)\dfi = 
J f " ( [ > ] ) 

\g-dn(b)\dti. 
{"(CM) 

D'autre part, 

| g - d n ( a ) | d / i < \g-d„(a)\ dfi. 
J { " ( [ w ] ) J f " ( [ o ] ) 

Par minimalite, M(M) * 0; / i ( f ( [ w ] ) ) = 0~V(!>]), done d'apres (1), 

lim |d n ( fc)-A l f " < a ) l d„(a) | = 0. 
n -*ac 

Finalement, d'apres (2), si a et 6 sont deux lettres telles que (ab) soit un mot de u, 

lim Alf"(a)l4,(a)/<Ufo) = l. (5) 
Pour toute lettre a, il existe une lettre b telle que (ab) soit un mot de u. Done, 
d'apres (5) et (4), 

Pour toute lettre a, x]c"*'ia)Hr^ = I. (6) 

Soit t e R avec A = e2™'. M designant toujours la matrice de £, et e le point de Us 

dont toutes les coordonnees sont egales a 1, la propriete (6) signifie que la suite 
(Mn+'te-Mnte) converge modulo Z s ; d'apres le lemme 1, la suite (M"te) converge 
modulo Z\ done: 

Pour toute lettre a, la limite h(a) = lim A'f"<a>' existe. (7) 
n-»oo 

II reste a prouver que h est un cobord de f. D'apres (5) et (7), la limite 
lim,,.,,*, d„(a)/d„(b) existe si (ab) est un mot de u; cette limite existe done pour 
tout couple (ab) de lettres. Pour toute lettre a, posons f (a) = \imn^QO dn(a)/d„(0). 
D'apres (5), si a et b sont deux lettres telles que (ab) soit un mot de u, h(a)f(a) = 
f(b), ce qui prouve que h est un cobord de £, et qui acheve la demonstration de la 
proposition 2. Le theoreme se deduit alors immediatement de celle-ci et de la 
proposition 1. 

6. Exemples 
(6.1) Le systeme dynamique defini par une substitution peut etre faiblement 
melangeant, comme le montre l'exemple suivant. 

Soit £ la substitution definie sur l'alphabet A = {0,1} par: 

C(0) = (01010) 
£(1) = (011). 

Cette substitution verifie les hypotheses du theoreme (son indice de reconnaissabilite 
est 4), sa periode des initiales est 1, et son seul cobord est la constante 1. D'autre 
part, pour tout n > 0,2|£"(1)| -1£"(0)| = 1. D'apres le theoreme, le seule valeur propre 
du systeme defini par cette substitution est 1, et ce systeme est faiblement melangeant. 
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(6.2) Des considerations algebriques permettent parfois de preciser le resultat du
theoreme. On donne ici 2 exemples, sans demonstration, pour illustrer la diversite
des situations possibles. Desormais, £ est une substitution sur l'alphabet
A = {0,1, . . . s-1}, verifiant les hypotheses du theoreme, et n'admettant comme
cobord que la constante 1. Comme au (2.3), M designe la matrice de £; 0 designe
la valeur propre de Perron-Frobenius de M.

Supposons d'abord que 8 est la seule valeur propre de M de module >1. II existe
alors, pour toute lettre a e A, un reel qa > 0 tel que

Pour tous a, b e A, lim M"ab-d"n\_a]qb = 0.

On en deduit que, pour toute lettre a, exp (27ri/u,[a]) est une valeur propre du systeme
dynamique defini par £.

Si de plus le determinant de M est non-nul, les reels /A[a] sont irrationnels, et
l'ensemble {/u[a]; a>0} est rationnellement independant. Enfin, si le determinant
de M est ±1, le groupe des valeurs propres du systeme dynamique defini par £ est
engendre par {exp (2nin[a]); a e A}, et ces valeurs propres sont toutes irrationnelles.

(6.3) A l'oppose, dans certains cas les valeurs propres sont toutes rationnelles.
Soit P(X) le polynome minimal de 6, c'est a dire le polynome unitaire a coefficients

entiers de plus petit degre qui s'annule en 6. Supposons que le nombre de racines
de P(X) de module s i soit strictement superieur au nombre de racines de P(X)
de module <1. Cette hypothese est verifiee en particulier si 6 est un entier, et done
si la substitution f est de longueur constante. Alors toutes les valeurs propres du
systeme dynamique defini par £ sont rationnelles: pour que A = exp (2irit) soit valeur
propre, il faut et il suffit qu'il existe n tel que:

pour toute lettre a, <[f "(a)] est un entier.
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