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ABSTRACT

Let V be a mixed characteristic complete discrete valuation ring with perfect residue
field k. We solve Berthelot’s conjectures on the stability of the holonomicity over smooth
projective formal V-schemes. Then we build a category of F-complexes of arithmetic
D-modules over quasi-projective k-varieties with bounded and holonomic cohomology.
We obtain its stability under Grothendieck’s six operations.

Introduction

Afin d’obtenir une cohomologie p-adique sur les variétés algébriques sur un corps de
caractéristique p stable par les six opérations cohomologiques de Grothendieck (i.e., image
directe, image directe extraordinaire, image inverse, image inverse extraordinaire, produit
tensoriel, foncteur dual), Berthelot a construit une version arithmétique de la théorie des
modules sur le faisceau des opérateurs différentiels (voir l'introduction de [Ber02] puis dans
lordre [Ber90, Ber96, Ber00]). Rappelons quelques éléments de sa théorie : soient V un anneau
de valuation discrete complet d’inégales caractéristiques (0, p), de corps résiduel k supposé parfait
et de corps de fraction K, P un V-schéma formel lisse et P sa fibre spéciale. Dans la version
arithmétique de Berthelot, le faisceau des opérateurs différentiels usuels D est remplacé par
D:f@. Plus précisément, il construit le faisceau sur P des opérateurs différentiels de niveau fini

et d’ordre infini noté D;;Q ; ce dernier correspondant & la tensorisation par Q (indiqué par
I'indice Q) du complété faible p-adique (indiqué par le symbole ‘4’ du faisceau classique Dp
des opérateurs différentiels sur P. On dispose de plus de la notion de F' —D;D Q—module, ie., de

D;) @—module &€ muni d’une structure de Frobenius, i.e., d’un isomorphisme D}; Q—linéaire de la

forme F*(£) —— & avec F* désignant I'image inverse par ’'endomorphisme (ou une puissance) du
Frobenius absolu P — P. Il a aussi obtenu une notion de F—D}; Q—module holonome en s’inspirant

du cas classique : un F—D};@—module cohérent est holonome s’il est nul ou si la dimension de sa
variété caractéristique est égale a la dimension de P. Il conjecture surtout que les F-complexes
de D}L)@—modules a cohomologie bornée et holonomes sont stables par opérations cohomologiques
(de manieére analogue a ce qui se passe dans la théorie classique). Malgré la résolution de cette
stabilité dans quelques cas importants (e.g., image inverse extraordinaire par un morphisme
lisse, produit tensoriel externe, foncteur dual), voici ce qu’il restait a établir : la stabilité de
I’holonomie par produit tensoriel interne, image directe et image inverse extraordinaire (voir les
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STABILITE DE L’HOLONOMIE SUR LES VARIETES QUASI-PROJECTIVES

conjectures [Ber(02, 6.3.6]). Pour bénéficier de coefficients p-adiques stables, une autre approche
a été de définir les D-modules arithmétiques surholonomes [Car09b]. D’apres Caro et Tsuzuki
(voir [CTO08]), les F-complexes de D-modules arithmétiques surholonomes sont stables par
les six opérations cohomologiques de Grothendieck. De plus, les F-complexes de D-modules
arithmétiques surholonomes sont holonomes. L’égalité entre ces deux notions équivaut d’ailleurs
a la validation des conjectures ci-dessus sur la stabilité de 'holonomie (voir [Car09b, 8.2]).
Ce travail s’attaque a ce probleme dans le cas ou la k-variété (ou vivent véritablement les
complexes de D-modules arithmétiques) peut se plonger dans un V-schéma formel projectif
et lisse.

Abordons a présent le contenu de ce travail. Soient P un V-schéma formel projectif et lisse,
Hj un diviseur de Fy, A 'ouvert de P complémentaire de Hy.

Dans la premieére partie de ce travail, on suppose que le diviseur Hy est ample. En fait, comme
le diviseur est ample, il ne cotite pas grand chose de supposer que P est le complété p-adique
de l'espace projectif sur V (d’une certaine dimension) et Hy est un hyperplan défini par une
des coordonnées canoniques. Soit £ un D;)(THO)Q—module cohérent. Le résultat principal de ce
premier chapitre est que, quitte a rajouter des singularités surconvergentes, i.e., & augmenter
Hy, si £ est associé en dehors de Hg a un isocristal convergent alors £ est associé a un isocristal
surconvergent (voir 1.3.7 et la preuve de 2.1.1). Remarquons que, pour donner un sens a ce
résultat, la structure de Frobenius est superflue d’aprés [Carll] (qui étend le cas ou le support
de & est lisse traité dans [Car09a]). Cela nous a permis d’améliorer et de simplifier (par rapport
& une version antérieure prépubliée de ce travail qui n’utilisait pas [Carll] car écrite avant) la
preuve de ce résultat 1.3.7 car on ne doit plus se préoccuper des compatibilités a Frobenius dans
les constructions. Le premier ingrédient technique permettant d’éviter le probleme de la non
lissité du support de € (la stabilité de la surholonomie nous permettait de nous ramener au cas
lisse par descente via le théoreme de désingularisation de de Jong ; cette méthode ne fonctionne
plus a priori en raison du manque de stabilité de la cohérence) est I'utilisation des opérateurs
différentiels ‘a4 la Mebkhout-Narvéez-Macarro’ (voir [MN90]) et le théoreme de comparaison
de Noot-Huyghe (qui n’est validé a priori que pour les V-schémas formels projectifs lisses).
C’est 'unique raison technique pour laquelle nous nous sommes restreint aux V-schémas formels
projectifs et lisses. Le second ingrédient technique di a Kedlaya (voir [Ked05]) qui nous permet
de nous ramener au cas déja traité ou le support de £ est lisse (voir [Car09a]) est le fait que tout
point fermé de P posséde un voisinage ouvert qui soit fini et étale sur un espace affine (ce qui
nous ramenera au cas ou il existe une compactification lisse).

Dans le second chapitre, on ne suppose plus le diviseur Hy ample. Soit £ € F' —D(E’Oh(D;)(THO)@).
Nous y prouvons (voir 2.1.1) que si |2 € F—DEOI(D;Q) alors £ € F—Dl?urhol(D;,@), ie., £ est un
F-complexe surholonome s’il est holonome en dehors des singularités surconvergentes. Ainsi,
dans le cas des V-schémas formels projectifs et lisses, cela répond positivement a la conjecture la
plus forte de Berthelot de [Ber02, 6.3.6]. Donnons une esquisse de sa preuve : on se ramene via
des triangles distingués de Mayer—Vietoris au cas ou le diviseur est ample. L’idée ensuite est de
procéder par récurrence sur la dimension du support noté X de £. On peut en outre supposer que
& est un module. Or, d’apres la premiere partie, il existe un ouvert affine et lisse Y (dense dans une
composante irréductible) de X tel que £ soit associé a un isocristal surconvergent sur Y. Comme
les F-isocristaux surconvergents sur les k-variétés lisses sont surholonomes (voir [CT08]), nous
concluons la récurrence. Remarquons de plus que, comme il existe des isocristaux surconvergents
sur des k-variétés lisses qui ne sont pas cohérents ni a fortiori surholonomes, le théoreme 2.1.1
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énoncé ci-dessus est faux sans structure de Frobenius (voir 2.1.2). Nous avons donc besoin in
fine de la structure de Frobenius pour valider la récurrence. Enfin, notons que la preuve de
la surholonomie des F-isocristaux surconvergents de [CTO08] utilise notamment la stabilité de la
surholonomie par image directe par un morphisme propre, ce qui empéche a priori de vérifier
directement (i.e., sans la notion de surholonomie) I’holonomie des F-isocristaux surconvergents
sur les k-variétés lisses.

Le théoréme 2.1.1 implique que I'image directe (respectivement l'image inverse extraordinaire)
par un morphisme de V-schémas formels projectifs et lisses d’un F-complexe holonome est un
F-complexe holonome. Cette stabilité nous permet de construire les F-complexes a cohomologie
bornée et holonome de D-modules arithmétiques sur les k-variétés quasi-projectives. Comme
c’est le cas pour les complexes surholonomes, on obtient ensuite la stabilité par les six opérations
cohomologiques de Grothendieck de cette catégorie de coefficients p-adiques.

Notations. Soient V un anneau de valuation discréte complet d’inégales caractéristiques (0, p),
7 une uniformisante, k£ son corps résiduel supposé parfait, K son corps des fractions. On fixe s
un entier strictement positif et o : V — V un relevement de la puissance s-ieme de Frobenius.
Enfin, m désignera par défaut un entier positif.

e Si M est un V-module (respectivement un groupe abélien), on pose My :=M ®y K
(respectivement Mg = M ®z Q). Un module est par défaut un module a gauche.

e Pour tout V-schéma formel faible lisse X T, on désigne par X sa fibre spéciale, X le V-schéma
formel déduit par complétion p-adique. On note Dg?; , le faisceau des opérateurs différentiels
d’ordre fini et de niveau m sur X (e.g., voir [Car06a, 2]). Si ¢1,...,tq sont des coordonnées
locales de Xt et 01, ..., 94 sont les dérivations correspondantes, on désignera comme d’habitude

voir |[Ber96]|) la base canonique de D) par OB m).
Xt
Pour tout ouvert affine UT de XT, on pose p™ —I‘(UT,D%L)) et Dyt g :F(UT,Dg?:))K

ut
(qui ne dépend canoniquement pas de m). On note D[(JT)T la complétion p-adique faible comme
V-algebre de D(UT) . Enfin, on pose Dgﬁ = h_II)lm D[(JT?)T.

e Pour tout V-schéma formel lisse X, on note X sa fibre spéciale. Pour tout ouvert affine
de %, on pose D™ := (&1, DY™), DI := (4, DL).
e Si lentier n ne pose aucune ambiguité, on écrira plus simplement D (respectivement

(m)t

Am‘ ’

D™t respectivement DY, respectivement ﬁ(m)) a la place de Dt (respectivement D
v %

(m)
Ap )

e Nous reprenons les notations usuelles des opérations cohomologiques que nous ne rappelons
pas (e.g., voir [Ber02] ou le premier chapitre de [Car09b]).

respectivement Dj;”“ respectivement D
v

1. Caractérisations des isocristaux surconvergents sur les schémas finis étales sur
I’espace affine

Soit XT un V-schéma formel faible lisse. Grace a Kedlaya (voir [Ked02] ou [Ked05]), il existe
un ouvert affine dense U' de XT et un morphisme fini et étale de la forme g:UT —>A3T.
Nous étudions dans cette section les opérateurs différentiels de Mebkhout—Narvaez-Macarro
(voir la fin de [MN90] et les théoremes de comparaison de Noot-Huyghe avec la théorie de
Berthelot des D-modules arithmétiques de [Noo03]) sur un tel UT. Nous en déduirons une
description des isocristaux surconvergents sur UT (voir 1.2.5). Apres ce travail préliminaire,
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ce chapitre culminera avec la proposition 1.3.7 qui donne une condition suffisante pour qu’un
D-module arithmétique soit un isocristal surcohérent (voir [Car07, 6] et pour la version sans
structure de Frobenius [Carll]). Grosso modo, sur certains sous-schémas de ’espace projectif,
dans la définition de la notion d’isocristal surcohérent, on peut affaiblir les hypotheses en
remplagant surcohérent par cohérent. Cette proposition 1.3.7 est ’étape clé aboutissant a sa
généralisation 2.1.3 dans le prochain chapitre.

1.1 Compléments sur les opérateurs différentiels de Mebkhout—Narvaez-Macarro

Nous vérifions ici que le foncteur section globale appliqué au faisceau des opérateurs différentiels
de Mebkhout—Narvaez-Macarro commute aux extensions induites par un morphisme fini étale
sur un espace affine (voir 1.1.7). On en déduit facilement 1.1.8. Ces résultats nous serviront
pour valider la caractérisation 1.2.4 des isocristaux surconvergents sur les schémas finis étales
sur I'espace affine ou pour établir la proposition 1.3.7 de la section suivante.

Rappelons d’abord la définition de la complétion p-adique faible donnée par Noot-Huyghe
dans [Noo03, 1.3] dans le cas d’une V-algebre non nécessairement commutative.

DEFINITION 1.1.1. Pour tout entier IV, on note By l’algebre des polynomes & N indéterminées
sur ¥V non commutative (i.e., la V-algébre tensorielle de V). Soit A une V-algebre non
nécessairement commutative. On note A la complétion p-adique de A et AT le sous-ensemble
de A des éléments z tels qu’il existe une constante ¢ € R, des éléments z1,...,x, € A et, pour
tout j € N, des polynomes P; € n/ By tels que deg P; < c(j + 1) et

z:ZPj(xl, ceey X))
jeEN
L’ensemble AT est une sous-V-algebre de A et se nomme ‘la complétion p-adique faible de A
en tant que V-algebre’ ou ‘la complétion p-adique faible de A’ ¢’il n’y a aucune ambiguiité sur

l’algebre de base V (dans notre travail, ce sera toujours sur V). On dira aussi que ‘z est engendré
de maniere faiblement complete sur V par les éléments x4, ..., z, de A’.

Remarques 1.1.2. Avec les notations de 1.1.1, supposons ¢ > 1. Notons Ry =0 et, pour tout
J € N, définissons par récurrence sur j > 0 les polynomes @); et R;i1 en posant : R; + P; =
Qj + Rjy1 ou Q; désigne la somme des monomes de R; + P; dont la valuation m-adique du
coefficient vaut j tandis que R;i; est la somme des autres termes. On dispose de ’égalité
z= ZjeN Qj(z1,...,x,) avec deg Q; < c(j + 1) et tous les monoémes de (); ont une valuation
m-adique égale & j (on remarque aussi que deg Rj+1 < c(j+ 1) et Rjy1 € 7/ T1B,,).

LEMME 1.1.3. Soient A une V-algébre, c € R, y1, ..., yn € Al et, pour tout j € N, des polynémes
Pj € m B, tels que deg P; < ¢(j + 1). Alors I'élément z := ZjeN Pj(y1, - - -, yn) appartient a Al
Plus précisément, si y1, ..., Yy, sont engendrés de maniére faiblement compléte sur V par des
éléments x1,...,x, de A, alors z est engendré de maniére faiblement compléte sur V par
T1,..., 2, . En particulier, on dispose de I'égalité AT = (AT,

Démonstration. Soit P(Y1,...,Yn) =X Yy1)Yy2) -+ Yy avec ¢(1),. .., é(r) €{1,...,n} un
monome de P; avec A € V. Par hypothese, v:(A) > j et r <c¢(j + 1). Quitte & augmenter c, il

existe x1, ..., T, € A tels que, pour tout i’ =1, ..., n, pour tout k € N, il existe des polynémes
Py ), € wByy, tels que deg Py g < c(k+ 1) et yir =3 oy Prk(®1, - . ., Z). On obtient
Py, ..., yn) = Z A Pyy ey (T1, -+ ) -+ Pyry e, (1500, Tm)-
k1€N,...,kr-eN
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Notons P(kl,...,kT)(Xl) oy X)) = P¢(1),k1 (X1,oo 0, Xm) -+ P¢>(r),kr (X1,...,Xm) les poly-
nomes de B,, apparaissant dans cette somme. Notons v, (P(kzl,...,kr)) la valuation m-adique
minimale des coefficients de P, 1.y Par construction, vz (P, . ) =7+ Yoy ki

Soit J un entier. Or, pour j fixé, P; est une somme finie de tels monémes P. Comme
U (Plhy,. k) =7 + iy ki, il en résulte qu’il existe un nombre fini de polynomes Py, k)
définis comme ci-dessus et tels que vq(Py, . k) =J. Soit Q;(Xi1,..., Xp) la somme de
tous ces polynomes Py, ) (X1,..., Xp) tels que vr(Puy,, . k) =J. Alors v-(Qy) > J et
z:ZJeNQJ(xl,...,a:m).

Il reste a majorer le degré de Q : soit Py, . x,) un de ces polynomes tels que UW(P(;CM.’kT)) =
J. On a alors deg Py, k)= > i— deg Pypiy, <cyi_i(ki +1). Comme 7 < c(j + 1), comme
J =37+ 3 ki, on en déduit alors deg P, gy <c(J —j+c(i+1))<c(J+1+c(J+1))=
c¢(l1+¢)(J+1). Posons C = ¢(1+ ¢). On a donc établi deg Q7 < C(J + 1). D’ou le résultat. O

Le lemme ci-apres est immédiat.

LEMME 1.1.4. Soient Ni, N2 €N, ce€R et, pour tout j €N, soient P;, Q; € /B, tels que
deg Pj < c(j+ Ni), deg Q; < c¢(j + N2). On définit des éléments de V[ti, ... ,tn]T en posant :
2=3 ey Pt tn), u=2 ey Qj(tr, - - s tn).

existe, pour tout k & et tout j € N, des polynomes P €l n tels que deg P <
1) I exi keN" €N, d lyno P; IB ] deg P; <
c(j+ Ny) et 9B (2) =30 Pi(ta, . .., tn).

(2) II existe, pour tout j € N, des polynémes R;, Ej € 1 By, tels que deg R; < c(j + max{Ny,
NQ}), deg Rj < C(] + N1+ NQ) et z4+u= ZjEN Rj(tl, cey tn), 2U = EjeN Rj(tl, ceey tn).

LEMME 1.1.5. Soient f:X — X un morphisme fini étale de V-schémas formels lisses, ) un
ouvert affine de X muni de coordonnées locales et )’ := f~1())), B:=T(Y, Ox), B :=T()’, Oy).
Le morphisme canonique Dl — f *D;re est un isomorphisme. Le morphisme canonique f _1D;r€ —
D;, induit est en fait un morphisme d’anneaux. Enfin, les morphismes qui en résultent

B' ®p D;, — D;,, D;r; ®p B — D;,/ sont des isomorphismes.

Démonstration. Notons fi: X! — X; (respectivement B;, B}) la réduction modulo 7+ de f

(respectivement B, B’). Via un calcul en coordonnées locales, on vérifie que le morphisme

(m)

P f*Dg?;) est un isomorphisme. Par un calcul analogue, on prouve que le

canonique Dy,
morphisme f‘ng?Z) —>Dg?f), induit via son inverse, est en fait un morphisme d’anneaux et
que les morphismes B} ®@p, D%n) — Dg:,l), Dgn) ®p, Bl — Dg}) induits en prenant les sections
globales sont des isomorphismes. Par passage a la limite projective sur ¢, puis passage a la limite

inductive sur le niveau m, on en déduit le lemme. O

En remplacant les faisceaux des opérateurs différentiels de Berthelot par ceux de Mebkhout—
Narvaez-Macarro, la vérification de I'analogue du lemme 1.1.5 est techniquement plus délicate
car la complétion p-adique faible est moins maniable que la complétion p-adique. Avant de traiter
la partie (voir 1.1.7) moins aisée de cette analogie, donnons d’abord sa partie triviale :

LEMME 1.1.6. Soit g : U't — Ut un morphisme fini étale de V-schémas formels faibles affines et
(m) (m)
ut’” Ut

On dispose de plus des morphismes canoniques de V-algébres D[(JT)T — Dgﬁ”, D[T]T — D(T]/T.

lisses. Le morphisme canonique de D,/ -modules a gauche D;,,/ — g*Dg?) est un isomorphisme.
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Démonstration. Comme g est fini et étale, on vérifie via un calcul en coordonnées locales

(m) _, g*Dg?) est un isomorphisme. Via son

Ut

inverse, on construite alors le morphisme canonique g_ng?) — D[(J",LT). On établit ensuite par un
calcul en coordonnées locales que celui-ci est en fait un morphisme de V-algébres. En prenant les
(m) _, plm)
Ut Ut

(identique & celui de la preuve de 1.1.5) que D

sections globales, on obtient un morphisme de V-algebres D D’ou, par fonctorialité

de la complétion p-adique faible de V-algebres, le morphisme Dg?ﬁ — Dgﬁﬁ. Par passage a la
limite sur le niveau, cela donne le morphisme canonique de V-algebres : D;r]T — DZ/'T' O

PROPOSITION 1.1.7. Soient g: Ut — Ay un morphisme fini étale de V-schémas formels faibles
lisses et AT:=T(UT, Oy+).

Les morphismes canoniques Af-linéaires induits (via 1.1.6)

A @y DT DI DT gy AF — DIV, (1.1.7.1)
Al @y D' = D}y, Dl @y AT— D, (1.1.7.2)

sont des isomorphismes.

Démonstration. Par symétrie et par passage a la limite inductive sur le niveau, contentons-nous

de vérifier que le morphisme canonique 6 : A Qi Dt D(UT)T est un isomorphisme.
Comme AT est une V[t]-algebre finie, V{t} ypt At 25 A 1l en résulte le premier isomor-

phisme : AT Ryt Dm ~, A Dy Dm) ~, 4 @)V{t} Dm) >, ﬁ&m), le dernier isomorphisme
résultant de 1.1.5 (voir sa preuve). Cet isomorphisme composé s’inscrit dans le diagramme
commutatif :

At Dyt pm) _~ B&m)

j j (1.1.7.3)

m 0 m
Af ®V[§]T D( )t *)D((JT)T

Comme AT est une extension plate de V[t]T, comme D™7 et Dg?) " sont séparés (pour la topologie
p-adique), il en résulte que les fleches verticales de (1.1.7.3) sont injectives. On obtient ainsi
I’injectivité de 6.

Prouvons a présent la surjectivité de 6 via les étapes suivantes :

(0) Fizons quelques notations. Soient x1, ..., zs € Al engendrant AT comme V[ty,. .., t,]-
module. Notons X le vecteur colonne de coordonnées x1, .. ., xs.

e Pour tout a=(ay,...,a,)<p" (e, ai,...,a,<p™), soient A@ = (ag?))lgid'gs €
My(V[ty, ..., t]") tel que

oo (X) = AW x, (1.1.7.4)

ot 9@ (X)) désigne le vecteur colonne de coordonnées 9@ (1), ..., 9@ m) (z,). Il existe une
constante réelle ¢ > 1 et, pour tout k € N, des polynoémes Pl(fk) € * B, tels que deg Pl(]gk) <clk+1)
et al(]g-) = heN Pi(ji)(tl, coytn).

e Pour tout 1 < b < s, soit B®) = (bg?

2y - X = BOX, (1.1.7.5)

))Km-gs € M;(V[ty, ..., ta]") tel que

1777

https://doi.org/10.1112/50010437X11005574 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X11005574

D. Caro

ou xp - X est le vecteur colonne de coordonnées xpri,. .., Tpxrs. Quitte a augmenter c, il
existe pour tout k£ €N, des polynomes Pz( ) e B, tels que deg P() <ec(k+1) et vérifiant

b)
b = Y pen Pty -« 1)

(1) Soit z € D(m)T Il existe alors des éléments y1, ..., y. de D( ™) tels que z soit engendré

m)

de maniere faiblement compléte par yi, ..., y.. Comme D( est une V[ti,... ,tn]T—algébre

engendrée par xi,...,Ts et par 9@ m) pour a<p™, yi,...,Ye sont alors engendrés de
maniere faiblement compléte par z1, ..., zs ou 'on choisit 1 =1, par t1,...,t, et par Q@(m)
pour a < p". Il découle alors de 1.1.3 que z est engendré de maniere faiblement complete
par xi,...,Zs, par ti,...,t, et par 9@ (m) pour a < p™. Posons N:=n+s+n(p™m+1). Il
existe ainsi, pour tout J €N, des polynomes P; € 7/ By tels que deg Py <c(J+1) et z=
Yogen Pr(ty, ooty w1, 2, Q@(W,Q <p™).

(2) D’apres les formules [Ber96, 2.2.4(ii) et (iv)], le passage de droite a4 gauche d’un polynéme
enty,...,t, par rapport a un opérateur de la forme 9@ m) n’augmente pas le degréen tq, . . ., ty.
On peut donc supposer que P; est une somme finie de monomes de la forme

MJZ?TJP(tl,... )Ql( @) (m) a<p )
xPl(xl,...,ms)---Qr(if m . a < p")Pr(x1, ..., Ts),

ou P est un monéme de B, et, pour i =1, ..., r, P; est un mondme unitaire de B, et (J; est un
monoéme unitaire By,,m 1, avec toujours deg My < ¢(J + 1) (en tant que monome de By ).

(3) Linéarisation de Py (z1, ..., xs), ..., P-(x1,...,xs). En utilisant (1.1.7.5) et via 1.1.4(2),

on vérifie que, pour tout 1<wu<r, il existe un vecteur ligne L% = (lgu), cee l§“)) a
coefficients dans V[ty, . .., t,] et, pour tout 1 <i < s et tout j € N, des polynomes LE;L) €1 B,
tels que deg(L\") < c(j + deg(Pu)), 1{ =Y sen L (t1, ... t) et Pyl ..., a5) = LWX.

Remarquons que pour deg(P,) =0, on a eu besoin d’avoir 1 = 1 et qu’en fait on peut affiner en
remplagant deg(Lg‘)) < c(j + deg(P,)) par deg(Lg-L)) <c(j+deg(P,) —1).

(4) Passage de droite a gauche par rapport 99 des combinaisons linéaires de Ti,...,Ts
a coefficients dans V[t1, ..., t,]T. Pour tout a < p™, avec [Ber96, 2.2.4(iv)] puis via la formule
de Leibnitz de [Ber96, 2.3.4.1], on obtient

PO X =3 {Z} a1 e (L) X )9

h<a
_ 4 a—h a—h—h"Y ) (T (u % B (m
_Z{h} 3 { y }3< ) (L00) A0 x )y
h<a “77 W<a-h
_ Z Lglu@)XQ@)(m)’ (1.1.7.6)
h<a -
ol L(u 9 - (l(" a), e = { } D oh<a—h { /h} 9%~ b= m) (L) AR egt un vecteur ligne
) Coeﬂﬁments dans V[tl,...,tn]T. Or, d’apres 1.1.4, il existe, pour tout ¢=1,...,s et

tout j €N, des polyndmes L( ’*) € B, tels que deg(L ;LUQ)) <c(j + deg(P,) + 1) et l}(” 9 -
Z]EN LEL Z])(t]J A 7tn)'

En résumé : le passage de droite a gauche par rapport a 9% (m) des combinaisons linéaires de

x1,...,xs colte 'ajout de ‘1’ dans I'inégalité de la forme deg(Lgul?)) <c(j+deg(Py) +1). Ce

nombre (1) correspond aussi au degré des monomes 8™ (car b < p™).
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(5) En réitérant le procédé de ’étape (4), on vérifie que M est égal a une somme finie de
termes de la forme
Ry=n'LXQ@W™, a<p™),

ot Q € By(pymyq) est un monome tel que deg(Q) < deg(Q1) + -+ - +deg(Qy) < deg(M;), L=
(I1,...,1) est un vecteur ligne & coefficients dans V[t1, ..., t,]|" tel que, pour tout i =1,...,s
et tout j €N, il existe des polynomes L;; € B, tels que deg(Li;) < c(j+deg(My)) et l; =
ZjEN WjLij(tl, ceay tn).

(6) Conclusion. Posons Ryj; j = Lyj(t1, . .. ,tn)Q(Q@(m),g <p") € Byyn(pm41)- Alnsi,
S
RJ = Z ZT; Z 7TJ+jRJ7i7j.
i=1  jeN

Comme deg(My) < deg(Py) < c(J + 1), alors deg(Q) < c(J + 1) et deg(Lij) < c(j +c(J +1)).
Dot : deg(Ryij ) <c(j+c(J+1)+ec(J+1)<c(l+c)(J+j5+1).
Lorsque j et J sont fixés, I’ensemble des polynomes Rj; ; qui apparaissent comme décrits

ci-dessus est de cardinal fini. Notons R J4,j la somme finie des éléments de cet ensemble. On
obtient alors la somme

s
Z = E ZT; E 7TJ+JRJ’Z‘J'.
=1 J,jeEN

Comme deg(EJ7i7j) <c(l+¢)(J+j+1), il en résulte que ;o 7TJ+']'EJ7Z'7]‘ e DMt O
PropPOSITION 1.1.8. On garde les notations et hypothéses de 1.1.7. Les morphismes canoniques
Df&% ®pt Diy — DY, D, @pt D}W — Dl

sont des isomorphismes.
Démonstration. D’apres 1.1.7, DT Qypyt AT = DLT. D’oti :

i i~ pi i t .~ pi i

Or, comme A" est une V[t]i-algebre finie, V{t} Oyt At =5 A. Donc, D:r&n ®V{t}/?;
t n Vit

D‘T&n Qypyt A'. L’isomorphisme D‘T&n @yt A, DL de 1.1.5 nous permet de conclure. O
v B v a

1.2 Caractérisation des isocristaux surconvergents via les opérateurs différentiels de
Mebkhout—Narvaez-Macarro

Nous donnons une description des isocristaux surconvergents sur l'espace affine (voir 1.2.2
et 1.2.3). Nous en déduisons ensuite, grace a la section précédente, une description des isocristaux
surconvergents sur les schémas finis et étales sur l'espace affine (voir 1.2.5).

Dans cette section, nous garderons les notations suivantes : soient P := @@ I’espace projectif
formel sur V de dimension n, uog,...,u, les coordonnées projectives de P, Hy I’hyperplan
défini par ug =0, i.e., Ho:=P?\AZ. On désigne par Op(THy)g (respectivement D};(THO)@) le
faisceau des fonctions (respectivement opérateurs différentiels de niveau fini) sur P a singularités
surconvergentes le long de Hy (voir [Ber96, 4.2]). On pose de plus Dp(THp)g := Op(THp)g R0pg
Dp g, ou Dp est le faisceau usuel des opérateurs différentiels sur P.
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D’apres le théoreme de comparaison de Noot-Huyghe (voir [Noo97] ou [Noo098]), on dispose
dans cette situation géométrique de 'isomorphisme : D}{ = D;”T K = T(P, D;D(THO)@). Elle
établit de plus la formule Y

F(P:D;(THO)@)—{ > agtto
kJENn

In < 1,3c>1 tels que |agy| < cn|k|+|l|},

ou t; =wui/ug, . .., ty =uy/ug désignent les coordonnées canoniques sur l’espace affine.

1.2.1 Théorémes de type A sur l’espace affine ou un de ses ouverts affines. Soit £ un
D;D(THO)@—module cohérent.
e D’apres le théoréme de type A pour les D;B(THO)@—modules cohérents (voir [Noo97]),

E:=T(P,E) est un Dk—module cohérent et le morphisme canonique

D(THo)g Opr E—E (1.2.1.1)

est un isomorphisme. Ainsi, les foncteurs I'(P, —) et D;;(THO)Q ® induisent des équivalences

Dl —
quasi-inverses entre la catégorie des D}L)(THO)@—modules cohérents et celle des D}(—modules
cohérents.

e De méme, le foncteur T'(P, —) induit une équivalence entre la catégorie des Dp(THp)g-
modules cohérents (respectivement Op(THp)g-modules cohérents) et celle des Dj-modules

cohérents (respectivement V[ﬂ}(—modules cohérents).

e Pour tout ouvert affine ' C 1&%, d’apres le théoreme de type A pour les DL/ Q-modules
cohérents (voir [Ber96, 3.6.5]), le morphisme canonique

Dl o D, . T, &) — E|W (1.2.1.2)
est un isomorphisme. En combinant (1.2.1.2) et (1.2.1.1), il en résulte que le morphisme canonique
Djy o ®pi E—T(H,€) (1.2.1.3)

est un isomorphisme.

1.2.2  Grace a Berthelot (voir [Car06b, 2.2.12] pour une version écrite d’ailleurs plus forte),
la catégorie Tsoc!(A7/K) est équivalence & celle des D};(THO)Q—modules cohérents, Op (T Hy)o-
modules cohérents. D’aprés les théoremes de type A (voir 1.2.1), la catégorie Isoc!(A7/K) est

donc équivalence a celle des D}{—modules cohérents, V|t] ;(—cohérents.

LEMME 1.2.3. Soit E un Dg-module, cohérent pour sa structure induite de V[ﬂk—modu]e. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(1) E est un isocristal surconvergent sur A} ;

2) E est muni d’une structure de DTK—modu]e cohérent prolongeant sa structure de Dg-
module ;

3) le morphisme canonique F — Dl ® Dy E est un isomorphisme.
K K

Démonstration. D’apres 1.2.2) (2) < (1). Par noethéranité de Dg, E est Dg-cohérent et donc
(3) = (2). Supposons que E soit un isocristal surconvergent sur A}. Notons &£ le D;,(THO)Q—
module cohérent, Op (T Hy)g-module cohérent associé. D’apreés [Car05, 2.2.8] (voir les notations
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de [Car05, 2.2.2]), le morphisme canonique & — D;B(THO)Q ®pp(1Hy)y € st un isomorphisme.

Il suffit alors d’utiliser les théoremes de type A pour respectivement les D;)(THO)@—modules
cohérents et les Dp (' Hp)g-modules cohérents. O

PROPOSITION 1.2.4. Soient g: Ut — A@L un morphisme fini étale de V-algébres formels faibles
lisses et AT:=T(U', Oyt). Soit E un Dyt gg-module, cohérent pour sa structure induite de

A}(—module. Notons g«(FE) le Dg-module V[ﬂ}(—cohérent induit par E (ainsi, g, est le foncteur
oubli). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Ila connexion de E est surconvergente, i.e., E est un isocristal surconvergent sur Uy ;

(2) la connexion de g.(E) est surconvergente, i.e., g.(E) est un isocristal surconvergent sur A7’ ;
3) le morphisme canonique D-linéaire g.(F) — Dl ® D 9«(E) est un isomorphisme ;

K K
(4) le morphisme canonique Dyt -linéaire £ — DTUT,K ®Dy E est un isomorphisme.

Dans ce cas, la structure de Dyt ig-module de E se prolonge de maniére unique en une structure

de D(TJTK-module.

Démonstration. Par [LeS07, 7.2.15], on vérifie I’équivalence entre les deux premieres assertions.

Il résulte de l'isomorphisme de 1.1.6 (avec aussi un passage aux sections globales) que le
morphisme canonique Dk ®yyi At —N—>Dm7 i est un isomorphisme. Grace a 1.1.7.2 il en

résulte qu’il en est de méme du morphisme canonique : D}( ®py Dyt gk — DTUT K On en déduit
I'équivalence entre (3) et (4). Enfin, I’équivalence entre (2) et (3) découle de 1.2.3. La conclusion
de la proposition se déduit du fait que le morphisme canonique DZ]T Kk ®Dyi E — FE est alors

aussi un isomorphisme (car composé avec le morphisme de (4), on obtient I'identité de E). O

COROLLAIRE 1.2.5. Avec les notations de 1.2.4, la catégorie Isoc'(Uy/K) des isocristaux

.|.

Ut j-modules cohérents, cohérents pour

surconvergents sur Uy est équivalente a celles des D

leur structure induite de A}(-module.

Démonstration. Cela résulte aussitot des équivalences 1.2.4(1) < 1.2.4(3) < 1.2.4(4) et 1.2.3(2)
& 1.2.3(3).

1.3 Caractérisation des isocristaux surcohérents sur certains sous-schémas de

Pespace affine
Dans la suite de cette section, nous conserverons les notations suivantes : soient P := @% I’espace
projectif formel sur V de dimension n, ug, ..., u, les coordonnées projectives de P (ou, par
abus de notations, de P}, ou P}), Ho I'hyperplan défini par ug =0, i.e., Hp:=P}\A}. On note
t1 =u1/ug, ..., ty, =uy/up les coordonnées canoniques de I’espace affine. Soient U T un ouvert
affine de A%T, i son complété p-adique, Ty := PP \Uy le diviseur réduit de P} dont le support est
le complémentaire de Uy. Soit v: YT < UT une immersion fermée de V-schémas formels faibles
affines et lisses, avec Yy integre et dim Yy =mn — r pour un certain entier r. On suppose de plus
qu’il existe un morphisme fini et étale go: Uy — A} tel que go(Yp) C A)™" (grace aux travaux
de Kedlaya dans [Ked02] ou [Ked05], cette hypothese est en fait génériquement valable). On
note g: UT — A@T le relevement de gg. Les complétés p-adiques de v ou g seront encore notés
respectivement v ou g.

Le résultat principal de cette section est la caractérisation de 1.3.7 des isocristaux surcohérents
sur Yj.
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1.3.1 Comme UT est un ouvert de A@T, on obtient le morphisme canonique de restriction

(pour tout niveau m) restr : DXZT) — Dl(ﬁ). Par fonctorialité de la complétion p-adique faible puis
\%

par passage a la limite sur le niveau, il en résulte le morphisme canonique :

restr : T(P, D (THo)g) %Dgy — D, (1.3.1.1)
Remarques 1.3.2. Soit XT=Spf B un V-schéma formel faible affine, lisse et muni de
coordonnées locales. Soit M un B}(-module cohérent muni d’une connexion intégrable M —
M ® gt QET (i-e., un D+ g-module cohérent, B}(—cohérent). Soit M un Bg-module cohérent
muni d’une connexion intégrable M — M @5 Q% (i.e., un Dy x-module cohérent, B K-cohérent).

On dispose de l'inclusion canonique DXT,K — Dy g définie par ) aEQ[E] = aEQ[M

. On calcule

que cette fleche est un morphisme d’anneaux et que le morphisme induit Bx @ 5 Dx+ g — Dx x
K ’ ’

est un isomorphisme. Il en résulte que si l'on dispose d’un morphisme Dy g-linéaire M — M,

alors le morphisme canonique induit Bx @ 51 M — M est Dy g-linéaire.
K

LEMME 1.3.3. Soit «: @{j—r — @\3 Iimmersion fermée définie par uy =0, ..., u, =0. Soient £

un D;B(THO)@—module cohérent a support dans P} et £ := F(]/PS@, E). Alors, F(I@@‘T, o (&) =
Ni_y ker(ti: E— E).

Démonstration. Notons P’ := @37’", 7 l'idéal définissant 'immersion fermée . On vérifie par
complétion p-adique @(TLP - ﬁ;)m) /Iﬁg,m). Avec les notations de [Car06b, 1.1.6], en ajoutant
les singularités surconvergentes le long de Hj, par passage & la limite sur le niveau et
tensorisation par Q, on obtient alors ’isomorphisme DL’—»P (THO)@ - D;B(THO)@/ID;,(THO)Q.

Cela implique

/(&) =D, p(THo)g & a~tE[—r]

CYilD;)(THO)Q
= Op("Ho)o/ZOp("Ho)a 510, (1 ), @ €17

On calcule que que ZOp(THp)g est l'idéal de Op(THp)g engendré par les sections globales
t1,...,t.. Via la résolution de Koszul induite par la suite réguliere des éléments t1, ..., ¢, qui
engendrent 1'idéal ZOp (T Hy)g de Op(THg)g, on caleule HO(a'(€)) —— i, ker(t; : € — &). Or,

comme & est & support dans P} ~", le théoréme de Berthelot-Kashiwara implique H%(o! (£)) ——

o} (€). Don o} (€) —= i, ker(t; : £ — &). On conclut en lui appliquant le foncteur section

globale. O

LEMME 1.3.4. Soient (:2Z' — Z une immersion fermée de V-schémas formels affines et
lisses, x1,...,x, des générateurs de l'idéal définissant 3, £ un (F-)Dl; g-module cohérent a

support dans Z'. On dispose alors de I'isomorphisme canonique : T'(Z', (€)) —— (i, ker(z; :
I'Z2,8)—-T(Z,¢)).

Démonstration. On procede de maniere analogue a la preuve de 1.3.3. O

LEMME 1.3.5. Soit «: ]/I\’"{fr — @@ Iimmersion fermée définie par uy =0, ..., u, =0. Soit §:
A" — AY, le morphisme induit par «. Soit £ un D;E(THO)Q—modu]e cohérent a support
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dans IP}". Le diagramme canonique,

D(PP", ol (€)) Y N, ker(t; : T(PY, ) — (P}, €))
J £ (1.3.5.1)
DAY, a'(£)) ==T(A}", B'(E|A}) 157 Nizy ker(ti : (A}, €) - T(A}, €))

ot les isomorphismes horizontaux proviennent de 1.3.3 et 1.3.4, est commutatif.

Démonstration. Cela découle de la construction des isomorphismes horizontaux. O

1.3.6 Quelques équivalences de catégories. D’apres [Car09a], on dispose du foncteur
pleinement fidele spy,. ., de la catégorie Isoc(Yo/K) des isocristaux convergents sur Yy dans

celle des DL @—modules cohérents a support dans Yp. Son image essentielle est constituée par les

DL@—modules cohérents & support dans Yj tels que v'(G) soit Oy g-cohérent.

La catégorie des isocristaux surcohérents sur Yy notée Isoc'T(Yy/K) est la catégorie dont
les objets sont les DI (THO)Q—modules surcohérents &£ tels que £|U soit dans l'image essentielle
de spy,_y - D’apres [Carll], on dispose de l'équivalence spy+c .yt 4 : s Isoc! (Yo / K) =
Isoc!(Yp/K) entre la catégorie des isocristaux surconvergents sur Yy et celle des isocristaux
surcohérents sur Yj. Cela correspond a une extension sans Frobenius du théoréme analogue
de [Car07], ce qui nous permet d’obtenir la proposition 1.3.7 qui suit sans structure de Frobenius
(et par la méme occasion, il est inutile de se préoccuper de la compatibilité & Frobenius des
constructions, ce qui simplifie la preuve).

PROPOSITION 1.3.7. Soit £ un D;B(THO)Q—modu]e cohérent tel que EJY soit dans Iimage
essentielle de spy,. .y .. Il existe alors un isocristal surconvergent G sur Yy et un isomorphisme

DY, (1Ty ) g-lindaire :
SpYT<—>UT,T0,+(G) — 5(TTO)-

Autrement dit, £(TTp) € Isoc(Yy/K). De plus, si £ est muni d’une structure de Frobenius, alors
E('Ty) est surholonome (voir [CT08)).

Démonstration. Notons AT :=T(UT, Opi), E:=T(P,E) et E := D;rﬁ ®pt E ou lextension
restr : D1 —>D]LUT choisie pour calculer le produit tensoriel est celle induite par I'immersion
ouverte UT C A% ,i.c., celle de (1.3.1.1). Notons Y := g‘l(A”_TT) a:Yh— A”_TT le morphisme
fini étale induit par g. Soient w:YT — (respectlvement 7 YtouU f) un relevement de
I'immersion fermée Yy — Yj (respectivement Yo — Up). Notons 3 : Al e, AT, et P e,
]P’VT les immersions fermées canoniques. Les complétés p-adiques des morphismes de V-schémas
formels faibles lisses seront désignés abusivement par la méme lettre, e.g., G ,&E_T — f&@ ou
a: I/P\’g_” <—>I?P\’$ Notons enfin z1, ..., z, les coordonnées locales de U correspondant via g* &
t1,...,tn. Posons G =(\_, ker(z; : E' — FE').
(I) Le module G correspond a un isocristal surconvergent sur Y.

Une des principales difficultés est d’établir que le module G est un T'(Y'T, Oy+ g)-module
cohérent. La stratégie est de se ramener via le morphisme g au cas ou la compactification de Y
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dans Py est lisse. On construit un D;;(THQ)Q—module cohérent en posant F := D} L(1Ho)o ® Dt
K

gx(E"), ot g«(E') désigne le D}(—module cohérent induit par E’ via Iextension D — Dgﬁ %

induite par g (voir 1.1.6).
(1) Vérifions Uisomorphisme F|AY, —— g, (E|4).
D’apres (1.2.1.3), F(/&@, F)— Dj&" x Opt g«(E"). Via 1.1.8, par associativité du produit
Vo K
tensoriel, il en résulte I'(AY,, F) = DiTl,K ®D:JT ) E’. D’un autre coté, d’apres (1.2.1.3), on dispose
de I'isomorphisme canonique : DI[K @pt E—T(,E). Dou : DLK ®pt B ——TELE).
3 K ) UT,K

Nous avons ainsi établi I'isomorphisme I‘(,&@, F \2&@) — F(A\ﬁ, g«(EJY)). Or, comme g est fini
et étale, g.(E|U) —— g, (E|Y) est un D}v Q—module cohérent (en effet, 'image directe par un
V1

morphisme propre conserve la Df-cohérence). Donc, d’apres le théoreme de type A sur les D:r&n o
AVAl

~

modules cohérents, F |1&$ — g« (EIY).
(2) Posons H :=v'(E|8l). On obtient un DT5 Q—module cohérent Og; o-cohérent en posant

H := w4 (H). En effet, H € IsocT (Y, Yo/K), i.c., H est un Dy (g-module cohérent Oy, g-cohérent.
De plus, comme dim YO = dim Yj et comme YO est lisse, Y|y est alors une composante connexe de
Yp. Il en résulte que ‘H € Isoc!t (Yy, Yo/ K).

(3) On dispose de lisomorphisme F |1/§§§ = Byay(H). En effet, d’aprés le théoréme
de Berthelot-Kashiwara, on dispose de Iisomorphisme canonique &[4 —— v (H). Or,
d’apres Iétape 1), F|AL = g, (£]4l). On en déduit : F|AL — g vy (H) == g, 04 (H) =
Braq(H).

(4) Le faisceau F est a support dans P}™".

Notons Hi, ..., H, les hyperplans de P correspondants a u; =0, ..., u, =0. Il résulte de
I'isomorphisme de 1'étape (3) que F|1&’§ est a support dans Ay™". Ainsi, pour tout s =1,...,r,
F(TH,) est un D;;(THS U Hp)g-module cohérent nul en dehors de Hy U Hy. Par [Ber96, 4.3.12],
on obtient F(THy) = 0. En utilisant le triangle de localisation en Hy, on en tire REJ}{S (F) = F.

D’ou RF;[M (F) == F (voir [Car04, 2.2.8]). Ainsi, F est a support dans P} .

(5) Etablissons que F, o' (F) € Isoc! (A" PP /K) =Isoc!T (A} /K).
D’apres 'étape (4), il suffit d’établir que of(F) € Isoc!T(A}~"/K). D’aprés le théoréme de
Berthelot-Kashiwara, il résulte de I'étape (4) que o'(F) est un D%n,T(THO NP;~")g-module
%

cohérent vérifiant oy o o (F) —— F. D’aprés la caractérisation 1 [Car06b, 2.2.12], pour vérifier
que o} (F) € Isoc'T(A?"/K), il suffit alors d’établir que o'(F )|A” " est (’)An » g-cohérent. Or,
a!(]i)\&gf" - ﬁ!(}"@?j). Avec I'étape (3), on en déduit alors o "F )|A$ 4 L ﬁ ﬁ+a+(~ﬁ) -
at(H). De plus, comme a est fini et étale, ay(H) — a.(H). Or, d’apres Iétape (2), H est un
(’)37 Q—module cohérent. Il en résulte que a (H) est en outre O; -cohérent.

(6) Le module G est un isocristal surconvergent sur Yy et F(IF’% " oM (F)) = a.(G).

(a) Comme o (F) € Isoc'T(A?"/K), d’apres 1.2.2, I‘(I/P\’?}_T, o' (F)) est un D:'v "

An ’I’@

-module

cohérent, V[t, 1, ..., t,]! ®y K-cohérent.
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(b) Dapres 1.3.3, comme E'=T(P}, F), on obtient T(P} ", a!(F)) = M, ker(ti : ' —
E') =i, ker(z;: E' - E') =G. Comme I'(YT, Og;) est une V[t,41,...,t,] -algebre finie,
il en résulte que G est un D(YT, Oy Q) -module cohérent. De plus, comme E’ est un Dyt g-

module, par un calcul en coordonnées locales, il en résulte que G est muni d’une structure
canonique de Dg, -module telle que, en notant a.(G) le D, nort K—module cohérent induit via

— Dy j induit par a, l’egahte F(@@‘T, o (F)) = ax(G) ci-

YK
le morphisme canonique D, n—rt -
V b
dessus est D,n-ri p-linéaire. D’apres 1.2.4, il en résulte que G est un DL, -module cohérent,

v b

- YK
I'(YT, Og;)g-cohérent.

7) Lisocristal convergent sur Yo induit par G est isomorphe ¢ T 5) H) (rappelons que d’apres
(7) istal q 0 2 i D , pp q D
I'étape (2) T'(Y, H) est un isocristal convergent sur Yj).

(a) D’aprés 1.1.8, le morphisme canonique de (DL D! . )-bimodules DL @ .

Ap,K> TULK Ap.K Dy
DLT P L x est un isomorphisme. On en déduit I'isomorphisme DLwK—linéaire : DZI, K Opt
E <DL g + E'. Avec 1.3.4 et via le théoreme A pour les DL -modules cohérents
An,K ~Dj Arr,Q

(respectivement, DTA Q—modules cohérents), en lui appliquant le foncteur ? — (;_; ker(¢; :? —7),

1

on obtient le morphisme DT . K—linéaire du bas du diagramme suivant

G=Ni, E') Ni, ker(ti : E' — E')

ker(x;
J J (1.3.7.1)

ﬂ::l ker(xi:D;,K ®D(TJT.,KE —’Du,K ®DETIT,K E’)<7ﬂl 1 ker(t; ® Dl E’ —>D&n K®DL E").

D&" K

Via un calcul imédiat, ce diagramme est commutatif.

(b) Le terme en bas & gauche de (1.3.7.1) est canoniquement 1sornorphe AT(Y,H). En effet,
comme H —— '(£]4), il résulte de 1.3.4 I'isomorphisme : T'(Y, H) —— Nioy ker(z; : T(Y, E) —

~

(4, &)). Or, on a vérifié au cours de la preuve de I’étape (1) I'isomorphisme DL K® i . =

I'(U, €). D’ou le résultat.
(c) On calcule de plus que la fleche de gauche (respectivement de droite) de (1.3.7.1) es
-linéaire (respectivement Dyn—rt j-linéaire).

DT/T,K
(d) Via le théoreme de type A (plus précisément (1.2.1.3)), on vérifie que l'injection

(P, F) C T(AZ, F) s'identifie au morphisme canonique £’ — D%n « ®pt E'.Dapres (1.3.5.1),
Vo K

il en résulte que la fleche de droite de (1.3.7.1) est isomorphe a l'injection F(@T‘ﬁ*r, o (F)) C
L(AY", o!(F)) de Disocristal surconvergent sur A}~ associé a o!(F) dans lisocristal con-
vergent sur A7~ induit. Or, pour une telle injection I'(P} ™", o!(F)) C D(A}™", o (F)) d'un
isocristal surconvergent sur A;"" dans l'isocristal convergent induit sur A7™", le morphisme
V{trs1, oot} @ppp gyt TPV o/ (F)) = T(AL", o/ (F)) induit par extension est un iso-
morphisme. On en déduit que la fleche de gauche de (1.3.7.1) induit par extension I'isomorphisme

L', 0y) Ortog) G— ﬂ ker(z uK ®DTT E' — DsTx,K ®DZJT . E).
=1 ’

Via (b) et (c), on conclut grace a la remarque 1.3.2 et a la conclusion de la proposition 1.2.4.
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(8) Le module G est aussi un isocristal surconvergent sur Y.

_ Comme H= w4 (H), il résulte de (7) que les restrictions de G sur les composantes connexes
Yy distinctes de Yy sont nulles. Ainsi, G est un isocristal surconvergent sur Yj.

(II) Construction de Iisomorphisme spy+_yt 1, 1+ (G) — E(TTp).

Soient G :=Dy+ g ®Dyt G,v4(9) == v(Dyt—yt o ®Dys 4 G) et vy (G) = (U‘L Dyt oyt g)
®p,, , G. Alors, par (passage de droite a gauche de) [Car06a, 2.4.1], vy (G) == T(UT, v (G))
et v4(G) — Dyt ®p,, v+(G).

Soit j:UT C IP’ZT I'immersion ouverte. On dispose, pour tout Dy g-module M, d'un
morphisme j.Dyi g @Dyt M — j*(DUT’Q DDt M) fonctoriel en M. Lorsque M = Dy g,
celui-ci est un isomorphisme. En appliquant ces deux foncteurs a une présentation finie de v4 (G),

on obtient un morphisme entre deux présentations finies (pour le second foncteur, cela résulte
comme pour [Car06a, 2.2.9.1] du théoréeme B pour les Dyt g-modules de présentation finie). Par le

lemme des cing, il en résulte I'isomorphisme j. Dy g ®p,; . v4(G) — j+(Dyi g ®D,i . V+(G)).

Donc, j.vi(G) —— j«Dyi g ®Dys v4(G). D’ou :
spyteutzp4 (G) = Dh(1Th)g ®j. Dyt o Jx0+(G) DL(Th)g ®Dy o v4(G). (1.3.7.2)

Posons G := w4 (G) = w,(G) I'image directe de G par w, 04 (G) :='(UT, DUTHY/T,Q) Dy 4 G.
Soient 04, ...,0, les dérivations correspondantes aux coordonnées locales z1,...,x,. Un
calcul classique donne ¥4 (G) — K01, . .., 0;] ®k G et, comme G =(,_, ker(z; : E' — E’), on
dispose alors du morphisme canonique Dyt g-linéaire : vy (G) — E' (défini par 0; ® x +— 0; - x).

Par tran81t1v1te de I'image directe (attention, en tant que D-module et non Df-module), on
obtient v (G) —— 74 (G). Comme G est un Dy g-module cohérent tel que Lyt g =1t g =
G, on en déduit (grace a nouveau a [Car06a, 2.4.1]) : v4(G) —— ¥4 (G). D’ol le morphisme
Dyt g-linéaire : vy (G) — E'.

Il en dérive le morphisme D! .  -linéaire : DTUT,K ®p v4(G) — E' = DLT x ©pi. E. Or, on

— DL (1Tp)g. Dot : T(UT,

1_
Ut r(Uf, Dy Q)
HD;;(TTO)Q. En appli-

Ut,K

bénéficie d’apres [Noo03, 2.7.3(ii)] de 'injection canonique : j*DZZT Q
)l

Ut Q) — (P, D;)(TTO) ). Comme on dispose des morphismes canoniques D!

et I'(P, D;B(TTO)Q) HDL(TTO)Q, il en dérive par composition : D;rﬁ Q

quant le foncteur D;)(TTO)Q ®DTT - a D[T]T K ®Dyi . V+(G) — D!
UT,K ’ ’

Ut K

Ut K ®D}( E, on obtient :

DL(1Th)g @by, . v+(G) = Dh(1Th)g ®pt B Or, DL(1Th)g ®pt B DL(1Tp)q O (1 Ho)g
Tt ~ NG _ ot . . . .
D ("Hop)g ®pi. E — Dy(Ty)g DDl (t Ho)g E=E("Ty), le dernier isomorphisme résultant
de (1.2.1.1). D’ou :
DL("To)g @y, v+(G) — E('Th). (1.3.7.3)
En composant (1.3.7.2) et (1.3.7.3), on obtient le morphisme canonique ¢ : spy+yt 1, +(G) —
E(1Tp). Via [Car06a, 5.2.4], on vérifie que ¢ est un isomorphisme en dehors de Tp. D’apres [Ber96,

4.3.12], comme ¢ est un morphisme de D}; (TTO)@—modules cohérents, il en résulte que ¢ est un
isomorphisme. O

Remarques 1.3.8. La preuve de 1.3.7 utilise le théoreme de type A pour les DJ,; (THO)Q-modules
cohérents (voir [No0o97]) afin de nous ramener a travailler sur les sections globales, ce qui nous
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permet ensuite de travailler avec les faisceaux des opérateurs différentiels a la Mebkhout—Narvaez-
Macarro. L’hypothese que Hy soit ample est donc fondamentale dans la preuve. Dans le cas
de V-schémas formels projectifs, on pourra étendre le lemme 1.3.7 via le corollaire 2.1.3 sans
hypothese sur le diviseur (en nous ramenant au cas ou il est ample grace au fait que le schéma
est projectif).

2. Stabilité de I’holonomie

2.1 Résolution des conjectures de Berthelot sur la stabilité de ’holonomie pour les
V-schémas formels projectifs et lisses

Grace a la proposition 1.3.7, on vérifie le théoreme 2.1.1 ci-apres. Ce théoreme était conjecturé
pour P seulement lisse par Berthelot via [Ber02, 5.3.6(D)].

THEOREME 2.1.1. Soient P un V-schéma formel projectif et lisse, Hy un diviseur de Py, 2
l'ouvert de P complémentaire de Hy. Soit £ € F-DP (D;D(THO)Q) tel que £|A € F-DEOI(DQl Q)-

coh
Alors £ € F-Db,, /(DL o).

surhol

Démonstration. Comme Py est projectif et lisse, Hy est une intersection finie de diviseurs
amples. Comme le cone d’'un morphisme de complexes surholonomes est surholonomes, quitte
a faire une récurrence sur le nombre de diviseurs amples donnant comme intersection Hy
et a utiliser des triangles de localisation de Mayer—Vietoris (voir [Car04, 2.2.16.2]), on se
ramene au cas ot Hp est un diviseur ample. Il existe alors une immersion fermée g : Py — P}
telle que (PP\A?) N Py = Hy. D’aprés le théoréme de Berthelot-Kashiwara afy o agy(€) — €.
De plus £|2 est holonome si et seulement si a4 (€ )]1&@ est holonome (pour la version holonome
du théoréme de Berthelot-Kashiwara, voir par exemple [Car09b, 1.14]). Comme o (€) est un
F-complexe de D%% (TP?\A?)g-modules cohérents tel que & L&@ soit un F-complexe holonome
de D;W Q—module, comme la surholonomie est préservée par image inverse extraordinaire, on se
ramene ainsi au cas ou P = @@ et Hy =P\A}.

Nous procédons a présent par récurrence sur l'ordre lexicographique (dim Supp(€), Nemax),
ou dim Supp(&) désigne la dimension du support de € et Nepax signifie le nombre de composantes
irréductibles du support de £ dont la dimension vaut dim Supp(€), i.e., de dimension maximale.
Le cas ou dim Supp(€) < 1 est déja connu (voir [CTO08, 2.3.15]). Supposons donc dim Supp(€) > 1.

Pour tout entier j, H’(&) est un F—DL(THO)Q—mOdule cohérent tel que £|2A est un F—D; o

b
surhol

module holonome. Or, pour établir que £ € F-D, (D;r, Q), il suffit de vérifier que, pour tout

entier j, H/(&) est un D};’Q—module surholonome. On se ramene ainsi & supposer que le complexe
& est réduit a un terme.

Notons Xg le support de £. Soit U un ouvert affine de P inclus dans 2 tel que Yy := Xy N Uy
soit integre, lisse et dense dans une composante irréductible de X de dimension dim X. Grace a
Elkik (voir [Elk74], il existe un relevement v : ) < ${ de 'immersion fermée Yy — Uy. D’apres le
théoreme de Berthelot-Kashiwara, comme €| est holonome et & support dans Yy, v'(£[4f) est un
F —DL’Q—module holonome. Par [Ber02, 5.3.5(i)], quitte a rétrécir 4l et ), on peut supposer que
v'(E]81) est Oy g-cohérent. Notons Ty le diviseur réduit de Py complémentaire de Uy (voir [Car07,
1.3.1]). On peut supposer {4 muni de coordonnées locales xy, . .., x, telles que ) soit défini par
'idéal engendré par xy, ..., z,. En outre, via [Ked05, Theorem 2] (appliqué au point 0 et avec
les diviseurs irréductibles définis par z; =0, ..., z, = 0), quitte & nouveau a rétrécir Uy, on peut

1787

https://doi.org/10.1112/50010437X11005574 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X11005574

D. Caro

supposer qu’il existe un morphisme fini et étale go : Up — A} tel que go(Yo) C A", Grace a la
proposition 1.3.7, il en résulte que £(TTy) est surholonome. On conclut la récurrence en utilisant
le triangle de localisation de &£ en Tj. O

Remarques 2.1.2. Le théoreme 2.1.1 est faux si le complexe £ n’est pas muni d’une structure
de Frobenius (pour une version sans structure de Frobenius de la notion d’holonomie, on
pourra consulter [Carll]), méme en remplagant I'hypothese ‘€|2 € F-DEOI(D;Q)’ par ‘E|2A €
D:urhol(D;@)’. En effet, pour ce genre de contre-exemple (i.e., que se passe sans structure de
Frobenius ?7), il s’agit de revenir & l'exemple donné tout a la fin de [Ber96] par Berthelot ;
situation ou P = }P’%, et Ag = G,y ;. D’apres cet exemple, il existe un D;)(THO)Q—module cohérent
£ tel que E|A soit Oy g-cohérent et donc D; Q—holonome et Dg‘ Q—Surholonome. Par contre, ce
module £ n’est méme pas D;) Q—cohérent.

Avec ce méme contre-exemple, le théoreme 2.1.4 est faux sans structure de Frobenius.

Le corollaire ci-dessous étend la proposition 1.3.7.

COROLLAIRE 2.1.3. Soient P un V-schéma formel projectif et lisse, Hy un diviseur de Py, 2
Pouvert de P complémentaire de Hy, Yy un sous-schéma fermé lisse de Ag.

11 existe une équivalence entre la catégorie F-Isoc!(Yy/K) des F-isocristaux surconvergents
sur Yy et la catégorie des F—D}L)(THO)Q—modules cohérents £ tels que E|A soit dans 'image
essentielle de spy, ,q 4 -

Démonstration. D’apres [Car07, 2.3.1], on dispose d’une équivalence entre la catégorie des
F-isocristaux surconvergents sur Yy et celle des F-isocristaux surcohérents sur Yp. Or,
d’apres [Car09b], les modules dans I'image de spy,. o 1 sont holonomes. Par 2.1.1, cela implique

quun F' —D;)(THO)Q—module cohérent & tel que €| soit dans I'image essentielle de spy, .o 4 est
un F-isocristal surcohérent sur Y. La réciproque est immédiate. a

Le théoreme 2.1.1 reste valable en remplagant ‘holonome’ par ‘a fibres extraordinaires finies’
(voir la définition [Car09b, 2.1] ou [Car09c, 1.3.1]).

THEOREME 2.1.4. Soient P un V-schéma formel projectif et lisse, Hy un diviseur de Py, 2
l'ouvert de P complémentaire de Hy et £ € F-DP (D;(THO)Q). Si | est a fibres extraordinaires

coh
finies alors £ € F-DP (D;r)’@).

surhol

Démonstration. La preuve est analogue a celle de 2.1.1 mais avec quelques modifications : on
se ramene de méme au cas ou Py =P} et Hy = PZ\AZ. On procede toujours par récurrence sur
Pordre lexicographique (dim Supp(€), Nemax)- Le cas dim Supp(€) < 1 résulte toujours [CTO8,
2.3.15]. La différence ici est que 'on ne peut pas directement se ramener au cas ou £ est un
module car la propriété d’étre a fibres extraordinaires finies n’est pas ‘a priori’ vérifiée pour
les espaces de cohomologie H!(E), I € Z. Notons Xy le support de £. En remplagant [Ber02,
5.3.5(i)] par [Car09c, 1.3.4] (avec 1’égalité [Car09c, 1.3.2]), on vérifie de maniére analogue (a la
preuve de 2.1.1) qu’il existe un ouvert affine { de P inclus dans 2 tel que Yy := Xy N Uy soit
integre, lisse et dense dans une composante irréductible de X de dimension dim X et tel que les
espaces de cohomologie de v'(£]41) sont Oy g-cohérents. Or, d’apres le théoreme de Berthelot—
Kashiwara, pour tout entier r, v'(H" () |t) —— H" (v'(E]4)), qui est donc Oy g-cohérent. Notons
Ty le diviseur réduit de Py complémentaire de Up. En utilisant [Ked05, Theorem 2|, quitte a
nouveau a rétrécir Uy, on peut supposer qu’il existe un morphisme fini et étale go: Uy — A}
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tel que go(Yo) C A7, Via la proposition 1.3.7, il en résulte que (H"E)(1Ty) est surholonome.
Comme (H"E)(FTy) —— H"(E(TTp)), le complexe &(TTp) est donc surholonome. On conclut la
récurrence en utilisant le triangle de localisation de &€ en Tj. O

THEOREME 2.1.5. Soient P un V-schéma formel projectif et lisse, £ € F- Dcoh(D;D o). Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(1) le F-complexe £ appartient a F-DEOI(D;},Q) ’

(2) le F-complexe £ est a fibres extraordinaires finies ;
(3) le F-complexe £ appartient a F'- Dsurcoh(D;)yQ) ;
(4) le F-complexe £ appartient a F'- Dsurhol(l);D Q)

Démonstration. D’apres [CTO08], on sait déja (4) < (3). L’implication (3)=-(2) est claire.

Supposons que £ € F-DP (D;D Q)' Pour tout entier j, H’(E) est F —D;) Q—module surcohérent,

surcoh
et donc surholonome avec (4) < (3). D’apres [Car09b, 2.5], on en déduit que H7(€) est holonome.
D’ou 'implication (3) = (1). Prouvons & présent (1) = (4). Supposons donc & € F—Dﬁol(D;; Q)
Comme P est projectif, d’apres le théoréme de Berthelot—Kashiwara, on se ramene au cas ou
P =P}. Soit H I'hyperplan de P}, défini par ug =0, ie., Ho:=P\AZ. Alors, d’apres 2.1.1,
E(THp) est surholonome. Via le triangle de localisation de £ en Hy, il en résulte que RETHO &)

est aussi holonome. En notant a: H — @]", I'immersion fermée canonique, on obtient o' (€) ——
a!(RELO (€)). D’apres la version holonome du théoreme de Berthelot—Kashiwara (voir [Car09b,
1.14]), on en déduit que a!(é’) est holonome. En procédant par récurrence sur m, on obtient
alors la surholonomie de o'(£). D’ott la surholonomie de REEO (&) == aa'(€). Via le triangle
de localisation de £ en Hy, il en résulte que £ est aussi surholonome. Nous avons donc prouvé
(1) = (4). Enfin, pour établir I'implication (2) = (4) on procéde de manieére analogue a la preuve
de (1) = (4) modulo le remplacement de I'utilisation du théoreme 2.1.1 par 2.1.4. O

D’apres la stabilité de la surholonomie (voir [Car09b]), on obtient le corollaire suivant
qui répond positivement dans le cas projectif aux conjectures [Ber02, 5.3.6(A), (B)] de
Berthelot.

COROLLAIRE 2 1.6. Soient f: 77’ — P un morphisme de V- schemas formels pIOJect1fs lisses,
EeF- Dhol( o) EEr- Dhol( 1 q)- Alors f1(E') € F- Dhol( o) et (&) ekr- Dhol(DP,Q).

2.2 Stabilité de I’holonomie par les six opérations de Grothendieck sur les k-variétés
quasi-projectives

Notation 2.2.1. Soit Y une variété sur k. On suppose qu’il existe un V-schéma formel P projectif
et lisse, un diviseur 7' de P, un sous-schéma fermé X de P tels que Y := X\T. On notera
F-Hol(P,T, X/K) (respectivement F-Surhol(P,T, X/K)) la catégorie des F—D%Q—modules
holonomes (respectivement F—D;Q—modules surholonomes) £ & support dans X tels que le mor-
phisme canonique & — £(T) soit un isomorphisme. Il résulte de 2.1.5 que F-Hol(P, T, X/K) =
F-Surhol(P, T, X/K). Or, d’apres [Car09b, 4.15], la catégorie F-Surhol(P, T, X/K) ne dépend
a isomorphisme canonique pres que de Y/K, i.e., ne dépend pas de tels P, X, T tels que
Y = X\T. Il en est alors de méme de F-Hol(P, T, X/K). On la notera simplement F-Hol(Y/K)
ou F-Surhol(Y/K). Notons que 'on définit sans structure de Frobenius Surhol(Y/K), alors que
Hol(Y/K) n’a pas de sens a priori (car on ne sait pas si I'holonomie sans structure de Frobenius
est stable).
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Remarques 2.2.2. Soit Y une k-variété affine. Choisissons une immersion fermée de la forme
Y — A7. En notant X I'adhérence de Y dans P} et T le diviseur de [P} complémentaire de A},
on obtient Y = X\T. Les hypotheses de 2.2.1 sont donc satisfaites pour les schémas affines.

2.2.3 F-D-modules holonomes sur une k-variété. Soit Y une variété sur k. Lorsqu’il n’existe
pas de V-schéma formel P projectif et lisse, de diviseur T" de P, de sous-schéma fermé X de
P tels que Y = X\T, d’apres [Car09b, 5.2], il est encore possible de construire la catégorie
F-Surhol(Y/K) en procédant par recollement (la situation est localement vérifiée grace a 2.2.2).
Avec cette remarque, on définit alors la catégorie F-Hol(Y/K) de manieére analogue et on obtient
F-Hol(Y/K) = F-Surhol(Y/K).

Pour la commodité du lecteur, donnons brievement sa construction : avec 2.2.2, choisissons
un recouvrement fini ouvert (Ya)aea de Y tel que, pour tout a € A, il existe un V-schéma
formel projectif et lisse P, un sous-schéma fermé X, de P, et un diviseur T, de P, tels que
Y, = Xo\T,. Pour tous «, 5 et v € A, on note p?ﬁ : Pa X5 Pg — Py et pg’g : Pa X5 Pg — Pg les
projections canoniques, X, 'adhérence schématique de Y, NY3 dans P, x Pg (via I'immersion
Yo N Y5 Yy X Yy Py X Pg), Tag = (p3°)"1(Ta) U (p57) " 1(Tp).

Soient 07 : Yo N Y3 C Ya, j57: Yo N Y3 C Y3, 5007 : Yo NY3NY, CYaNYs, j507 : YaN Y50
Y, CYgNnY, et jf‘fAY :YoNYgNY, CY,NY, les immersions ouvertes. Pour i=1,2, posons

jiaﬂ! = RE}M o (1Tup) op?m. On définit de méme les foncteurs jf‘fvl, jffv!, jgf'y!.

On définit la catégorie F-Hol(Y, (Ya, Pas Ta, Xa)aca/K) de la fagon suivante.

e Un objet est constitué par la donnée, pour tout a €A, dun objet &, de
F-Hol(Pqy, To, Xo/K) et, pour tous a,f €A, dun isomorphisme dans F-Hol(P, X
Ps, Top, Xap/K), Oap :j;"g! (&) —zaj?ﬁ!(é’a) ; ces isomorphismes vérifiant la condition de

B! af !
cocycle 757 (Bay) = 13" (Bap) © 33 (B37)-
La famille d’isomorphismes (6,8)a,8en €st appelée donnée de recollement de (Eq)aca-

o Les flaches ((Ea)aca. (Gon)asen) — (ELJachs (0 )oger) de la catégorie F-HOL(Y, (Ya, P,
Toys Xo)aea/K) sont les familles de morphismes &, — £/, commutant aux données de
recollement respectives.

La catégorie F-Hol(Y, (Ya, Pa, T, Xa)aca/K) ne dépend pas du choix de la famille
(Yo, Pay Tiy Xo)aen et se notera F-Hol(Y/K). Ses objets sont les F-D-modules arithmétiques
holonomes sur Y.

2.2.4 Complexes a cohomologie bornée et F-holonome de D-modules arithmétiques sur
une k-variété quasi-projective. Soit Y une variété quasi-projective sur k. Il existe alors un
V-schéma formel P projectif et lisse, deux sous-schémas fermés 7', X de P tels que Y = X\T.
On note F-DP (P, T, X/K) (respectivement (F-)D2 . (P, T, X/K)) la sous-catégorie pleine
de F—DEOI(D;,@) (respectivement (F-)DP

surhol

(D;?,Q» des complexes £ a support dans X tels
que le morphisme £ — £(T) canonique soit un isomorphisme. Or, d’apres [Car09b, 4.18], la
catégorie (F-)DP . (P,T, X/K) est indépendante, & isomorphisme canonique prés, d'un tel
choix de P, X, T tels que Y = X\T. On la note (F-)D , (Y/K). D’aprés 2.1.5, on obtient
F-Db (P, T,X/K)=F-DP , \(P,T, X/K). On note donc simplement F-DP ,(Y/K) & la place
de F-DP (P, T, X/K). Ainsi, F-DP |(Y/K) = F-D? | (Y/K).
THEOREME 2.2.5 (Six opérations cohomologiques de Grothendieck sur les k-variétés quasi-
projectives). Soit b:Y’' —Y un morphisme de variétés quasi-projectives sur k. On dispose des
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foncteurs

by by: F-Dpoy(Y'/K) — F-Diy(Y/K),
appelés respectivement image directe et image directe extraordinaire par b. On dispose des
foncteurs

bt b F-DRy(Y/K) — F-Dpy(Y!/K),
appelés respectivement image inverse et image inverse extraordinaire par b. On bénéficie du
foncteur dual

b b
Dy : F-Dyo (Y/K) — F-Dy (Y/K)

et du produit tensoriel

~ ®oy —: F-Dig(Y/K) x F-Dyg(Y/K) — F-Di (Y/K).

Démonstration. Par [Car09b, 4.19] (comme Abe a validé dans [Abel0)] le fait que I'isomorphisme
de dualité relative commute a l'action de Frobenius, avec la remarque [Car09b, 4.22], la
structure de Frobenius ne pose pas de probleme a posteriori), on obtient alors les foncteurs
by, by: F-DP (Y'/K)— F-DP (Y/K) appelés respectivement image directe et image directe
extraordinaire par b. De méme, avec [Car09b, 4.19], [Car09b, 4.22], [CT08] (ou [Car08]), on
obtient la construction des autres foncteurs. O
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