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COMPARAISON DE LA METHODE DES CONSTANTES DE
LYAPUNOV ET DE LA BIFURCATION DE HOPF*

PAR
GUY BONIN ET JOSEE LEGAULT

RESUME. Dans cet article, nous démontrons I'équivalence théori-
que de la méthode des constantes de Lyapunov et de la bifurcation
de Hopf, pour I'étude de I’apparition ou de la disparition de cycles
limites dans un systéme d’équations différentielles ordinaires.

En théorie des bifurcations on étudie des changements qualifitatifs survenant
dans le portrait de phase d’un systéme d’équations différentielles ordinaires
C® lorsque ce systéme est soumis a des perturbations. L’une des bifurcations
les plus intéressantes est celle donnant naissance a des cycles limites a partir
d’un point singulier d’un champ de vecteurs, lorsque les valeurs traversent ’axe
imaginaire.

Ce phénomene dont ’observation remonte & Poincaré a été I’objet de maints
écrits dans la littérature mathématique. On y remarque deux approches dif-
férentes : la premiére méthode est appelée bifurcation de Hopf et la seconde,
méthode des constantes de Lyapunov.

Le but du présent article est d’établir ’équivalence théorique entre les deux
méthodes employées. On comparera aussi leur utilisation dans la pratique : ces
deux méthodes sont complétement algorithmiques, donc entiérement program-
mables. Cependant, méme pour des systémes tres simples, elles requiérent une
trés grande quantité de mémoire. Dans la premiére on remarque deux séries
entiéres a déterminer terme a terme tandis que dans la seconde on n’en a
qu’une. On conclut donc que la méthode des constantes de Lyapunov est
presque deux fois plus efficace que la premiére lors d’applications pratiques.

Une des applications de ces deux méthodes est I’étude de la deuxiéme partie
du 16° probléeme de Hilbert a savoir : “Etudier le nombre maximal et la position
des cycles limites d’un systéme polynomial de degré n”’. Ce probléme est encore
ouvert méme pour n = 2, mais dans ce cas on connait le nombre maximal de
cycles pouvant naitre d’un point singulier [3] ou de deux points singuliers [2]. La
formule générale des trois premiers coefficients de Lyapunov pour un systéme
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sous forme réduite remonte a Bautin en 1939, alors que la formule correspon-
dante des trois premiers coefficients de la bifurcation de Hopf demande toute la
mémoire des ordinateurs modernes. Dans le cas d’un systéme cubique
symétrique (sans termes quadratiques) on connait les coefficients de Lyapunov
jusqu’au cinquiéme, mais le cas général d’un point singulier d’'un systéme
cubique est encore ouvert.

Lorqu’on travaille avec la bifurcation de Hopf, on commence par faire subir
au systéme une suite de changements de variable pour le rendre “presque”
symétrique autour de 'origine. Le systéme est alors sous la forme:

P=dir + dyprd L+ AT+ 0T
6 =1+ o0@H

appelée forme normale de Poincaré. On dit que le systéme admet une
bifurcation de Hopf d’ordre k autour d’un point singulier si d; = d, =
... =d,_, = 0etd, # 0. Le point est attractif si d;, << 0 et est répulsif si
d, > 0.

Par la suite lorsqu’on perturbe le systéme afin de faire naitre des cycles
limites, ceux-ci sont a peu prés circulaires en raison du redressement du champ
effectué lorsque le systéme a été amené sous forme normale de Poincaré.

La méthode des constantes de Lyapunov ne vise pas 4 modifier le systéme de
départ afin d’y redresser le champ, mais s’intéresse plutdt a la construction
de domaines de Poincaré-Bendixson limités par une familles de courbes
algébriques.

Pour construire ces courbes on cherche une série entiére

1 .2 A
F = 5(x2 + ¥ + O(lx, yP’) telle que F = X V/(x* + yH L

i=1

Les courbes algébriques cherchées sont données par G,, = a ou G,, est la
série F tronquée a ’ordre 2p + 2. Les constantes V’ telles que définies plus haut
sont appelées constantes de Lyapunov. On dit que le systéme a un foyer faible
dordreksi V] =V, =...=V,_, =0et V] # 0. Ce foyer est attractif si
V/ < 0 et est répulsif si V] > 0.

Dans ce papier nous montrons 1’équivalence des deux notions:

(a) le systéme a une bifurcation de Hopf d’ordre k & un point singulier

(b) le systéme a un foyer faible d’ordre k 4 ce méme point singulier.

Sous ces hypothéses on obtient les résultats suivants:

(i) toute perturbation du systéme engendre au plus k cycles limites

(ii)) VO = i = k, il existe une perturbation faisant apparaitre exactement
i cycles limites.

L’équivalence de (a) et (b) est montrée de la maniére suivante : si le systéme
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est déja sous forme normale de Poincaré, alors V/ = d,. Nous étudions ensuite
comment se comporte les ¥/ lors des changements de variables qui amenent le
systéme sous forme normale de Poincaré. Nous obtenons en particulier que
la définition de foyer faible d’ordre k, attractif ou répulsif, est intrinséque i.e.
indépendante du systéme de coordonnées choisi.

L’intérét du parallele entre les deux méthodes est de pouvoir utiliser les
techniques bien connues de 'une dans 'autre. Ainsi dans le résultat (ii), dans le
contexte de la bifurcation de Hopf ou le systéme est sous forme normale de
Poincaré, il est bien connu comment construire explicitement une perturbation
faisant apparaitre i cycles. Nous montrons que la méme perturbation fonctionne
encore quand on utilise la méthode des constantes de Lyapunov et que le
systéme n’est pas sous forme normale de Poincaré.

En dernier lieu, nous comparons efficacité des deux méthodes en ce qui
concerne le temps de calcul de leurs coefficients respectifs. On détermine les
coefficients de la bifurcation de Hopf en identifiant, degré par degré, deux
séries entiéres. Le calcul de la série F de la méthode des constantes de Lyapunov
se fait aussi en identifiant des séries, degré par degré. Dans chaque cas, lors de
I’identification des séries on doit résoudre un systéme d’équations linéaires.
Nous comparons la taille des systémes a résoudre ainsi que leur nombre, pour
conclure que la méthode des constantes de Lyapunov est plus efficace.

Gobber et Willamowski [1] ont aussi écrit un papier sur I’équivalence des
deux méthodes. Leur preuve en est plus théorique. Nous trouvons notre preuve,
non seulement plus simple, mais plus pratique lorsqu’il s’agit de travailler avec
des exemples et de passer d’'une méthode a ’autre, suivant ce qui est le plus
approprié pour la conclusion cherchée.

Considérons le systéme C*

X =f(x,y),)} = g(x’y)

possédant une position d’équilibre en (x, y,) et tel que le jacobien du systéme
en ce point ait deux valeurs propres imaginaires pures iw et —iw.

Tout d’abord, on peut ramener le point singulier a lorigine par une
translation. Puis par une transformation linéaire et un changement d’échelle sur
le temps ¢, le systéme prend la forme

Q)] x = —y+pkxy),y =x+gqy)
ol p(x, y) = O(lx, yI*) et g(x, y) = O(lIx, yI?.

METHODE DES CONSTANTES DE LYAPUNOV. Pour le systéme (1), il existe une
série de puissances

(o]
— & i
Foy)= 2 fob by =02 + et fy = 2 fxy
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telle que

M3

V;f(xz + y2)i+l.

) F=1§x+Fyy'=
0

Les coefficients ¥ sont appelés constantes de Lyapunov. Les coefficients j;,- des
polyndmes E sont obtenus, degré par degré, par identification des séries de
I’équation (2) [3]. On obtient alors un systéme d’équations linéaires dont le
déterminant est donné par

0 -1 o ... o o0
p 0 —2 0 0
0 p—1 0 0 0
APy = |
0 0 L. 0 —p
0 0o ... 1 0
|V —

Lorsque p est impair, A(p) # 0. Par contre si p est pair, A(p) = O et les j;i ne
sont pas uniquement déterminés. La condition de compatibilité de ce systéme
donne alors la valeur de V;. Notons que I'on a une forme d’unicité restreinte
pour les V/ [4]. Ainsi pour deux fonctions F différentes nous obtenons des V;
et V/ reliés par V) = V, + P(V}, V,,...,V,_;) ou P est un polyndme en
Vi, V5, ..., V,_ sans terme constant.

On a vu que le systéme (1) a un foyer faible d’ordre k a I'origine si V; =
...=V/_; =0et V] # 0.Par le type d’unicité décrit plus haut, on voit que
Pordre d’un foyer faible ainsi que la valeur de la premiére constante non-nulle
sont bien définis {4].

On peut énoncer maintenant le théoréme fondamental:

THEOREME 1. Si le systéme (1) admet un foyer faible d’ordre k a Iorigine
alors

(1) toute perturbation du systéme a au plus k cycles limites

(i) VO = i = k, il existe une perturbation du systéme faisant apparaitre exacte-
ment i cycles

Mentionnons qu’il existe une preuve directe de ce théoréme. La partie (i)
se démontre en considérant le systéme en coordonnées polaires généralisées
p = V2Gy, et 8, ou Gy, est la fonction F tronquée a P'ordre 2(k + 1), et en
utilisant une application de premier retour le long du demi-axe X > 0 [1].

La partie (ii) se démontre en utilisant les courbes de niveau des fonctions
Gzp =ap =k,...,k — i pour construire i anneaux de Poincaré-Bendixson.
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BirurcaTioN DE Hopr. Considérons le systéme (1) en coordonnées com-
plexes:

:=x 4+ iy =iz + F(z, Z)
(3 - _ _
Z=x —iy = —iz + F(z, Z) ou F(z, Z) = O(|z]}).

Toute 'information est contenue dans I’équation (3) car la deuxieme équation
est sa conjuguée. On peut développer F(z, Z) en série entiére

F(Z, Z) = 02022 + azlzz + a2222 + 03023 + a31222_ + ...

et on cherche maintenant a éliminer le plus grand nombre possible de termes de
F(z, Z) en effectuant, degré par degré, un changement de variable

~.

4 . .
4) z=w+ 2 bj-,-wf']W'.
j=2i=0

i

En substituant (4) dans (3) et en identifiant les deux séries termes a termes, on
voit qu’on peut éliminer tous les termes de F(z, Z) sauf ceux en z'"'Z'. On
obtient la forme caractéristique

(S) =iz + ’Z + 27> + 2*Z% + ..+ ¢ ZF + 0123

appelée forme normale de Poincaré. Remarquons que les coefficients ¢; sont
uniquement déterminés. L’équation (5) s’écrit en coordonnées polaires;

F=Recr’ + Recyr® + ...+ Reer?*t! + 0?3
6 =1+ 0¢?
les Re ¢; sont appelés coefficients de la bifurcation de Hopf.

THEOREME 2. Si le systéme (1) admet une bifurcation de Hopf d’ordre k a
lorigine alors

(i) toute perturbation du systéme fera apparaitre au plus k cycles limites

(i) VO = i = k, il existe une perturbation engendrant exactement i cycles
limites [2].

Nous allons maintenant montrer le théoréme suivant:
THEOREME. Les théorémes 1 et 2 sont équivalents.
PREUVE. (a) L’équation (5) s’écrit en coordonnées réelles
x = —y + (Recx - Im cly)(x2 +y2)
+ ...+ (Regx — Im e y)(x* + y)* + O(Ix, y|*3)
y =x + (Imc¢;x + Re cly)(x2 +y2)
+ ...+ (Im¢x + Re cky)(x2 + 5 + 0(Ix, y*T3.
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Si le systéme (1) est déja sous cette forme alors on peut vérifier que F = F, est
solution de

k
(6) F = Ei + Ey = 2V + )7+ Ok yT
on obtient

k
2 Re (> + y)'* + O(Ix, yI**Y

i=1

N
I

k
— 2 I/i/(x2 + y2)1+1 + O( |x, Yl2k+4)

i=1
ce qui implique Re¢; = V)i =1,2,... k.

(b) Considérons a nouveau le systéme (1) et voyons ce qui arrive aux
constantes de Lyapunov lorsqu’on introduit les changements de coordonnées
qui préservent la forme du systéme (1). Ces changements sont des compositions
de:

(i) changements linéaires de la forme

=6 a0

Y) b ally

Ces changements multiplient les constantes de Lyapunov par (@® + b?
(i1) changements non-linéaires

(=610

)i+l

Pour ces changements

oo
F - I/i/(x2 + yz)i+l — 2 I/I(XZ + Yl)i+l

i=1

Ms

i

V(x> + y* + o(Ix, yP)yH!

[

II
Ms

2 VIEE + DT+ ol y P

i=1

Ici les constantes de Lyapunov ne sont pas préservées sauf si
Vi=V, =...=V, =0et V] # 0alors
Vi=VWh=...=V,=0etV, = V.
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Dans ce cas-ci c’est 'ordre du foyer faible et la valeur de la premiére
constante de Lyapunov non-nulle qui sont préservés.

Les changements de coordonnées considérés en (ii) étant ceux impliqués
lorsqu’on raméne le systéme (1) sous forme normale, ceci termine la preuve de
I’équivalence

bifurcation de Hopf d’ordre k < foyer faible d’ordre k.

Il serait maintenant intéressant de déterminer explicitement pour l'une et
lautre des méthodes quelle est la nature de la perturbation faisant apparaitre
i cycles dans le systéme (1).

Considérons le systéme (1) ayant une bifurcation de Hopf d’ordre k autour de
lorigine sous forme normale de Poincaré

%) F = Re cr* T 4+ 0% F3)

Pour construire la perturbation il faut ajouter successivement a 1’équation (7)

des termes de la forme ,l?/,(;jrz(k‘f)*Ll j =1, 2,...,i de sorte que le
polynoéme
®) PO 4 Bt o+ B P2 TD + Re %)

ait exactement 2/ + 1 racines, une racine multiple & 'origine et i/ paires de
racines réelles simples, une positive et I’autre négative.

A cette fin on choisit les B _; pour que Re ¢, By 1, By, - - -, By, soient de
signes alternés et que 0 < |B,_,| < ... < |B,_ ] < l¢g]. Or le fait que le
polyndme (8) posséde i racines simples positives implique que sur I’'axe § = 0
le signe de r alterne i fois. Ceci permet la construction de i anneaux de
Poincaré-Bendixson pour le systéme perturbé qui s’écrit en coordonnées
réelles:

x = —y+ ,Bkﬂ-x(xz + yz)kii + Bkvi—Hx(XZ + )’2)k7i+l
+ ...+ Bk_lx(x2 + )¢ + (Re ¢x — Im cky)(x2 + yHk
+ O(lx, y* )

)} = x + :Bk—iy(xz +_V2)k—i + Bk—i+l)’(x2 + y2)k—i+l
+o o By + y?)k“‘ + (Im ¢;x + Re ¢, p)(x> + y)
+ O(lx, y* 7).

Notons avec intérét que la méme perturbation permet d’obtenir i cycles méme
si le systéme n’est pas sous forme normale de Poincaré. En effet, dans la
méthode de Lyapunov, la localisation des cycles fait aussi intervenir des
domaines de Poincaré-Bendixson, mais ceux-ci sont construits a partir
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des courbes de niveau des fonctions G2p p=4kk—1,...,k — iaulieu de
cercles comme dans la bifurcation de Hopf.

ProrosITION 1. Soit le systéme (1) possédant a Porigine un foyer faible d’ordre
k alors pour B, _,,...,B,_10 =i = k choisis tels que B _;, Bi—iv1s-- > Br—1»
Vi soient de signes alternés et |By_; < |By_;1ql < ... < Byl < ||
le systéme

%=yt B T B x (P T+ px )
Y= x4 By T+ B+ T+ (e )
admet exactement i cycles dans un voisinage de I’origine.

PREUVE. Supposons, sans perdre de généralité, que V;, << 0. On considere
en premier lieu une certaine courbe de niveau de la fonction G,, ou G,; < 0.
Puis on effectue la perturbation suivante sur les termes de degré 2k — 1
de (1) :

X = =y +plx p) + B x(x® + yH!
yo=x+ q0x p) + B+ yHyL

En reconsidérant I’équation (2) pour le nouveau systéme on trouve V; | =
Bi—1. On choisit B, _; > 0 assez petit pour que le nouveau V;, = V; + B,_ e,
reste négatif.

La courbe de niveau G,;, = «, se trouve un peu modifiée par la perturbation
mais si B,_, est assez petit, G, reste négatif sur cette courbe.

On poursuit en considérant une certaine courbe de niveau de la fonction
Gyk—1y = @ située a l'intérieur de Gy, = o telle que Gz(k_]) > 0 sur cette
courbe puis on effectue une perturbation du méme type sur les termes de degré
2k — 3 et ainsi de suite jusqu'a ce qu’on obtienne i domaines de Poincaré-

Bendixson limités par des courbes des fonctions Gy, Gy—1) - - - » Go—j)- On
conclut alors par le théoréme de Poincaré-Bendixson a Iexistence de i cycles
limites pour le systéme (1). O

La proposition 1 constitue une preuve directe et constructive de la partie (i1)
du théoréme 1.

Comparons en dernier lieu les deux méthodes du point de vue du temps de
calcul de leurs coefficients caractéristiques. Cette comparaison repose sur le
nombre d’équations linéaires qu’il faut résoudre pour évaluer, dans chacun des
cas, le k™€ coefficient.

ProrosiTION 2. Soit le systéeme (1)
(1) Pour obtenir c|, il faut résoudre 6 équations linéaires
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(2) En supposant connu cy, ¢, ..., c,_y, pour obtenir c; il faut résoudre 8k
équations linéaires supplémentaires.

(V') Pour obtenir V| il faut résoudre 4 équations linéaires

2y En supposant connu V{, V,,..., V| _,, pour obtenir V) il faut résoudre
‘pp 1> "2 k-1 P k

4k + 2 équations linéaires supplémentaires.

PREUVE.

(1) Considérons le systéme (1) sous sa forme complexe (3). Pour obtenir le
premier coefficient de la forme normale de Poincaré il faut trouver le change-
ment de variable (4) de degré 2 qui nous permet d’éliminer les termes quadra-
tiques de F(z, Z). Ceci nous donne 3 équations linéaires complexes a résoudre
donc 6 équations réelles.

(2) Supposons qu’on ait évalué les coefficients ¢y, ¢,, . . ., ¢, et qu'on cherche
¢,- Au début de la K'°™ étape le systéme est sous cette forme

i =iz + Rec;z?Z + ...+ Re ¢,z 1ZF 2
2k—1 2%k—25
+ AZk—l,OZ + Aye—,12 Z

+ ...+ Re Ck_lzkzk-l +...+ Azk_1,2k_122k—1

2k 2k+1
Fooo+ DA T+ D Ay FTTZ 4 012,
i=0 i=0

On veut éliminer les termes de degré 2k — 1 (sauf Re ¢, ) et les termes de
degré 2k. Ce qui fait 4k équations linéaires complexes donc 8k équations réelles
A résoudre a la K'°™€ étape.

(1) Dans [3] on trouve une formule donnant les ¥/ en fonction des coefficients
du systéme (1). On voit que pour trouver V] on a besoin des coefficients de F;,
les f3;, i = 0, 1, 2, 3. Ce qui fait 4 équations linéaires a résoudre, les f;; étant
uniquement déterminés.

(2") Supposons V{, V5, ..., V] _, déja évalués, ceci implique la connaissance de
B, F,, ..., F;_,. Pourobtenir ¥} on a besoin des coefficients des fonctions F;
et 5, .. Il faut résoudre 2k équations pour F,, car le rang de la matrice du
systéme d’équations permettant de déterminer les f, ; est 2k. Pour la fonction
E,, ,, on trouve 2k + 2 équations linéaires a résoudre car le rang de la matrice
correspondant au systéme d’équations est 2k + 2. Donc pour obtenir ¥/ on a
dd résoudre 4k + 2 équations linéaires. O

On conclut donc a la supériorité de la méthode des constantes de Lyapunov,
pour ce qui est du temps de calcul des coefficients.
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