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SUR L'APPROXIMATION POLYNOMIALE 
AVEC POIDS exp(- |* | ) 

G. FREUD, A. GIROUX E T Q. I. RAHMAN 

1. Introduction. Dans ce travail, nous étudions l'approximation poly-
nomiale pondérée usuelle et aussi unilatérale dans l'espace L. Le poids con
sidéré est w(x) = exp (— \x\) ce qui constitue un cas extremal; rappelons à 
ce propos quelques résultats de G. Freud. A chaque poids de la forme wQ(x) = 
exp ( — (?(#)) correspond une suite caractéristique \qn) de nombres positifs 
définis par la relation qnQ' (qn) = n. Dans le sixième chapitre de [1] (voir aussi 
[14]), Freud démontre que toute fonction/ pour laquelle }wQ Ç L peut être 
approchée par un polynôme pn de degré ^n en commettant une erreur 
Cfl/ ~" Pn\wo) d'au plus 12(/, qn/n) où 12 est un module de continuité adéquat et 
obtient des résultats précisés lorsque la fonction / est supposée differentiate. 
Dans [2], Freud montre que si la r ième dérivée f(r) est à support compact et à 
variation bornée et si |/ | admet une majoration polynomiale, a lors / peut être 
approchée unilatéralement par des polynômes de degré t^n (pn = / = Pn) 
avec une erreur (j(Pn — pn)wo) inférieure à K(f)(qn/n)T+1. Lorsque Q{x) = 
\x\p, on a qn ~ n1/p de telle sorte que, si p > 1, qn/n tend vers zéro avec \/n 
mais, si p = 1, le prolongement formel direct des résultats de Freud fournit une 
majoration de l'erreur ne tendant pas vers zéro avec 1/n. Cependant, il suit 
des recherches de M. Riesz [3] (voir aussi [4]) que les fonctions à croissance 
polynomiale peuvent être approchées unilatéralement dans l'espace L avec 
poids w et, en particulier, que les polynômes sont denses dans cet espace. 

Le problème correspondant dans l'espace Lœ suggère une façon d'aborder 
cette question. M. M. Djerbachian [5] a introduit la suite {rn} définie par 

r = ( C'^L)'1 

\ J i q(x)J 

où q est la fonction inverse de Q et il a montré que toute fonction / bornée et 
uniformément continue pouvait être approximée par un polynôme pn de degré 
Sn avec une erreur (sup \f — pn\wQ) de l'ordre de co(/, rn)} co étant le module de 
continuité habituel. Ces résultats furent étendus par Freud ([6; 7]) à des classes 
plus vastes de fonctions moyennant certaines restrictions sur le poids. Encore 
une fois, l'argument du module de continuité employé par Freud était qn/n. 
Il est à noter que si p > 1, rn et qn/n sont du même ordre de grandeur alors 
que si p = 1, rn = 1/log n et qn/n = 1. 

Reçu le 17 décembre 1976 et sous forme revisée le 9 juin 1977. Le travail du premier auteur 
était subventionné par la NSF des Etats-Unis (RF 4388-A1). 

358 

https://doi.org/10.4153/CJM-1978-032-7 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1978-032-7


L'APPROXIMATION POLYNOMIALE 359 

Ces considérations suggèrent que, d 'une certaine façon, 1/log n devrai t être 
l 'argument du module de continuité apparaissant dans notre problème et 
jusqu 'à un certain point nos résultats le confirment. Ces résultats mont ren t 
d'ailleurs que les nombres qn ( = n dans notre cas) jouent encore ici un rôle 
important . D'abord la distance séparant les zéros consécutifs des polynômes 
orthogonaux relat ivement à w est de l 'ordre de qn/n; de plus, qn semble être 
la longueur critique pour le module de continuité utilisé. 

Notre façon d 'aborder le problème de l 'approximation polynomiale usuelle 
est celle de Freud [8]; l 'approximation unilatérale est traitée suivant les 
méthodes de Freud [9] telles que raffinées par G. P. Nevai [10]. Dans ces 
techniques, on doit d 'abord majorer la fonction de Christofïel \n(x); notre 
majoration est quelque peut singulière: si \x\ est grand, on a 

K(x)w-i(x) = 0(1) = 0(qjn) 

alors que si \x\ est petit , on obtient 

X ^ x ^ - H x ) = 0{l/\ogn) = 0{rn). 

Le problème de l 'approximation polynomiale dans l'espace Lp(l < p < oo ) 
relat ivement au poids w est ouvert . (Le cas p = oo peut être trai té par la 
méthode de Djerbachian (communication verbale de ce dernier aux auteurs) . ) 
La méthode basée sur le théorème d'interpolation de Riesz-Thorin n'est appli
cable que si le poids wQ est fortement normal, c'est-à-dire si 

{yn-i/yn)K~l(x) S K1nw~l{x) 

où yn > 0 est le coefficient de xn dans le n ième polynôme orthonormal relative
ment à wQ (voir [11]). Dans ce cas-ci, on a (yn-i/yn) ~ n (voir [12]) alors que 
^n~l (0) ^ K2 log n. Egalement non réglée est la question d'obtenir les théorèmes 
réciproques des nôtres. 

2. Pr inc ipaux r é s u l t a t s . On désignera par pn, wn} . . . , des polynômes de 
degré ^n et par Ci, C2, . . . , des constantes positives dont la dépendance 
éventuelle d 'un paramètre sera toujours explicitement indiquée. Si w(x) = 
exp (— \x\) et si fw G L, on pose 

f œ 

\\fw\\ = J \f(x)\w(x)dx, 

€„(/) = min | | ( / - Trn)w\\ 

et 

Cœ 

co(/, e) = sup I \f(x + h)w(x + h) — f(x)w(x)\dx + e||fw||. 
lalgc «/-oo 

Notons ici que 

(2.1) co(/, Ue) S 2u <o(/, e), U è 1, 
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relation qu'il suffit évidemment de vérifier pour u rationnel auquel cas elle 
suit de l'inégalité 

« ( / , ei + e2) ^ co(/, ei) + co(/, e2). 

Dans la section 3, nous étudions la fonction de Christoffel \n relative au 

poids w: 

X«(x) = min ||7rn_i Ï£>||. 
TTn-l(x) = l 

Définissant la fonction auxilliaire 

A, M - ( * ^ ) - . 
nous y démontrons le 

T H É O R È M E 2.1. Il existe G , C2 et C3 te//es gwe 

Ci ^ X, (x)A, - 1 (x)^- 1 (^ ) ^ C2 

pourvu que \x\ ^ C3n. 

Seule l 'inégalité de droite nous sera nécessaire; l 'inégalité de gauche (d'ail
leurs valable pour tout x Ç R) n 'est présentée ici que pour montrer que celle 
de droite est précise. Notons que An(x) ^ (log n)~l pour |x| ~ 0 et que 
Arc(x) ^ 1 pour |x| ~ n. 

Dans la section 4, nous présentons une première majoration de en(f). In t ro
duisant le module de continuité 

œn
i8)(f\ e) = ô-^if, e) + I \f(x)\w(x)dx 

dépendant du paramètre 8 (E (0, 1), nous obtenons le 

T H É O R È M E 2.2. Si fw £ L, on a, quelque soit 5 Ç (0, 1) : 

en(f) é C4 « / « ( / , (log w)- 1 ) . 

Remarquons que pour chaque fonction / et chaque valeur fixée de <5, 

un
{ô)(f, (log n ) - 1 ) tend vers zéro avec \/n de telle sorte que le théorème précé

dent montre bien que les polynômes sont denses dans l 'espace L re lat ivement 

au poids w. 

La section suivante est une étude de en(f) dans le cas où la fonction / est r 
fois derivable. Nous y démontrons le théorème suivant : 

T H É O R È M E 2.3. SiJ{k)w G L (k = 0, 1, . . . , r), on a, quelque soit 8 Ç (0, 1): 

enif) è C6(ô,r) {(\ognrrœ(f{r\ (log n)'1) 

+ ^ 2 / 3 i : (iog^)-fc+in/a)^ii[ + f \f(x)\w(x)dx. 
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Dans la section 6, nous introduisons un autre "module de cont inui té" con* 
plus complexe que o)n

(ô) mais ne dépendant d 'aucun paramètre . De façon pré
cise, soit <pn(x) une fonction paire, cont inûment d i f ferent ia te et à support 
compact [— n, n] telle que 

/ v j = (log n)'1 pour 0 < x < n1/2 

( ^ Are(x) pour n < x < n. 

Puisque 

A « ( V Ï Ï ) ~ F ï ^ ' ^ w - 1 

et que 

K'(Vïi)~0, À n ' ( n ) ~ 0 , 

le raccord de A„(x) avec (log n)~l e n x = \/n et avec 0 en x = n ne pose 
aucune difficulté. Si fw £ L, posons 

/

+oo 

\f(x + t(pn(x))w{x + t<pn(x)) - f(x)w(x)\dx 

+ l|Anf^||. 
On a alors le 

T H É O R È M E 2.4. Si f w £ £ , 

*,(/) g C6«n*(f). 

Il est impor tan t de remarquer que le membre de droite de cette inégalité 
tend vers zéro avec \/n et il semble probable que cette majoration de en par 
œn* peut être renversée. N ' a y a n t pas d'inégalité du type de celle de Markov à 
notre disposition, nous ne pouvons démontrer cette assertion ici; en fait, la 
relation entre œn

(8) et wn* semble elle-même non triviale. 

Finalement, dans la dernière section, nous présentons la solution du problème 
de l 'approximation polynomiale unilatérale. 

T H É O R È M E 2.5. Supposons qu'il existe des constantes positives A et B et un 
entier non négatif m tels que 

(2.2) \}{x)\ ^ A + Bx2m, x e R. 

Supposons de plus quef(r) soit à variation bornée et que 

\{x)\dfT\x)\ < oo. 

Il existe alors p2n et P2n tels que 

p2n(x) Sf(x) g P2n(x), x 6 R 

r 
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et que 

âC7(r) f \(Pin - pln)w\\ è Cnir) | (An(x)Y+lw(x)\dfw(x)\ 

+ Cv(A,B,?n)e{-l/'Mlogn. 

L'exemple d'une fonction / n'ayant qu'un saut montre que ce résultat est 

précis si r = 0; il est probable qu'il le soit aussi quelque soit r > 0. 

3. La fonction de Christofïel. Pour démontrer le théorème 2.1 nous aurons 
besoin de résultats auxilliaires concernant les sommes partielles 

sN{Z) = £ Z2k/(2k)l 
fc=0 

de la fonction cosh Z lorsque N est grand. 

LEMME 3.1. Si -N S x g TV, 

cosh x ^ Cio sN(x). 

Démonstration. En vertu de la formule de Stirling, 

cosh x ^ . , ^ NI 
< 1 + E -T̂ TTTX-

,2k—N 

%(.T) - ft=V+1(2&)!' 

N\ „«_„ < 1 + V AT 

^ l i \ 2k I 
^ 1 + C12 D \ ~ )* ^ Cio-

fc=AH-l 

LEMME 3.2. Si |Z| g (iV + l)/é?, 

IcoshZ - ^ ( Z ) | g C13(iV+ 1)"1/2. 

Démonstration. Toujours en utilisant la formule de Stirling, 

\Z\nN+1) f, ( 2 ( i V + l ) ) ! , „ | 2 t_2W+i, Icosh Z - % ( Z ) | S ^ _ _ Z + i ^ ^ \Z\ 

^ _ / T V + I V W + 1 ) / « VCAM 

- Cl4 \~T~y' l2(ivTï)/ 
V+l) 1 

(7V+1)1/2 

x g / iV+j\ 2*- 2 ( ' v + 1 )
 x x (2(N + l)y»+n { e}* (N + lV* 

0 0 / AT J _ 1 \ 2k 

1/2 g C1B (iV + I)"1'2 £ fei)* =§ Cn (N + I)" 
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L E M M E 3.3. Dans le carré RN de sommets [(N + l)/2iré] 27r(dbl ± i), sN(Z) 
possède exactement 4[(7V + l)/2ire] zéros; défait, ces zéros sont purement imagi
naires: ztiyk où 

T~N+ 1 
1 < 3>i < 7T < y2 < 2?r < . . . < y< 

L 2we J < 
N + 

L 2ire i J 

Démonstration. Le premier énoncé est une conséquence du théorème de 
Rouché: il suffit de remarquer que |cosh Z\ ^ Cu sur les côtés de RN, que cosh Z 
admet exactement 4[(7V + \)/2iré\ zéros à l ' intérieur de RN et d'utiliser le 
lemme 3.2. Le second énoncé découle aussi du lemme 3.2 puisque cosh Z prend 
a l te rnat ivement les valeurs + 1 et —1 aux multiples entiers de wi (le fait que 
1 < 3/1 suit du théorème d 'Enes t rôm-Kakeya suivant lequel S = o akZ

k ^ 0 
si \Z\ S 1 lorsque a0 > ai > . . . > an > 0; voir [15, chap. 3, prob. 22]). 

Démonstration du théorème 2.1. Nous nous occupons d 'abord de l 'inégalité 
de droite. Supposons \x\ ^ C^n, des restrictions sur C3 é tan t portées plus loin. 
En vertu d 'un théorème de G. P. Nevai [12], il existe Cn et Ci s telles que 

/

C18n 

TTn-l{t)w(t)dt. 

Par suite, on a: 

\n(x) S nCnCis min 
7Tn - l ( z / C 1 8 w ) 

^ nCnCis min 
T n - l (x/ClHn) = 

f1 rLO)̂ ""1"* 
= 1 J - 1 

r • 
I 7Tn-l 

1 « ^ - 1 

( 0 ( i - / a r i / 2 — -

^ nCnCis min I TTLI (0 (1 
irn-i(z/C18n) = l «̂  - 1 

t2r 

cosh Cigwtf 

dt 
S[C19n](Cisnt) 

= nCnCi8/dn(x/Ci8n) 

où /zw désigne la fonction de Christoffel correspondant au poids (1 — / 2 ) ~ 1 / 2 X 

(s[cign] (C\%nt))~l sur ( — 1, 1). En vertu d 'un résultat de Szego [13, p. 318], on a 

-il x \ 1 J , 1 T) h'(a) 1 2n+iA(«)l / N 
Mn I 7T— I = - ) W + ~ - R e a y y - r - + — Im a y-r-r- (S[Cl9n] (* ) 

\Cisn/ T { 2 h (a) 2 sm a h (a)) 19 

où l'on a posé cos a = x/C^n, a = eia et s[Ci9n](Ci8n cos 6) = \h(eîe)\2, le 
polynôme h é tan t normalisé par les relations h(Z) T^- 0 si \Z\ < 1 et A(0) > 0. 
Cet te représentation est valable si C19 est assez peti t et si nous supposons par 
exemple que C3 ^ min (1, G s / 2 , G g / 2 ) . Pour obtenir l 'inégalité désirée, il 
suffira de montrer que l'on a 

(3.1) C20 g « - % ( * ) Re \-ajM) ^ C21 
*(a). 

puisqu'alors le lemme 3.1 et l 'inégalité de gauche de (3.1) entraîneront que 

/ M 7 T - ) ^ C22W lkn{x)e 
\Cisn/ 

. - 1 A /„ , \ „- ls l 
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et enfin 

X„(x) è Cn Cu C22Are(x) c-l" = C2AB(x) w(x). 

Pour démontrer (3.1), observons d'abord qu'en vertu de la relation 

h(Z)h(l/Z) = s t C l , , ] (c i8n | ( z + \ ) ) 

et du lemme 3.3, h(Z) admet pour zéros les points 

où k = 1 , 2 , . . . , 2[([Ci9tt] + l)/27re] et que ses autres zéros Çk ont un module 
supérieur à 1 + C23- On a donc (nous écrivons ici F(n) ~ G(n) pour signifier 
que le quotient F(n)/G(n) reste compris entre deux bornes positives) 

R (_ W \ =
m c ^ ' ^ £ t s i n « - l T _ 

K e \ a h(a) ! h 1 - 2£* sin a + tf ^ V f, 

( ? ^ - + l ) s i n a - l 

I 7 7 ^ + 1 I sin a — 1 
^ \Cisn I 

~ *"» 1 - 2 sin J - ^ + l) + ( ^ + I ) ' + 

a __ 
— a 

A (sin a — 1) + fe/w 
~ h (1 ~ s ina) ( l + k/n) + k2/n 

2 / 2x1 /2 

2—2 + 0 (») 

((1 - x'/nT1 - 1) + */» 
_ + O(w) 
* = 1 / 1 / 1 2 / 2v. l /2x I -, | R \ | 7,2 , . 2 (i_ (i_ j ev»r ,)(i+£)+**• 

» 7 / 2 / 2 

V k/n - x /n n , . 
~ 2 ^ 2 / 2 , 2, / 3 , 7 , 2 / 2 + ^ ( ^ ) 

art x /n + x &/w + & /n 
w 7 2 / 2 

~"§i= + ri/.*+r+'(,) 

/ Z 

I 72—;—2 - x I -g—;—2 + J 1 t + x J 1 t + x 
0(») 

2 , 2 

n log —r + 0(w) 

' w(Are(x))_1 
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L'APPROXIMATION POLYNOMIALE 365 

ce qui démontre (3.1). Cet te dernière relation nous permet également de 

démontrer l'inégalité de gauche du théorème 2 .1 ; observons en effet que 

\n(x) ^ min 
7Tn-l(.T) = 

= nC2i min 
7rn-l(z/C24w) 

7Tn-l (t)w(t)dt 
-C2in 

r T^ (t) e-°»nu]dt 
=i J -i 

è wC25 min I 7Tn_i (0 
*n-i(x/C2An) = l J - 1 S[C24n] 

- t" 
(Çunï) 

dt 

= nC<LîVn \Ci\ni 

(la dernière inégalité ayan t lieu en vertu du lemme 3.1) où vn désigne la fonc
tion de Christoffel relative au poids (1 — t2)112 (s[c2in](C24nt))~1 sur ( — 1 , 1). 
Il est aisé de voir que l'on a 

-i( x \ 1 / , 1 D h (a) , 1 T 2n+ih(a 
vn I 7 ;— I = r-5— ) n + - - Re a -ry^- + —: Im a ^ r— 

\L2fli! 7T sm a K 2 h (a) 2 sin a h {a 
X S[c2An] (x) 

en faisant un calcul semblable à celui que l'on trouve dans le volume de Szego. 
En utilisant la relation (3.1), on obtient 

vn M 7;—) ^ C2*n(An(x)) *< 

et enfin 

\n(x) ^ CiAn(x)w(x) 

ce qui complète la démonstrat ion du théorème 2.1. Il est intéressant de noter 
la différence entre cette démonstrat ion et celle que l'on trouve dans le chapitre 5 
du volume de Freud déjà cité t ra i tan t le cas où le poids wQ admet un support 
compact ; dans ce dernier cas, le terme Re a h'(a)/h(a) ne contribue qu 'à 
l 'estimation de l 'erreur alors qu'ici c'est lui qui détermine l 'ordre de grandeur 
de X„(x). (Nous profitons de l'occasion pour corriger une erreur qui s'est 
glissée dans [4]. La relation (6.18) devrait se lire (page 251): 

\n (daQ;x) n — - — Re 

+ 9~  
2 sin 7 

les parenthèses extérieures sont absentes.) 

Im 
an-Dû <j>*{dnQ; e ) 

(d*,; e<->)J) ; 
1 

4. L 'approx imat ion d a n s l ' e s p a c e L . Considérons une fonction/(x) absolu
ment continue telle que fw etf'w Ç L. Il suit du théorème 2.1 (voir Freud [11]) 
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que l'inégalité du type de Jackson suivante est valable: 

(4.1) en(f) è C2i\\Anf'w\\. 

Nous allons en déduire le théorème 2.2. 

Démonstration du théorème 2.2. Ecrivons/ = / i + / 2 où/i(x) = 0 si |x| > n1"5 

e t / 2 0*0 = 0 si |x| S nl~ô. On aura alors 

Cn(/) ^ €n(/i) + €n(/2) =g €n(/i) + f |/(*) |«>(s)d*. 

Soit 

On a: 

/

• a ;+ ( logn ) - i 

fi(i)w(t)dt. 
r, 

| | ( / i — <pi)HI ^ logn I I | / i(x)^(x) — f\(x + /)w(x + t)\dtdx 
J -œ J 0 

(4.2) / • ( l o g n ) - l / » + œ 

= logfz I I | /i(x)^(x) — fi(x + /)z£>(x + t)\dxdt 
J 0 J_oo 

^coCA, (log^)-1). 

D'autre part, 

^i'(x) = < î(x) + logw6 | 3 ; |(/i(^ + (\ogn)-l)w(x + (logw)-1) 

- fi(x) w(x)) 

de telle sorte que, utilisant l'inéquation (4.2), 

/

+oo 

\<pi(x)\w(x)dx 

/

+oo 

\fi(x + (logn)_1)w(x + (logn)"1) - j\(x)w(x)\dx 
-œ 

/

+oo 

|/i(x)|w(x)dx + log n w(/i, (log w)"1). 
- o o 

De plus, en vertu de (4.3), 

IIWwll â Casô-Hiogw)-1!!^^!! 
g SCasô^wC/x, (log^)"1). 

https://doi.org/10.4153/CJM-1978-032-7 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1978-032-7


L APPROXIMATION POLYNOMIALE 

Le résultat suit de ces inégalités puisqu'en utilisant (4.1), on obtient 

€»(/) ^ | | ( / l - <P1)W\\ + enM + f \f(x)\w(x)dx 

S co(/i, (logn)"1) + 3C27C28r
1coCfi> (log^)"'1) 

+ I |/(x)|w(x)dx 

367 

^ C29Ô~1u(f, (logw)-1) + I |/(x)|w(x)dx 

^C^ifAlogn)-1). 

5. L'approximation des fonctions différentiables. Le résultat suivant 
nous sera utile dans la démonstration du théorème 2.3. 

LEMMA 5.1. Quelque soit p > 0, on a 

I \p,(pc)\w(x)dx û CMe{-l,z)v 

Démonstration. Soit pv{x) un polynôme pour lequel 

'*' f |*M|.M*. 

/ \pv{x)\w(x)dx = 1 

et posons 

P(x) = I pv{i)dt. 
J o 

Si \x\ ^ v1+p, on a 

p„(t)e-[tleuldt 
o 

de telle sorte que si 0 < pi < p et |x| :g J^+P1 on aura |P(x)| S evl+Pl. 
En vertu de l'inégalité de Chebychev, on aura 

M 

\P(x)\ S e 

(Tk désignant le &ième polynôme de Chebychev) pour |x| ^ vl+pl. En particu
lier, si |x| ^ v1+p, on a 

\P(x)\x2e~W S |x|"+3ér-'flV1+Pl
 2"+2J/-<1+'1><1+''> 

et, puisque le maximum de \x\v+s e~lxl est atteint lorsque |x| = *> + 3, 

|P(x)|x2 e~lxl S vil+p)iv+s)~il+plHv+1)
 e-vi+p+vi+Pi 2̂ +2 

è C3i(p)^-1 /2^1+P . 

Ainsi, si |x| ^ vl+p et si x ^ / ̂  x + 1 (ou si x - 1 ^ / ̂  x) on a 

\P{t)\ S C3i(p)/-2^ /l e(-
1/2^l+p ̂  eCn(p)x-2e^ e^l/2^1+p. 
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En utilisant l'inégalité de Markov, on obtient alors 

\P'(x)\ = \p,(x)\ S e Czi(p) x^ ew cf-
1/2"1+p {? + l ) 2 

En intégrant cette dernière relation, 

f \p,(x)\w(x)dx û C 3 0(P) e(-1/3)^1+P f" T ^ C O I 

ce qui complète la démonstration du lemme 5.1. 

( - l / 3 ) j ' 1 + P 

Démonstration du théorème 2.3. Ecrivons, comme dans la démonstration du 
théorème 2.2, q u e / = / i + /2- Soit v = [w(1~5)/2]. Pour tout polynôme £>„ 
on a, utilisant (4.1): 

n(fi) S C33U 1(\ogn) l I \fi(pc) - pv{x)\w(x)dx 

/
\pv(x)\w(x)dx) . 

I x i 5 

+ 

Choisissons pv de telle sorte que 

On aura alors, en vertu du théorème 2.2 et de (2.1) 

/ |/i '(*) - p,(x)\w(x)dx g Carf-'coC//, (log . F 1 ) 

g C35«~1co(/i'f (logn)"1) 
et aussi 

I |£,(*)|w(*)<fc ^ | | ^w | | ^ 2| |/i 'w|| 

de telle sorte qu'une application du lemme 5.1 nous donne 

/ 
J i r i > « i 

(- l /3)n2 

\pv(x)\w{x)dx S 2||/1 'w||C80(5)e 

Ainsi, on a 

(5.1) en(f) ^ C36(Ô)(log w)-1 coCfi'. (log W)-1) + CaT^"1'3»"2 H/j'wll 

d'où 

€»(/) ^ C36(5)(logW)-1co(/', (logw)-1) + C T C * - 1 ' " " 1 H/'HI 

+ I \f(x)\e-lzldx 

ce qui est l'énoncé du théorème pour r = \. En répétant ce raisonnement, on 
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obtient l'inégalité correspondant à (5.1) pour en(fi), en(/i"), • • • et finalement 
l'énoncé du théorème 2.3. 

6. Une alternative pour le module de continuité. 

Démonstration du théorème 2.4. S o i t / = /x + f2 + fz où supp / i = [0, n], 
supp / 2 = [ — n, 0] et supp / 3 = ( — oo , — n] U [n, oo ). Posons 

\x\ pX+Vnix) 

M = —7̂  I fi(t)w(t)dt (i = 1, 2). 

En vertu de l'inégalité (4.1), 

en(f) g | | ( / i - g l H I + ^38 j An(x)\gl'(X)\w(x)dx 

J o 

(6.1) + IK/2 - g2)w|| + C38 F A„(x)|g2 '(x)|w(x)^ 
J —r> 

/ + \M\é-wdx. 
En ce qui concerne le premier terme, on a 

1 rx+(pn(x) 

(gi(x) -fi(x))w(x) = - 7 - T I (fi(t)w(t) - f1(x)w(x))dt 
<Pn\X) J x 

= I (/i(* + feWlw^ + t<pn(x)) - fi(x)w(x))dt 
J 0 

de telle sorte que 

(6.2) 
(/1 - gi)HI ^ ! I | / i(* + t<pn(x))w(x + tifn(x)) — fi(x)w(x)\dxdt 

J 0 •/ 0 

£ « * ( / l , » ) . 

D'autre part, 

\ <pn{x) ! <pn(X) 
(X + <pn(x))w(x + <pn(x)) 

H 7-T ( / l ( x + ^ „ W ) w ( ï + p»(*) ) - fl(x)w(x)). 
<Pn(X) 

Le second terme de (6.1) sera alors majoré en trois étapes: d'abord 

c/ 0 <Pn\X) 

â C38C39 I | / l ( x + (pn(x))w(x + <pn(x)) ~ fl (x)w(x) \dx 
J 0 

(6.3) 

^ C38C39CO*(/l , M) . 
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Passons ensuite à 

ta A\ r I A / \ Wn(x)\ 
(6.4) CiSJo A K ( x ) ^ - ^ -
pour évaluer cette intégrale, observons que par construction 

\fi(x + <pn(x))w(x + <pn(x))\dx; 

0 si 0 < x < n1'2 

n — e 1 <Pn(pc) ~ <. -An + ex\ • 1/2 ^ ^ 

si n < x < n -\- x / n -{- ex 1 -\- x 

de telle sorte qu'une majoration de l'expression (6.4) est donnée par 

C^rT1'2 I An(x) \fi(x + (pn(pc))w(x + <pn(x))\dx 
J vn 

g C41»"1/2{w*(/i,n) + J AB(x) |/1(x)|w(x)dx[' . 
(6.5) 

Finalement, on aura: 

C38 | AB(x) 1 - ^ 
J 0 

g C42{ J " AB 

1 I f*X+<pn(x) ! 

(x) 1 -

<Pn(x) 

<Pn(x) 1 
^n(x) I <pn(x) 

(6.6) X 

r 
J o 

(t)w(t) — fi(x)w(x)\dtdx 

An(x) 1 <Pn(x) \fi(x)\w(x) dx 
<pn(x) 

Çn 
g C43co*(/i, ») + C44 I An(x) l/i (s) |w (*)<&. 

•^ 0 

En considérant simultanément (6.1), (6.2), (6.3), (6.5) et (6.6), on obtient, 
par symétrie: 

€„(/) ^ C45w*(/, ») + C46 I An(x) |/(x)|w(x)dx + I \f(x)\w(x)dx 

ce qui termine la démonstration. 

7. L'approximation unilatérale. 

Démonstration du théorème 2.5. Soi t / = /1 + f2 où/ i(x) = 0 si |x| ^ C47n et 
/2(x) = 0 si |x| ^ C47W la constante positive C47 étant choisie telle que 

(7.1) \n(x) ^ C2Aw(x)w(x) si |x| S IOC47W. 

En vertu de la condition (2.2), on a 

4__+ j (C 4 7^) 2 m [2vn] < f M < ^ j + ^ ( Ç 4 7 ^ ) 2 m
 [V»] R 

(C^n)12^ X " W x ) - (C47n) L2^J X ' X G R 
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et 

/ : 
' A +B(C,tin)*M x[Vrel e-{xX àx 

(Cati)[2vni X e dX 

{—l/Z)vn\og n ( 7 ' 2 ) û Ca(A, B, m) ( C 4 9 M ) 2 r a - [ 2 ^ ( ^ ) t V K l g Ct(A, B, m) e 

En ce qui concerne la fonction/i, il suit d'un résultat de Nevai [10] qu'il existe 
q2n et Q2n tels que 

(7.3) f+œ (Q2n(x) - q2n(x))e-{xl dx g C50(r) f *„(*) 'L»(£) |<*/ ( r )(f) | 

où £i > £2' > . . . > £n* sont les zéros de la fonction 

<Pn(x> è) = Pn(x)Pn-l(%) ~ Pn(£)Pn-l(x) 

(les polynômes pn sont or thonormaux relat ivement au poids w(x), n* est le 
degré du polynôme <pn(x, £) ; £ est l 'un de ces zéros, soit £ = £y), 

0n(£) = ? — ? = £max(i-[(r- l ) /2] + l, l) ~~ £min(;+[(r-l) /2] + l,n*) 

et 

in t t ) = max An(/). 

Nous pouvons majorer le membre de droite de (7.3) de la façon suivante: 
d'abord, en vertu de l'inégalité de Posse (voir Freud [4]), on a 

u-<£ ^ - œ u^f 

de telle sorte que si IOC47W ^ £* > £<+i ^ 0 on a 

«i - £<+i = I ' e*e""*d* ^ Xntti)^ ' + X»(E<+i)**'"+1 

Mi^yA^&ty)* 
(en ver tu de (7.1)) ; de même, si lOC^n ^ £j est le plus peti t zéro non négatif 
de <pn(x, £), on déduit de l'inégalité de Posse que 

(7.5) £, g C53. 

Utilisant le fait que les zéros £A de (pn(x, £) et les zéros x^ de £ra(x) se séparent 
mutuel lement et utilisant le fait que ces derniers sont disposés symétr iquement 
de par t et d 'aut re de 0 et enfin le fait que si n est grand il y a au moins un zéro 
dans [ — 1 , 1] (voir Freud [4, chapitre 2],) on déduit des relations (7.4) et (7.5) 

pour tous les zéros £* situés dans l 'intervalle ( — lOC^n, lOC^n). Par suite, 
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^^L+JUV1 

en utilisant la relation 

h ~ U+T ^ C5 5 (r )y .w& 1 - , 

valable pour tous les zéros %t situés dans ( — C^n, C^n), nous obtenons pour le 
membre de droite de (7.3) la majoration 

CB«(r) f AH
r(x)w(x)\df{r)(x)\. 

J \x\^CA1n 

Compte tenu de (7.2), cette dernière inégalité termine la démonstration du 
théorème où 

* ( \ ( \ A +B{Cgn)2m 

p2n{x) = q2n(X) ~ ,£ n)
[2Vn[  

et où 

J, ( \ n ( \ \ A + B(CA1n)2m 

p2n{X) = Q2n(X) + ? £ n)
[2Vn] ' ' 
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