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UN LEMME DE SCHWARZ POUR
LESBOULES-UNITESOUVERTES

JEAN-PIERRE VIGUE

REsuME.  Let By and B; be the open unit balls of C™ and C"2 for the norms || . ||1
and || . ||2. Let f: By — By be a holomorphic mapping such that f(0) = 0. It is well
known that, for every z € By, ||f(9)]]2 < ||Z]l1, and || (0)]| < 1.

In this paper, | prove the converse of this result. Let f: By — B, be aholomorphic
mapping such that f/(0) is an isometry. If B, is strictly convex, | prove that f(0) = 0
and that f islinear. | also define the rank of a point x belonging to the boundary of By
or B,. Under some hypotheses on the ranks, | prove that a holomorphic mapping such
that f(0) = 0 and that f/(0) is an isometry islinear.

1. Introduction. Lelemmede Schwarz dit que, si une application holomorphef du
disque-unité ouvert A C C dans lui-méme est telle quef(0) = 0, alors, pour tout z € A,
[f(@| <7, et |f'(0)| < 1. Réciproquement, si f: A — A est une application holomorphe
telle que |f/(0)] = 1 (et il n'est pas nécessaire dans ce cas de supposer que f(0) = 0),
alorsf(2) = Az, ou A est un nombre complexe de module 1, et f est un automorphisme
linéaire de A.

Si maintenant B, et B, sont les boules-unités ouvertes de C™ et C™ respectivement
pour desnormesquelconques|| . ||1 €t || . ||2, et si f: By — B, est uneapplication holomor-
phetelle quef(0) = 0, on deduit du lemme de Schwarz et du théoreme de Hahn-Banach
que, pour tout z € By, ||f(2)]|]2 < ||Z]|1, et ||f'(0)]| < 1.

Le probleme que nous nous proposons d' étudier dans cet article est la réciproque
éventuellede cerésultat : soit f: By — B, une application holomorphetelle que f/(0) soit
une isométrie pour les normes ||. || €t | . ||2. Sous quelles hypothéses sur les normes,
ceci entraine-t-il que f(0) = 0? Dans ce cas, est-ce que f est larestriction aB, def’(0)?

Des exemples (voir Z. Yan [20]) montrent que c’ est faux en général. Ainsi, I’ applica-
tion holomorphef deA? = A x Adans A3 = A x A x A définie par

f(21,2) = (21,22, W21, 22) )

ou h:A x A — A est une application holomorphe quelconque, est telle que f/(0) soit
une isométrie pour les normes correspondantes (il s'agit ici des normes sup(|z|, |z|) et
sup(|zi|, |z], |zs|)) mais ne vérifie pas f(0) = 0 en général. Méme si on suppose que
f(0) = O, f n'est paslinéaire en général.
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Si on supposequef(0) = 0, desrésultats partiels ont &té demontrés par M. Herve[6],
A. Renaud[12] et E. Vesentini [15, 16 et 17]. Enparticulier, E. Vesentini [15] montre que,
si f:B; — By est une application holomorphe telle que ||f (X)||2 = [|x]|1, pour tout x, et
sous |” hypothese que les points de la frontiere 0B sont des points complexe-extrémaux
deBy, alorsf est linéaire. Si on supposeque B; = B; et quef(0) = 0, j'ai demontre[18
et 19], souscertaines hypothesessur lafrontierede By, que, si ||f/(0)-v|| = ||v]|, pour tous
les vecteursv d'un ouvert nonvide U de By, alorsf est lingaire. D’ apres A. Koranyi [8],
on peut méme considérer une hypothése plus faible dans e cas de la boule-unité ouverte
de C" pour la norme hermitienne.

Si B; et B, sont contenus dans des espaces de dimensions différentes et si on ne sup-
posepasf(0) = 0, il faut citer un résultat positif de W. Rudin [14] dansle casdes boules-
unités ouvertes de C™ et de C™ pour les normes hermitiennes. Sous ces hypotheses,
W. Rudin montre que f(0) = 0 et que f est linaire. Plus recemment, Z. Yan [20] a
montré le méme résultat lorsque B; et B, sont deux domaines bornés symétriques dans
leur réalisation de Harish-Chandra (B, et B, sont alors les boules-unités ouvertes de C™
et C™ pour des normes || . ||1 et || .]|2) sous la condition que le rang de B, soit inférieur
ou égal au rang de B;.

Dans cet article, nous allons d'abord étudier dans quel cas |’ hypothése que f/(0) soit
uneisométrie pour lesnormes || . ||1 €t || . ||2 entraine que f (0) = 0. Nous montrerons en
particulier que c'est le cas si B, est strictement convexe. Nous montrerons alors que f
est linéaire.

Ensuite, dansle casou f: By — B, est une application holomorphetelle quef(0) = 0
et quef’(0) soit uneisométrie pour lesnormes|| . |1 et || . |2, nous étudieronsla question
de savoir si f est lingaire. Bien slir, dans le résultat de Z. Yan [20], | hypothése sur les
rangs de B; et B, est fondamentale. Si on regarde attentivement ladéfinition du rang d’un
domaine borné symétrique B (voir par exemple O. Loos [11]), on remarque que le rang
de B est ladimension r du plus grand sous-espace vectoriel complexeV tel queV N B
soit linéairement isomorphe au polydisque A". Ceci nous améneraa définir un rang local
en un point x delafrontiére dela boule-unité ouverte B de C" pour unenorme]| . ||. Dans
un certain nombre de cas, ce rang sera constant en tout point x de la frontiere de B; on
parlera alors du rang de B. Sous I’ hypothese que le rang de B, est inférieur ou égal au
rang de By, nous genéraliserons alors le résultat de Z. Yan [20].

Nousallonscommencer par un certain nombrede rappel ssur lesdistanceset métriques
invariantes et les géodésiques complexes.

2. Distance invariantes et géodésiques complexes. La distance de Caratheodory
Cp sur un domaine borné D de C" est défini par laformule:

(% Y) = SUPrenpa P(F9, f ),
ou H(D, A) désigne I’ ensemble des applications holomorphes de D dans |e disgue-unité

A, et p est la distance de Poincaré sur A. De méme, la métrique infinitésimale de
Carathéodory Ep est définie (vair [3, 4, 5, 7 et 9]) par

Ep(X,V) = SUptcypa I’ - V| (x€ D,veC").
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Lameétrigue infinitésimale de Kobayashi Fp est dé&finie de maniere duale:
Fo(x,v) = inf{|\] | 3» € H(A, D) tel que p(0) = x et Ay’ (0) = v}.

Ensuite, on définit par intégration la distance de Kobayashi kp a partir de la métrique
infinitésimale de K obayashi Fp, et nous renvoyonsle lecteur intéressé par ces questions
al[3,4,5 7€t 9.

E. Vesentini [15, 16 et 17] dé&finit les geodésiquescomplexesd un domainebornéD :
on dit qu’une application holomorphe ¢ du disque-unité A dans D est une géodésique
complexedeD si ¢ est uneisomeétrie pour lesdistancesde Carathéodory c, et cp. D’ apres
E. Vesentini [16], nous avons la caractérisation suivante des géodési ques complexes de
D.

THEOREME 2.1. Soit D un domaine borné de C". Soit p:A — D une application
holomor phe, et supposonsque |’ une des deux conditions suivantes soit satisfaite:
(i) En(#(0),¢'(0)) = 1;
(ii) il existe deux points distincts o et 3 de A tels que cp (¢ (@), #(3)) = ca(a, B).
Alors ¢ est une géodésique complexe de D.

D’ autre part, si D est convexe, onsait d' apresH. Royden et P. Wong[13] et L. Lempert
[10] (voir aussi M. Jarnicki and P. Pflug [7]) que cp = kp et que Ep = Fp. On déduit
de cerésultat I’ existence de geodésiques compl exes dans un domaine convexe borné D.
Plus précisement, un point x de D et un vecteur vde C" telsque Ep (, v) = 1 étant donnés,
il existe une géodésique complexe o de D telle que ¢(0) = x et que '(0) = v.

Soit maintenant B |a boule-unité ouverte de C" pour une norme || . ||. Pour tout x # 0
de C", le theoreme 2.1 et le theoreme de Hahn-Banach montrent que I’ application de A
dansB

(— Q=2
P& =6y
]

est une géodésique complexe de B. On en déduit en particulier que, pour tout x € C",
Es(0,x) = Fg(0,x) = [|X]|.

Rappelons qu’'un point x appartenant a la frontiere 0B de B est un point complexe-
extrémal de B si larelation x +(y € B pour tout ¢ € A entrainey = 0. On déduit de
E. Vesentini [16] le résultat suivant.

THEOREME 2.2. Supposons que ﬁ soit un point complexe-extrémal de B. Alors
I’application ¢ de A dans B définie par ¢(() = gﬁ est I' unique géodésique complexe
deBtelleque ¢(0) = O et ¢'(0) = ﬁ
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3. Uneinégalité sur la métrique infinitésimale de Kobayashi. Soit B la boule-
unité ouverte de C" pour unenorme]| . ||. Jedirai que B est strictement convexe au voisi-
nage d'un point v de la frontiere 0B de B s'il existe un voisinage V de v dans 0B formé
de points extrémaux (au sensréel) de B.

Soit Fg lamétrique infinitésimale de Kobayashi sur B. Commeon I'a dgjavu, on sait
que, pour tout v € C",

Fa(0,v) = ||V]|.

Pour |es autres points de B, on ale résultat suivant.

ProPosITION 3.1.  Pour tout x € B, pour toutv € C", ona:
Fa(x,v) > [|v].
Pour tout x # 0 dansB, il existe au moins un vecteur v € C" tel que
Fa(x,v) > [|v].

De plus, pour tout vecteur v € C" de norme 1, tel que dB soit strictement convexe au
voisinage de v, pour tout x # 0 dansB,

Fa(x,v) > ||v|.

DEMONSTRATION. Commengons par montrer le premier résultat. Soit ¢:A — B
une application holomorphe telle que ¢(0) = x. Lesinégalités de Cauchy montrent que
ll¢’(0)]| < 1. Par suite, si A est un nombre complexetel que Ap’(0) = v,onalx| > ||v|.
On en déduit que Fg(x, V) > ||V

Soit x # 0. Montrons que Fg(x,X) > ||x||. D'apres les résultats du paragraphe
précédent, «

¢ 0 = ¢
est une géodésique complexe de B. C'est donc une isométrie pour le métrique
infinitésimale de K obayashi. On a donc

Fa(x. %) = Fa(o(IXD. Xl (Ix1D) = Falllxll. Ix]]) = R

ce qui demontre le résultat annonce.
Si on suppose maintenant que la boule B est strictement convexe au voisinage de v,
on veut montrer que, pour tout X # 0,

Fa(x,v) > ||v|.

Pour cela, supposonsgu’il existe x € B et un vecteur v #£ 0 tel que Fg(x,v) = ||v|| = 1.
D’ aprées la définition de la métrique infinitesimale de Kobayashi, il existe une suite de
fonctions holomorphes

pn:A— B
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telles que pn(0) = x et que ¢, (0) = \nv, avec A\ — 1. Quitte & extraire une sous-suite
convergente, ce qui est possible puisque il s agit de fonctions holomorphes bornées, on
construit une fonction holomorphe

(p:A—>§

telles que (0) = x et que ¢’(0) = v. Comme B est convexe, on sait d’aprés L. Harris
[5] que les boules pour |a distance de Carathéodory sont compactes dans B. Du fait que
»(0) = x, on déduit facilement que ¢ envoie A dansB.

Notre demonstration s'inspire d’ une méthode développée par S. Dineen [3, p. 93].
Comme ¢ est unefonction holomorphe bornée, on peut définir, pour presquetout 6 € R,
une valeur au bord

v (") = lim p(ré").
r—l_
Soit d’autre part ): A — B la geodésique complexe définie par

C—(Q) = ¢v

(> est I'unique géodésique complexe de B telle que (0) = 0, ¢'(0) = v). Pour tout A €
[0,1], considérons

fy = Ao +(1— \y:A — B,

On af/(0) = v, et d'aprés le premier résultat de notre proposition, ceci suffit & montrer
guef, est une géodésique complexe de B. D’ autre part, quandr — 1_,

ca(0,fy(re")) — +oo,
ce qui prouve que, pour tout 0 tel quef;(€) soit définie, f;(€”) appartient ala frontiére
0B de B. Dufait que B est strictement convexe au voisinage de v on déduit que, pour tout
0 € R, B est strictement convexe au voisinage de €’v. Mais, comme
(€)= A" (@) + (1 = Nv*(€) = Ap*(€") + (L~ VeV,
ceci entraine que, pour presquetout 6§ € R,
¢ (€") = v*(@).

Par suite, ¢ = 1, ce qui montre que x = 0. Le résultat est demontré.

Remarquons que, dans le dernier cas de la proposition, on pourrait remplacer
I"hypothése que B est strictement convexe au voisinage de v par I’ hypothese plus faible
qu'il N’ existe pas de segment [v, X], avec x # v, contenu dans la frontiere 0B de B.

Cette proposition va nous permettre de montrer le theoreme suivant.

https://doi.org/10.4153/CMB-1997-014-4 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CMB-1997-014-4

122 JEAN-PIERRE VIGUE

THEOREME 3.1. Soient B; et B, les boules-unités ouvertes de C™ et C™ pour des
normes || . ||1 et || . || respectivement. Soit f: B; — B, une application holomorphetelle
quef’(0) soit uneisométriepour lesnormes|| . ||1 et || . ||2. Alorsf(0) = Oetf estlinéaire
égale af’(0) dansles deux cas suivants:

(i) n=ny;
(ii) il existe un vecteur v € C™ de norme 1 tel que la boule-unité B, de C™ est
strictement convexe au voisinage de f’(0) - v.
Deplus, dansle cas (ii), la boule-unité B; de C™ est aussi strictement convexe au voisi-
nagedev.

DEMONSTRATION. (i) Montronsd abord quef(0) = 0. Si ny = ny, f/(0) est surjec-
tive. Si a = f(0) est different de0, il existedonc un vecteur vdenorme1tel quef’(0)-v =
a/||al|2. Commef est contractante pour la métrique infinitésimale de Kobayashi, on a:

Fe,(a.a/[|all2) < Fg,(0,v) = |V = 1.
Mais, d’ aprés la proposition 3.1,
Fe,(a,@) > [|all2,

ce qui entraine
Fe,(a a/llal2) > 1,

contradiction.

Il suffit alors de considérer I’ application holomorphe g = f/(0)~* o f. C’est une ap-
plication holomorphe de B; dans B; telle que g(0) = 0, g'(0) = id. D’ apres le théoréme
d'unicite de H. Cartan, g = id, et le résultat est demontré.

(i) Comme f’(0) est une isométrie, elle envoie la frontiere de B; dans la frontiére
de By, ce qui entraine que les points de la frontiére dB; de B; envoyés par f/(0) sur des
points extremaux de I§2 sont des points extremaLix de §1, et B, est strictement convexe
au voisinagedev.

Montrons maintenant que f(0) = 0. Faisons la demonstration par |’ absurde, et sup-
posons que a = f(0) soit different de 0. Soit v € C™ un vecteur de norme 1 tel que B,
soit strictement convexe au voisinagede f/(0) - v. On adonc ||f/(0) - v|| = 1, et d"aprés
la proposition 3.1,

Fs,(a,f'(0) - v) > |[f'(0) - v||]2 = 1.

D’autre part,
Fe,(a,f'(0)-v) <Fg,(O,V) = V|1 =1,

d’ou la contradiction cherchée. Ainsi donc, f(0) = 0.
Soit alors

f®=§mw
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le développement def en série de polyndmes homogenes. Maintenant, pour tout vecteur
w € C™ de norme 1 appartenant a un voisinage V de v suffisamment petit, I’ application
f envoiela géodésique complexe

¢ — Q) =¢w

mm»=§@aw,

mais d'apres le théoreme 2.1, f o ¢ est une géodéesique complexe, et, d apres le
théoréme 2.2 di1 a Vesentini,

f(£(Q) = ¢Pw).

Ainsi, pour tout p > 2, pour tout w € V, Po(w) = 0. Le théoréme de prolongement
analytique montre que, pour tout p > 2, P, = 0, et le théoréme est demontré.
Remarquons que I hypotheése (ii) est vérifiée en particulier quand la frontiére 0B, de
B, est formée de points extrémaux de B, et que ceci est le cas, par exemple, quand B;
est la boule-unité ouverte de C™ pour la norme hermitienne (comparer avec [14]).
On peut se demander si ce théoreme reste exact si on remplace la condition sur les
points extrémaux par une condition sur les points complexe-extrémaux.

4. Etudedelafrontieredela boule-unité ouverte et définition durang. Soit B
laboule-unité ouvertede C" pour unenorme]] . ||, et soit x € dB. CommeL. Belkhchicha
[1 et 2], on définit

Vi={yeC"|3r >0t queVCeC,|]<r, x+CyeB}.
Comme B est convexe, Vy est un sous-espace vectoriel complexe de C", et on définit
ro(B,x) = dimg Vi + 1.
D’aprés L. Belkhchicha[1l et 2], on ale lemme suivant.

LEMME4.1l. Sye(X+V )N B, alorsVy C Vy.

La démonstration consiste & remarquer d' abord que, par définition, (x+ V) N B, con-
sidéeré comme un sous-ensemble du sous-espace affine (x + V) contient un voisinage de
X.Sy€eX+V)N B et comme B est convexe, les segments joignant les points d’un
voisinage de x dans x + V) aux points voisins de'y dans (y + Vy) appartiennent a B, et
ceci montre que Vy C V.

Ainsi donc, (x+Vy)NB est I’ adhérence de son intérieur U dans|’ espace affine (x+Vy),
et x € U. On déduit du lemme 4.1 que |’ ensemble des points complexe-extrémavix de U
dans (x + Vy) est exactement I’ intersection de U avec I'ensemble des points complexe-
extrémaux de B.

Remarquons enfin que dire que x € 0B est un point complexe-extrémal de B est
équivaent adire querq(B,x) = 1.
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On définit alors le rang de B au point x € 0B, par laformule

r(B,x) = r(x) = limsupro(B, y).
y—X

En particulier, quand r(B, xX) ne dépend pasde x € 9B, on le note r(B) et on parle du
rang de B.

Si on considere un domain borné symétrique D de C", dans sa réalisation de Harish-
Chandra, on sait que D est un domaine cerclé borné convexede C". C'est donc la boule-
unité ouverte de C" pour une norme || . ||. Au domaine D, est associé un systéme triple
de Jordan (voir O. Loos[11]), ¢’ est-a-dire une application trilingaire

c"xC"xC"—C"

xy.2) — {xyz}
C-linéaire symétrique en x et z, C-antilinéaire en y, et qui vérifie un certain nombre de
propriétés. On dit qu'un &éément e de C" est un tripotent de { } si {eee} = e. Deux
tripotentse et f sont dits orthogonaux si {eef } = {eff } = 0. Un tripotent est dit minimal

s'il n’est pas somme de tripotents orthogonaux non nuls. D’ une maniére plus générale,
le rang d'un tripotent e est le nombre p de tripotents minimaux orthogonaux e tels que

p
e=>e.
i=1

Lerang r du domaine borné symétrique D est e maximum du rang p des tripotents e.
Si M désigne I’ensemble des tripotents de rang p du systéme triple de Jordan { }, on
montre ([11], §5) que M, est une sous-variété algébrique réelle compacte de C", et, si D
est irréductible, M, est connexe.

D’autre part si x € C", on peut écrire

p
X=> A€
i=1

ou les A\ sont des nombres réelstelsque A1 > A > -+ > Xy > 0, et les g sont des
tripotents minimaux deux a deux orthogonaux. En particulier, x € D si et seulement si
A1 < 1. Lefait quex € 0D setraduit par Ay = 1, et,sir estlerangdeD et si i estle plus
grand indicetel que

I=d=-=XA>Xa>,

on déduit de ces considérations et de O. Loos [11] quele rang
roD,X) =r—i+1.

On vérifie alors comme dans [18] quel’ensemble desx € dD tels que

p
X= A€,
i=1
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1=XA>X> X3+,
est un ouvert dense de lafrontiere de D. Ainsi donc, pour tout x € dD,
r(D,x) =r,

our estlerang du domainebornésymeétrique D ; on peut donc parler durangdeD, et notre
définition redonne bien, pour les domaines bornés symétriques, |a définition classique.

On peut aussi calculer le rang de B dans certains autres cas: ainsi, le rang du poly-
disgque A" est égal an, et, pour tout p > 1, le rang de la boule

n
By = {X=(X1,...,X) € C"| X x|’ < 1}
i=1
estégal al.
5. Lelemme de Schwarz. Commengons par montrer une forme facile du lemme

de Schwarz qui utilisero.

THEOREME 5.1.  Soit By (resp. B,) la boule-unité ouvertede C™ (resp. C™) pour une
norme|| .|| (resp. || . ||2). Soit f: By — B, uneapplication holomorphetelle quef(0) = 0
et que, pour tout x € Ext(By),

I°0) - Xll2 =[]l = 1.
Supposons que, pour tout X € Ext(l§1),
ro(B2,'(0) - X) < ro(By, ).
Alorsf est égale af’(0), et pour tout x € 0By,

ro(Bz,f/(O) . X) = ro(Bl, X).

DEMONSTRATION.  Soit X € 9By un point complexe-extremal de By. Soit p:A —
B, définie par ¢() = ¢x. Ainsi ¢ est une géodésique complexe de B;. Le fait que
If(0) - x||2 = ||x]|1 entraine que f o ¢ est une géodésique complexe de B,, tangente
en0af’(0) - x. Comme ro(Bg,f’(O) . x) = ro(B1,X) = 1, f’(0) - x est un point complexe-
extremal de B,. On déduit du théoreme d’ unicité de E. Vesentini que

fop(Q) =0 x
Soit d'autre part
f(@) = Zl Pn(@
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le developpement de f en série de polyndmes homogenes. Par composition des
déeveloppements, on trouve :

fop(Q) = il )

L acomparaison des deux développementsen série montre que, pour tout n > 2, Pp(x) =
0, et ceci est vrai pour tout point complexe-extremal x de B;. Or d'apres L. Belkhchicha
[1et2],

||PnHExt(§1) = ”PnHEl-

On en déduit que P,, = 0, pour tout n > 2, et ceci demontre quef est lingaire.
Remarquonsquel’ on peut exprimer autrement | hypothese du théoreme en disant que
f/(0) envoieles points complexes-extrémaux de B, dansles points complexes-extrémaux
de Bo.
Nous allons maintenant montrer laforme plus précise du lemme de Schwarz suivante.

THEOREME 5.2.  Soit By (resp. B,) la boule-unité ouvertede C™ (resp. C™) pour une
norme|| .|| (resp. || . ||2). Soit f: B; — B, uneapplication holomorphetelle quef(0) = 0
et quef’(0) soit une isométrie. Supposons que, pour tout x € 0By,

r(B2,'(0) - x) <r(By,x).
Alorsf estlinéaire, et pour tout X € 0B;, on al’égalité
r(B2,f'(0) - x) = r(By, X).

En particulier, si on peut définir des rangs globaux r(B;) et r(B,) pour B; et By,
I"hypotheser(B;) < r(Bs) entraine quef est linaire et quer(By) = r(By).

DEMONSTRATION.  Remarquonsd’ abord quef’(0), qui est une isométrie envoie 0B,
dans 0B, ce qui permet facilement de montrer I’ égalité des rangs.

Soit x € 0B; un point complexe-extremal de By, ce qui signifie que ro(B1,xX) = 1.
D’ apres la définition der(By, X), il existe une suite x, de points de 0B; convergeant vers
x telsque

r(B1,%n) = ro(B1, %) = r(Bu, X).

D’autre part, on déduit des hypotheses que
r(Bz,f'(0) - Xn) <r(B1,%) = ro(Bu,Xn),

ce qui entraine que
ro(B2, f(0) - Xa) < ro(B1, %n)-

Dufait quef’(0) est uneisométrie, on déduit que cetteinégalité est forcément une égalitée.
Comme f'(0) est une isométrie, f'(0) envoie la frontiere 0B; de B, dansla frontiere
0B, de B,. Commef’(0) est linéaire, f'(0) envoie (X, + Vx,) N By dans (yn + Vy,) N By, ol
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Yn = f/(0) - Xp. CommedimV,, = dimVy, et commef’(0) estinjective, f'(0) - (xn+Vyx,) =
(Yn + Vy,). On en déduit que

@) £/(0) - [(% + Vi) N Bl = (yn + Vy,) N Ba.

En effet, s'il existait un point z de (y, + Vy,) N B, qui N’ appartient pas a I'image de
(X + V) N By, on aurait z = £/(0) - U, avec u € (X, + Vi), et U & (X, + Vi) N By, ce
qui entrainerait |jul|; > 1. Comme ||Z||, = 1, f’(0) ne serait pas une isométrie, ce qui
demontre le résultat.

De (1), on déduit que f(0) envoie les points complexe-extremaux de (X, + Vx,) N B:
comme sous-ensemble de I’ espace affine (x, + Vy,) sur les points complexe-extrémaux
de (yn + Vy,) N B, comme sous-ensemble de I'espace &ffine (yn + Vy,). Comme nous
I’avons déja dit, I'ensemble des points complexe-extrémaux de (X, + Vx,) N By (resp.
(Yn+Vy,)N I§2) comme sous-ensemblede | espace affine (x, + Vy,) (resp. (Yn +Vy,)) est,
d'apres le lemme 4.1, exactement I'intersection des points complexe-extrémaux de B:
(resp. Bz) avec (X + Vy,) (resp. (yn + Vy,)).

Si on considere maintenant le développement def en série de polyndmes homogenes

@ =3 Po(d,
p=1

il est clair, comme précédemment, que, pour tout p > 2, Py est nul sur les points
complexe-extrémaux de (X, + Vy,) N B1. On déduit du résultat de L. Belkhchicha[1 et
2] appliqué a (xn + Vx,) N B1, que, pour tout p > 2, Pp(Xn) = 0. Par passage alalimite,
pour tout p > 2, Pp(X) = 0; d'apres L. Belkhchicha[1 et 2], pour toutp > 2, P, = 0, et
le theoreme est demontré.
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