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REMARQUE SUR UN ARTICLE
DE T. M. APOSTOL

PAR
JEAN-MARIE DE KONINCK ET ARMEL MERCIER

1. Introduction. Dans un récent article [1], T. M. Apostol obtient une
identité liant Y, _; f(n)u(n)n™ et Yroy f(n)u(n)u(p, n)n™, ol f est une fonc-
tion complétement multiplicative, |f(n)|<1, et p est un nombre premier. 11
utilise cette identité pour prouver que

- n - n
Z K )=0 et z p( )=O,
n=1 n n=1 n
n=0(p) n¥0(p)
pour tout nombre premier p. Par la suite, T. M. Apostol obtenait d’autres
identités [2].
Nous établirons ici quelques identités pour les séries de Dirichlet et nous les
utiliserons pour trouver 'ordre de grandeur de ¥ .., f(n)et)',._. [1/f(n)]

n=0(po) n=0(po)
pour une certaine classe de fonctions additives, (X' .<. [1/f(n)] signifie que la
n=0(po)

somme parcourt tous les n =< x, n=0(p,), tels que f(n) # 0), ainsi que ’ordre de

grandeur de ), .-, 6(n)f(n) ou 6(n) et f(n) appartiennent respectivement a
n=0(po)

une classe de fonctions multiplicatives et additives.
2. Notation. On dénote par w(m, n) la fonction de Mobius évaluée au

p.g.cd. entre m et n, m, ne N. Lorsqu’il existe, nous désignerons par o,
I’abscisse de convergence absolue des séries de Dirichlet.

3. Enoncé des principaux résultats

TaEoREME 1. Soit f une fonction multiplicative telle que Y .,.—, f(n)n™° converge
absolument pour tout nombre complexe s = o+ it, o> o,. Alors pour tout entier
k €N et pour tout nombre complexe s = o +it, ¢ > a,, nous avons

@ 5 fouuten)_p ;) § woft),
o 1+£(p)p™
p)p
k,s; )= ——.
Blk,s; f) g(l—f(p)p )
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De plus, si |f(p)|<p€, c étant un nombre réel plus petit ou égal a o,, et si
Youz1 f(n)u(n)n™ converge pour o=c, alors (1) est valide pour o=c.

Preuve. La preuve se fait de la méme fagon que celle utilisée par T. M.
Apostol dans [2].

THEOREME 2. Soit f une fonction multiplicative telle que Y ,,_, f(n)n"* converge
absolument pour tout nombre complexe s = o + it, o > o,. Alors, pour tout nombre
premier p,, et pour o> 0,, On a

@) if<_'})=(i£flol+£(g@+...>(1+f<_z§>>+@+m> Zf(n)

n=1 n
n=0(po)

Po Po Do Po

De plus, si |f(n)|<n®, c¢ étant un nombre réel plus petit ou égal a a,, et si
Yu-1 f(n)n™" converge pour o =c, alors (2) est valide pour o= c.

ReMaRQUE. (i) Si f est une fonction complétement multiplicative, alors pour
tout entier ke N, on a

f(n) fnk) _f(k) 5 f(n)
Z Z y (nk)®  k° nzl n’

n= O(k)

(i1) Si f est une fonction multiplicative, alors pour tout entier ke N, on a
pour o >0,

i f(n):if(nk) IZ Z f(nk)

n=0(k) (kn) d
_ftk) fo) f0* .\
- H(H . + o5 + >
v f(n) 1 v f(nk)
Xngl ns _f_kS d;( ,,Zl ns
d>1 (kn)=d

(iii) Si Pon connait Y”,_, [f(n)/n*], il est facile d’établir une identité

n=0(k)
pour ¥°,_, [f(n)/n°] puisque
n#0(k)
f(n) (n)
Z -1 &
o) need(ic) "
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4. Preuve du Théoréeme 2. Pour o >o0,, on a

f(n) f(pon) f(pon)
Z nzl (pon)* nzl (2 )

n= O(Po) (po,n)=1 (po,n)=1

(f(po) f(po) ) i ﬁn_)

po Po WL
o0 F0D) ) (1, M0 J0D), ) 5 S
<P0 ps’ )<1+ Po i pet " ) ,.Z'l n® -
Si |f(n)|<n®, c=<o,, alors pour o=c,
f(p5)
Z (Po)s

est une série de Dirichlet absolument convergente. Donc
( ¥ f(po )( 5 f(Po))
a=0 pO a=1 pO

est une série de Dirichlet qui converge absolument. Or, si Yn_; f(n)n™°
converge pour o=c, alors (2) est aussi valide pour o=c puisque

Y .21 [f(n)/n°] est le produit d’une série de Dirichlet absolument con-
n=0(po)
vergente et d’une série de Dirichlet convergente.

ReMARQUE. Dorénavant, pour toutes fonctions multiplicatives, nous suppo-
sons que leurs séries de Dirichlet correspondantes convergent absolument pour
o> 0,

5. Applications

TuEorEME 3. Soit f une fonction additive telle que f(p) est indépendante de p

et telle
g fL (f(pz) f(;f) _)(1_1> ot

convergent, alors

Z f(n)—@x log log x + Cx +O<l gx)

n=x

n=0(p,)
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ol po est un nombre premier fixe et

oo (g )

<3 {og(1-3)+ (; U0 10,11 2

(v étant la constante d’Euler).

Preuve. Par le Théoréme 2,

e tf (n) tf (28} tf (py?) tf (py) -1
Z s =< s +—2s—+...)(1+ s +”')
Do Do Po

n=1 R
t!(p) t!(xﬂ)
X H ( .

n=(po)
pour teC, |t|<1, et Re s> 0.
Soient u = t'® et

f)/f(P) uf(p02)/f(p)

_u
Tk T T
alors
[ f(n)/!(p)
= g(s, u)¢“(s),
n=1
n=0(po)

(¢ étant la fonction Zeta de Riemann) ou

f(p2)/f(p) 1\«
g(s, u)=w(l+w) ] <1+ls+uT+- . )H (1——s> .

3 p p P

D’ou d’aprés un théoréme de Selberg [6], nous trouvons

. 1, u)
ur(n)/f(p) ( x lo u—1 x+ R(x, u)’
L Tw *F

n=0(po)

ou R(x, u) est O(x log* 2 x) uniformément pour |u|=1. Derivant par rapport
a u tout en utilisant I'inégalité de Cauchy pour estimer R’(x, u), et en posant
u =1, on trouve le résultat demandé.

THEOREME 4. Soit py un nombre premier fixe, alors

1
) == -
Q(n)= P x loglog x + Cix O(l og x)

n=x

n=0(po)

C1=;1; [g (log(l—%)+ﬁ)+y+1] )

ou
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Preuve. Immédiat d’aprés le Théoréme 3.

THEOREME 5. Soit py un nombre premier fixe, alors

Z w(n)=lxloglogx+C2x+O( ad ),
Po log x

n=x
n=0(po)

cz=§o[§ (log(l—%>+%)+(l—é>+ 'y] .

Preuve. Immédiat d’apres le Théoréme 3.

Avant d’énoncer le Théoreme 6, nous écrirons les définitions suivantes qui
furent données pour la premiere fois par le premier auteur (voir [5]).

DerFniTion 1. Soit S I'ensemble de toutes les fonctions arithmétiques f a
valeurs réelles qui satisfont

(1) f(n)#0=> f(n)=1 pour tout entier n=1.

x
@ ,.zs:x ! _O(log x) '
fm)=0

Derinrrion 2. Etant donné a (entier positif arbitraire), soit S, ’ensemble de
toutes les fonctions fe S pour lesquelles '™ = q,(n) satisfait les conditions du
théoréme de Selberg (voir [6]) avec B=1 et

g1, 1)

0 e C*'[0,1].

D(t)=

Derintrion 3. Etant donné fe S, soit D(t) la fonction correspondante de la
Définition 2, alors pour te (0, 1], on pose

X (P> f(po) f(py?) _1D' (i-1)
Bi(t)=[(t!(p°)+t +...)(1+t . ;i +> U)]
Po Do Do t

(dérivée (i—1)ieme, et A;(t)=(-1)""'Bi(t), i=1,2,...a+2. Nous noterons
A;(1) = A.

THEOREME 6. Soit f€ S,, alors

s Lx§ A 5 )
n=x f(n) poi=i (loglog x) (1081033‘)“” ’

n=0(po)

oui po est un nombre premier fixe.

[3
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Preuve. En utilisant le Théoréme 2 pour o> g,, on a

i tf(n) tf(P(,) tf(Poz) tf(pg tf(Poz) -1
D =(—t+—+ 1+—+ SR

s 2s

n=1 N 0 Po Po Do
n=0(po)
i tf(n)
X
n=1 ns

Or feS,, dou

s _ L oy, 77 ¢/®o ! -1
Y o4 =p_ F®0 +o )| 1+4—+---) D()xlog " x+R(x, 1),
0

n=x Po
n=0(po)

ou
R(x, t)= O(x log'? x).

Le reste de la preuve se fait de la méme fagon que celle utilisée dans [5].

THEOREME 7

R L AR (v )
=, o) po = (loglog x)' (loglog x)**')’

n=0(po)

ou
a1=1

oo L (o1 ) o)

et tous les autres a; sont calculables.
Preuve. Immédiat d’apres le Théoréme 6.

THEOREME 8. Soit 0 une fonction multiplicative telle que 6(p) est indépendante
de p et 6(p)#0,—1,-2,..., et soit f une fonction additive telle que f(p) est
indépendante de p. Si

1 1 0(p*)f(p*) . 0(p)f(p?)
_+ > + 3 +...
y log<1 ) 4P 0(p)f(p)( P p )

2
? P 1+m+&€)+

converge, alors

X o(n)f(n)=Cx logO(p)—l x loglog x + Cyx logo(p)—l x+0(x logo(p)—z %),

n=x

https://doi.org/10.4153/CMB-1977-013-8 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CMB-1977-013-8

1977] REMARQUE SUR UN ARTICLE DE T. M. APOSTOL 83

ou

- 0(p)f(p)n(1—_)0()l;[< +0 2 W) ) [T,
og (1 ) 11)+9 (p)lf(p) (0(P2)f(p2) L@@ )
p

p p’
00 0(p2)
p P

C
C=tee) |2
<T(0(p)~T"(0(2) |.

Preuve. Pour o> o,

o(n)tr(n) o(p)tf(p) 0(p2)t!(p2)
-1 )

D18

2s
n=1

pour |f|=<1. Soit u= 0(p)t’("), alors

RN o u e
- "(")(o( )) . 0 )( a( ))
Y b =[T{1+5+ b
n=1 h p p p

=§“(s)H(——) ( pl+>
= £()g(s, w)

D’oll d’aprés un théoréme de Selberg [6], on a

)f(n)/f(p) g(1, u) u)
T Tw *

“! x+R(x, u),

3) 2 0(n>(0( )

n=x

ol R(x, u) est O(x log“~? x) uniformément pour |¢f|=<1. Dérivant par rapport 2
u tout en utilisant 'inégalité de Cauchy pour estimer R'(x, u), et en posant
t=1, on trouve le résultant demandé.

THEOREME 9. Soit d(n) le nombre de diviseurs de n, alors

Z d(n)w(n)=2x log x log log x + C;x log x + O(x),

n=x

C1=2<2; {10g(1—%>+ (%Jrzipz+%3—+- . -)(1—%)2}—1"’(2)) .

ou
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Preuve. Immédiat d’aprés le Théoréme 8.

THEOREME 10. Avec les mémes hypothéses du Théoreme 8 sur les fonctions 6
et f, et supposons de plus que Yu-1[0(p5)/p5] converge vers au nombre #—1,
alors

Y 8(n)f(n)=C*xlog’® x'loglog x + C¥x log?® x™'+ O(x log*® 2 x),
"-:—‘(?(;0)

e g

(C étant la constante définie dans I’énoncé du Théoreme 8) et CT étant une
constante qu’on peut déterminer (p, est un nombre premier arbitraire).

Preuve. Puisque 6(n)t’™ est une fonction multiplicative, alors par le
Théoréme 2, pour o> o,

o)™ (0(po)t’“’°) 0(p2)t’ “"’2)+. . )
° Po Po

n=1 n
n=0(po)

f(py) -1 = f(n)
NRCCI LN B U]
Do

n=1 n
En utilisant le méme procédé que celui du Théoreme 8 on obtient le résultat.

THEOREME 11

Z d(n)w(n)= (2p02— 1)2x log x loglog x + Cx log x + O(x),
Po
ou
(2po— 1)(P0 1)’ 2P0" 1
2 p;

C, étant la constante définie dans le Théoréme 9.

C Cla

Preuve. Immeédiat d’apres le Théoréme 10.

THEOREME 12. Soit 6 une fonction multiplicative telle que 6(p) est
indépendante de p et 0(p)#0, -1, — . Si Ya_1[0(p5)/ps] converge vers un
nombre # —1, alors

Y o(n)~ (O(Po) 0;1’0) )( O(Po) O(Po) >_1 Y 8(n)

n=x 0 Po Po n=x
n=0(po)

oll po est un nombre premier fixe.
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Preuve. Posant u = 6(p) dans I’équation (3) du Théoréme 8, on obtient

Y o(n )_g(l 6(p)) x1log’®" x + O(x log°®~? x),

nex I'(6(p))
ou 5
L\*@(_  6(p) 6(p)
(1, 6(p)) = {(1——) (1+——+—+---> .
s l;l p p P
Dans I’équation de la preuve du Théoréme 10, posant u = §(p)’®, on obtient

en utilisant le théoréme de Selberg [6],

u \fr® g (1, u) » .
0"( ) =2———xlog" " x+ O(xlog" * x).
n;x (n) 0(p) T(x) g g
n=0(po)
ou
00?) < u )f(pz)/f(p)
p
1 u
(1, u)=W(1+w)_1H<1__> I 1+44 O(P)
4 P/ p p p
et
u f(Pn)/f(P) u f(puz)/f(p)
O(PO)( ) 0(p(2,)( )
w= 6(p) + 0(p2 N
Po P

D’ou posant u = 6(p), on a

Z 0(n)= gllf(lo( ()I;)) 1og?®@! x + O(x 1og®® 2 x)

n=0(po)

et alors on obtient le résultat demandé.

THEOREME 13

Y d(n)~ 2"" LY d(m)

n;(f(’;n) e
et
Y d(n)~ ( ) Y dn),
nR0Gp0) =

Ou po est un nombre premier fixe.
Preuve. Immédiat d’apres le Théoreme 12.
6. Autres applications
(i) Posons f= u dans I’équation de la remarque (ii), alors pour o >1
& n k I\ & un
TR, (RS 0

plk
n=0(k)
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et

S s

plk

n#0(k)
Prenons o > 1, dérivant les équations (4) et (5) par rapport a s, laissant s —> 1%,
et utilisant le fait (voir [3]) que

- w(n)logn
L=

-1,

nous trouvons que

w(n)log n_ _uzk) H( 1)“1’

1--—
n=1 n P
n=0(k)

Z p(n)logn u(k)l—[( )‘_1
p

n plk

et

naisO(k)
pour tout entier ke N.

(ii) Dans [3], on trouve les relations suivantes:

Z 1—A(n)=2%
n=1 n
et
« 1-A(n (n)logn
Py ( )= 465 )(1+ Y "———g——)
- =1 h
ou
logp si n=p° aeN
A(n)= {
autrement
D’ou
> wu(n)logn
1+ —_
- 1-A(n) .. « 1-A(n) . ,El n®
Z = lim = lim
n=1 h s=1" 2 n s—>1' - ’L(n)
L
n=1 n

Z log n ~2y.

Encore une fois, prenons o > 1, dérivant ’équation (4) deux fois par rapport a
s et laissant s — 1%, on trouve

oo

Y 1= Aln) 2”(’()1_[( ;) (7+logk+zogp)

n=1 n plk 1
n=0(k)

pour tout entier k € N.
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(iii) On sait que

©) i"n’” i(fss)) o> 1,

A étant la fonction de Liouville. En 1737, Euler communiqua, dans un article
intitulé ““Variae observationes circa series infinitas”, le fait que

Utilisant la remarque (i), on a,

§ AW 5 A

n=1 n n=1 n
n=0(k) n=0(k)

pour tout entier ke N.
Dérivant 1’équation (6) pour o>1 et laissant s — 17, on obtient
i A(n)logn =
n=1 n 6 ’
Par la remarque (i), pour c>1 on a

i A(n) _ A(k) Z )\(n)

s
n=1 n
n=0(k)

Dérivant cette derniére équation pour o> 1 et laissant s — 1%,

i A(n)logn _ 7w A(k)
n=1 n 6 k

n=0(k)

pout tout entier k€N, et de méme

i A(n)log n=_ﬁ<1_§_(_k_))

n=1 n 6 k
n#0(k)

pour tout entier k € N.
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