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Resume
Le theoreme de de Finetti relatif a la ruine des joueurs peut constituer un

modele mathematique susceptible de decrire l'activite de l'assureur. Cette
propriete est mise a profit pour poser, sur un plan general, le probleme de
l'acceptation des risques et celui de benefices distnbuables. Est envisag6
ensuite le cas particulier d'un portefeuille compose de contrats identiques
dont le risque est une variable de Poisson composee au sens de Feller. Les
variations du benefice distribuable avec le plein (si l'assureur pratique la
reassurance excess-loss) et avec la fortune propre y sont etudiees et le cas
ou la distribution conditionnelle des sinistres est log. normale est egalement
examine.

1. Preambule

Le probleme de l'utilisation des soldes techniques etablis a la fin de
chaque exercice comptable est certainement une des importantes
questions qu'ait a. resoudre un assureur.

En effet, il y a lieu, a ce moment, de definir ce que Ton affectera
aux reserves de securite et ce que Ton distribuera immediatement,
que ce soit en remuneration du capital pour les actionnaires ou en
,,participation aux benefices" pour les assures.

La solution, purement actuarielle, que nous evoquons dans cette
note pour resoudre ce probleme, repose sur le theoreme de M. de
Finetti et s'inspire etroitement des idees developpees par M.
Dubourdieu dans son ouvrage consacre a la ,,Theorie du risque dans
les assurances de repartition" 1).

2. Le theoreme de M. de Finetti
Si un joueur (en l'occurrence un assureur) engage, avec une for-

tune initiale Z, une suite inde"finie de paris tels que son gain alge-
brique y dans l'un quelconque de ces paris verifie la condition

Gauthier-Villars, Paris, 1952.
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LE PROBLEME DES BENEFICES DISTRIBUABLES 247

oil x designe le montant de sa fortune au moment ou il engage le
pari en question et U(x) une fonction croissante de x, la probabilite
pour qu'il finisse un jour ou l'autre par se ruiner est au plus
e"gale a

0 = ev(o)-viz)m (2i2j

Nous utiliserons ce theoreme dans le cas oil Ton choisi pour
U(x) une expression lineaire: U(x) = Rx avec R positif. II en re"sulte
alors que si l'assureur accepte des contrats a la condition que, pour
chacun, le gain alg^brique Y *) satisfasse a la relation

E{e-RY} = 1, (2.3)

les chances qu'a le ,,fonds de risque 2) d'etre epuise un jour, ou
l'autre, sont inferieures ou 6gale a

6 = e~RZ, (24)

Z etant le niveau initial du fonds.

Comme nous le verrons dans les paragraphes suivants, ce theoreme
remarquable possede une grande valeur heuristique, car il peut
constituer une veritable assise technique de 'activite d'assureur,
base sur laquelle repose la solution des problemes importants d'ac-
ceptation de risques, de benefices distribuables et de reserves de
s6curite.

3. Le probleme de I'acceptation des risques

Cette question capitale peut etre solutionnee elegamment par le
theoreme de M. de Finetti, pourvu, bien entendu, que Ton connaisse
le risque, c'est-a-dire la fonction de distribution du montant total
X des sinistres susceptibles de survenir pendant la periode de couver-
ture au contrat soumis a l'acceptation.

x) Le gain algebrique associe a un contrat est la difference entre la ,,prime
de risque" et les sinistres.

Nous entendons par ,,prime de risque" celle qui est destinee a couvrir les
sinistres, c'est-a-dire la prime pure majoree du chargement de securite.

2) Le ,,fonds de risque" est un compte fictif qui est credite des primes de
risque relatives aux contrats en portefeuille et debite des sinistres corres-
pondants.
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248 LE PROBLEME DES BENEFICES DISTRIBUABLES

Les relations (2.3) et (2.4) constitueront a cet 6gard un veritable
critere d'acceptation, en permettant de calculer la prime de risque
qui correspond a une fortune propre donnee Z et a une limite
superieure 6 donnee de la probability de ruine.

En effet, si P et (3 representent respectivement la prime pure et le
taux de chargement de securite de notre contrat, le gain algebrique
s'ecrira

y = (i + p)p-z, (2.5)

et la condition (2.3)

E{e~R¥} = £{e-«[(1 + W--r]}

donnera

(1 + p) P = *?SVW ou 9{R) = E{eR*}. (2.6)

Le parametre R, appele habituellement ,,indice de security" du
contrat, est fourni par (2.4):

R = - avec k = log _. (2.7)
z u

En fait, sur le plan e'conomique, ce n'est pas l'aspect tarification
qui est le plus important dans le probleme de 1'acceptation; ce qui
compte c'est de pouvoir modifier, soit par des franchises, soit par la
reassurance, la distribution du risque a supporter, pour le faire cor-
respondre, par le jeu de (2.6), a. la prime de risque compatible avec
les conditions du marche.

4. Le probleme des benefices distribuables

L'assureur, disposant au depart d'une fortune Z et ayant fixe" la
limite 9 de la probabilite de ruine a un niveau ne"gligeable, est prati-
quement assure de faire face a ses obligations techniques, s'il
alimente le ,,fonds de risque" par des primes satisfaisant a la rela-
tion (2.6) dans laquelle 9(2?) est la fonction caracte'ristiquex)
calcule"e en R = k\Z (voir 2.7) de la variable ale"atoire X, qui re-
prdsente le risque re"ellement supports par le fonds.

x) Dans la pratique, la variable X est born6e, si bien que cp(-ff) est toujours
defini.
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La question qui se pose maintenant est de savoir si, pour un
portefeuille donne", le solde entre les primes brutes encaisse'es et les
primes de risque dont il est question ci-dessus est suffisant pour
permettre a l'assureur de couvrir les frais ge"ne"raux et distribuer des

Dans la negative, quel proce'dd faut-il employer pour rendre ce
solde suffisant et me'me pour l'optimiser ?

Le probleme e"tant pose" sur le plan ge"ne"ral, nous essaierons de le
solutionner ne fut-ce que partiellement, dans le cadre du cas parti-
culier d6fini au paragraphe suivant.

5. Cas particulier

Consid6rons un portefeuille compose" d'un ensemble de contrats
annuels identiques x) pour chacun desquels le montant total X'des
sinistres susceptibles de se produire pendant Fannie envisagee est
repre'sente' par une variable de Poisson composed au sens de Feller
(compound Poisson Variable).

Alors X peut se mettre sous la forme

X = I Ht, {Ho = o),

ou N, representant le nombre des sinistres surceptibles de survenir
pendant l'ann^e, est distribue" suivant une loi de Poisson simple de

parametrex: P(k) = P{N = k) = e~x ^ ; x > 0; k = 0, i, 2, ...

et ou les Hlt H2, . . . . repr^sentant les montants des diffe"rents
sinistres, sont des variables ateatoires ind^pendantes et identique-
ment distributes avec une fonction de repartition (conditionnelle)
V{x). X a comme fonction de distribution

x^o, V\x) = 1G(*) == P[X < x] --

et comme fonction

9

- / e TV v

t - o

= 0, X ^

caracteYistique

(R) = J gBa; dQ(xj
0

x) Pour fixer les id6es nous supposerons qu'il s'agit de contrats d'assurance
de dommages a garantie illimit6e.
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250 LE PROBLEME DES BENEFICES DISTRIBUABLES

avec

= JeRxdV{x).

En portant cette expression de <p(R) dans (2.6), le critere d'accep-
tation devient

(i + p)P=|[Y(tf)-i]. (5.1)

On notera en passant que (5.1) n'est rien d'autre que l'expression
celebre de la the"orie collective de risque,

1 + (1 + p) R = J (** dV(r),
0

dans laquelle on a pris pour unit£ le cout moyen d'un sinistre

( J * dV(x) = 1).
0

En effet, si, dans (5.1), nous remplacons P par ym avec m =

= J xdV{r), il vient 1 + (1 + p) Rm = Y(R) = J eRx dV{r), (ex-
0 0

pression dans laquelle, bien sur, m n'est pas pris pour unite).
Si la relation (5.1), applique'e avec une fonction de repartition

V(x) qui est celle des sinistres auxquels rassure" est expos^, fournit
une prime de risque impratiquable sur le marche", l'assureur devra
modifier le risque supports par son fonds. Cette modification, qui se
fait par la reassurance quand c'est possible, a pour but de procurer a
l'assureur une marge bene"ficiaire positive et meme optimum sur la
prime brute du marche\

Comme nous le verrons plus loin, cette marge constitue un
benefice libre distribuable immediatement, bien distinct d'un solde
de compte d'exploitation courant.

Nous ne rechercherons pas ici la meilleure forme de reassurance
qui peut solutionner notre probleme x); nous nous placerons simple-
ment dans les conditions les plus courantes, qui sont celles de la

J) On trouvera dans le bulletin de l'Association Royale des actuaires beiges
n° 60 (i960) un article de M. H. Lambert intitule ,,Un eapplication de la
theorie collective du risque: la reassurance" qui traite de l'efficacite des
differentes formes de reassurance.
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LE PROBLAME DES BENEFICES DISTRIBUABLES 251

reassurance excess-loss, pour e"tudier les variations du be"ne"fice
distribuable avec le plein et la fortune propre de l'assureur.

Explicitons maintenant ce be'ne'fice B d'un contrat quelconque au
moyen des donne"es analytiques du probleme.

Partons de la prime brute

P" = (i + K)P={i+K)xm (5.2)
3.VCC °°

m= J x dV(x),

et conside"rons les divers Elements qu'il faut retrancher de cette
prime pour obtenir le solde a distribuer.

II y a tout d'abord la prime de risque (i + (3C) Pc *) que la ce"dante
doit verser dans son fonds de risque. Cette prime est de"finie par
(5.1) qui s'e"crit, en exprimant R au moyen de (2.7)

(1 +

avec, si n d^signe le

m

et Ik '
c \z' n

Ensuite, la prime

Pc)Pe

plein,

» =

=

Pc

J-
0

T K [2
K L \z-

= x W
C W

xdV{r) + n

z^dV(x) 4

.») - . ]

n

n

destinee au reassureur; nous l'ecrirons

" \{n)] Pr = I1 + \in)\ XmM)

(5-3)

(54)

(5-5)

(5-6)

(5-7)

mr(n) = J (x — n) dV(x).
n

\(n) est le taux de chargement, net de commission de reassurance,
demand^ par le reassureur. En general ce taux est fonction du
plein, cependant, dans nos d6veloppements, nous le supposerons
constant2).

x) Nous utilisons l'indice c pour les 616ments relatifs a la cedante et l'indice
r pour les Elements relatifs du reassureur.

2) Cette hypothese est fort restrictive, nous en convenons, et ne corres-
pond pas a la r6alite. Une maniere de la lever est d'imaginer que le reas-
sureur agit ,,rationnellement" au sens de la relation (5.1), c'est-a-dire qu'il
calcule sa prime de risque selon la formule
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252 LE PROBLEME DES BENEFICES DISTRIBUABLES

Pour finir, il y a les commissions, que nous mettrons sous la
forme yP et les frais g&ieraux, que nous e"crirons q>P. Le taux 9
comprenant la part des frais de la ce'dante due a la reassurance, est
en ge"ne"ral une fonction de n que nous supposerons constante dans
la suite.

Si Ton pose y] = K — y — 9, le be"ne"fice distribuable s'e"crira x)

B = (1 + y)) P - (1 + Xr) Pr — (1 + (Je) Pc, (5.8)

c'est-a-dire, en tenant compte de (5.3) et (5.7)

• + yl)tn-(i + \)mr (n) - £ |V0 (| , ») - ij | (5.9)

6. Benefice distribuable et reserve de securite

Nous avons deja signaie le caractere fictif du ,,fonds de risque"
car en pratique la comptabilite d'un tel fonds ne se tient pas. Ce
que Ton determine a la fin de chaque exercice c'est le gain algebrique
d'exploitation G qui, pour chaque contrat de notre portefeuille, est
donne par

ou Xc represente le montant total des sinistres (reserves comprises),
net de reassurance, a charge de la cedante.

Comme le resultat S du ,,fonds de risque" vaut, pour chaque
contrat,

S = (i + pc)Pe-Xe, (6.2)

on a, d'apres (5.8) et (6.1),

G = B + S. (6.3)

* „)_!],
+ JV" dV{x),

et qu'il y ajoute, pour frais et benefice, un chargement AX.Pr dont le taux
AX est une fonction connue de n ou une constante. Encore faut-il que la
cedante connaisse Zr, kr et AX.

x) Nous n6gligeons ici les int6rets.
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Cette derniere relation permet en fait d'utiliser judicieusement le
solde technique SG procure" a la fin de l'exercice comptable par tous
les contrats en portefeuille. En effet, l'application re'pe'te'e des
relations (5.8) ou (5.9) fournit le montant SB du be'ne'fice libre que
l'assureur peut distribuer, tandis que le reliquat, positif ou ne"gatif,
SG — SB, doit alimenter, en plus ou en moins, la reserve de se"curite\

Si, par exemple, le portefeuille conside're' donne un solde technique
de 10.000.000 et que les be'ne'fices libres s'elevent a 8.000.000, la
reserve de se'curite' augmentera alors de 2.000.000. Par contre, si le
solde comptable ne s'eleve qu'a. 5.000.000, c'est 3.000.000 qu'il
faudra puiser dans la reserve de se'curite' pour assurer le service du
be'ne'fice.

7. Variation du benefice distributable avec le plein

Nous allons conside"rer B comme une fonction de n uniquement,
dans les hypotheses restrictives ou \ et r\ sont inde"pendants de n.

Lorsque n = 0, c'est-a-dire, lorsqu'il y a cession integrate du
risque au re"assureur, l'expression (5.9), dans laquelle T c et mr sont
donnas respectivement en (5.6) et (5.7), devient

=xh — \)m- (7-i)

Dans ces conditions, la ce"dante ne pourra distribuer un be'ne'fice
que si le taux de chargement re"siduel y\ excede le taux de chargement
net de commission Xr demande" par le r^assureur.

Si n = 00, c'est-a-dire s'il n'y a pas de reassurance, on a

B(oo) =

En se r6f^rant a (5.1), on peut encore e"crire

BM = Xh — P) m, (7-2)

ou p est le taux de chargement de risque ne"cessite par le critere
d'acceptation (5.1) dans le cas ou l'assureur couvre les risques sans
avoir recours a la reassurance.

Calculons maintenant la de'rive'e de B par rapport a. n:
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Comme
dmr

et que

il vient
dB
an

SdV(x),
n

]dV(x).

Cette expression s'annule pour
Z

» = n0 = - log (i + Xj,1)
est positive lorsque n < no et negative lorsque n > no.

(7-3)

(7-4)

(7-5)

(7-6)

1r)m

x) Relation que Ton retrouve dans le cadre de la theorie collective du
risque (voir Monsieur H. Lambert, op. cit.)
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La courbe en trait plein du graphique ci-contre illustre une
allure possible de la fonction B(n).

Cette courbe montre qu'il y aurait inte"ret a ne pas de"passer un
plein maximum n' et qu'il existe un plein optimum no auquel,
d'ailleurs, l'assureur n'est pas tenu de se conformer, s'il estime,
comme le montre la courbe en trait brise donnant E[G) en fonction
de n, qu'il a inteYet a choisir un plein un peu superieur dans le but
d'augmenter E(G) mSme au detriment de B.

En se reportant a (6.3) on a en effet

E{G) = B + E{S).
Comme E(S) = $CPC, il vient

ou encore, d'apres (5.8)

E{G) = v]P — \Pr = x{y\m — \mr{n)).
Pour n = 0, E(G) = B = f̂a — \) w,

et pour w = 00, -E(G) =

D'autre part —-— = jK. J dV(x),
dn n

expression qui est positive et qui de"croit avec n

dE(G) dB
Pour n = 0, —-— = — = x\-

dn dn

8. Variation du benefice distribuable avec la fortune propre

La derivation de (5.9) par rapport a Z donne

Pour ne pas alourdir l'^criture, mettons l'expression (5.6) de
sous la forme

Yc = £{«<*/*>*.} (8.2)
ou Xc repr^sente le cout d'un sinistre, pour la cedante.

En deVeloppant l'exponentielle en serie, nous aurons, si E{XC}
existe pour tout entier non ne"gatif v,

= E
V-fl

(I)' 4 - & (I)
1

4
1
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et

dZ Z A J (v —
V = l

Maintenant (8.1) s'dcrit

dB _ :

Iz =',
V - l

Cette expression 6tant positive, le b6ne"fice distribuable est une
fonction croissante de la fortune initiale.

Pour Z = 0, on observera que B = — 00. En effet, en se repor-
tant a (5.9), on voit que le terme en Z du second membre

V - l

tend vers — oo quand Z tend vers o.
Pour Z tendant vers oo, cette derniere expression tend vers

-E(Xc)=-me(n)
et la limite deBa pour expression

yjy\wi — \mr(n) = E(G).

Remarquons que le be"ne"fice optimum Bo, c'est-a-dire l'expression
(5.9) dans laquelle n est donne" par (7.6), est une fonction croissante
deZ.

En effet —- = —- + —- —-

Wo ^

0puisque — = 0.

Ce rfeultat tres int^ressant montre, entre autres, que si 2 assureurs
travaillent dans les conditions optimum de"finies par (7.6), avec la
m^me limite supe"rieure 8 de la probability de ruine, mais avec des
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fortunes initiates respectives Z\ et Zi, Z* etant sup^rieur a Z\, le
b^n^fice distribuable optimum de A2 sera supeYieur a celui de Ai.

On peut meTne aj outer que ces deux assureurs auraient inter 6t a
s'associer, c'est-a-dire a mettre en commun leurs fortunes respec-
tives Zi et Zz. Nous allons illustrer cela par un exemple.

9. Exemple

Nous allons calculer quelques valeurs du benefice distribuable
optimum Bo dans l'hypothese ou V(x) est log-normale.

x > 0dx a\

logx — m
avec A(x) =

Considerons d'abord trois int6grales-types qui interviennent dans
le calcul de Bo a savoir:

I (n) = J v(x) dx,
n

II (n) = J xv(x) dx,
n

et III (») = } eWz)x v{x) dx.

00 00

= f v(x) dx = - 4 = f - «-^'W dx
J a V2TZ J x

7P= J ^1/2X2 dx = x — j [A(n)]. (9.1)
K 271 A[n)

II («) = ( x v{x) dx = —^7= | «-^"<*> dx

n
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En remarquant que ax — \x2 — JCT2 — \(x — a)2, on a

II (n) = ,— e dx
K27T J

A(n)

dx

/ • 1 /•

J a V2n J
I I I (») = efc/z w(ar) <te = = ^ 7 = e-Ha«te) dx

J J

y
1/27T ^-J v!

v - o

Remarquons que vax — \x* = Jv2tr2 — \{x — va)

II vient alors

in
, , , , Mn)

i — r e-'/2
V! J

— v<r] 1)

Ces integrates ^tant determinees, on obtiendra la valeur de Bo par
la f ormule

™ - i x 1 ™+y*<? TTT / \1
L J

- ^ [ill (no) + (1 + \) I K) - ij (94)

i) emv + 1/iw'a2
 e s t le moment ordinaire de l'ordre v de la distribution log-

normale.
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Supposons maintenant que 2 assureurs travaillent dans les con-
ditions suivantes, identiques pour chacun d'eux:

m = 7,5'> w = 2; x = 0,25 par an, 6 = io~3,

v) = 0,05, Z = 10.000.000 et Xr = 0,10.

Le plein optimum (7.6) sera pour chacun d'eux de 137.976 et le
be'ne'fice distribuable correspondant (9.4) s'elevera annuellement a
18,45 par contratx).

Si ces 2 assureurs s'associent en mettant en commun leurs
capitaux (Z = 20.000.000), nous aurons, toutes autres conditions
restant inchange"es, un plein optimum de 275.951 (double du pre"ce"-
dent car Xr n'a pas change' par hypothese) et un be'ne'fice annuel
distribuable de 93 23 par contrat, qui repre"sente environ 5 fois le
pre"ce"dent. Ce be'ne'fice tombe a 51,84, soit aa 2,8 X 18,45, si le
chargement lr est porte" a 0,20.

Dans ce cas, le plein optimum doit £tre fixe a 527.875.
Ces calculs ne sont donne"s ici qu'a titre indicatif, dans le but de

montrer rinte"r£t de la question des benefices distribuables.

Aout 1970.

x) Etant donne le peu de precision des tables utilises pour calculer $
nous nous sonames limites au 3eme terme de la serie III (n), qui converge
d'ailleurs tres rapidement. Un surcroit de precision pour <[> serait cependant
n^cessaire vu l'importance du facteur Zjk dans la pratique.
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