
NOMBRES EXPONENTIELS ET 
NOMBRES DE BERNOULLI 

JACQUES TOUCHARD 

In t roduc t ion . Les nombres entiers positifs a0, ai, . . . , ani . . . définis par 
la fonction génératrice 

oo n 

o n\ e — 2LI
 an , » 

et que Ton appelle nombres exponentiels jouent, pour la sommation de cer
taines séries, un rôle qui rappelle le rôle sommatoire des nombres de Bernoulli. 
Nous avons rassemblé ici les principales propriétés des nombres an dont 
plusieurs sont, croyons nous, nouvelles. L'une d'elles qui se présente spon
tanément, comme on le verra, est l'existence d'une orthogonalité symbolique 
par rapport à ces nombres. C'est ce qui nous a conduit à rechercher si l'on 
pouvait former une suite de polynômes orthogonaux symboliquement par 
rapport aux nombres de Bernoulli. On y parvient en effet, mais beaucoup 
moins facilement, grâce à une fraction continue donnée par Stieltjes. 

Nous étudions aussi des polynômes exponentiels. 
Nous ferons constamment usage du calcul symbolique, appelé calcul de 

Blissard. La plupart des démonstrations sont si simples qu'il suffira le plus 
souvent de les esquisser. 

PROPRIÉTÉS DES NOMBRES EXPONENTIELS 

1. En différentiant la formule symbolique 

(1) e = e , 

on obtient 
(2) an+1 = (a + 1)» 

et, en posant dans (1), ez — 1 = u} on trouve 

(3) a(a - 1) . . . (a - n + 1) = 1. 

Plus généralement, f(u) désignant un polynôme quelconque, 

(4) f(a + 1) = a / (a ) , 
f(a + p) = a(a - 1) . . . (a - p + l ) / ( a ) . 

L'expression de f{u) par la formule de Newton donne, en vertu de (3) 

(5) / ( a ) , / ( 0) + âffl) + A Ï p + . . . 
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306 JACQUES TOUCHARD 

et aussi 

f(a + x) = /(x) + - ^ + —^-z + . . . , 

les différences étant prises pour la suite des valeurs x, x + 1, # + 2, . . . de la 
variable. En particulier 

A0P . A20p , , AP0P 

a* = — + -gp + • • * + ~7T ' P > h 

( 6 ) i* . A 1 * . ^ _i_ . ^ „ ^ n 

a„+i = r + — + --̂ y~ + . . . + — j - , £ > 0. 

Dans (5), substituons les expressions des différences successives, savoir 

A7(0) =f(P) - (£)f(fi - 1) + (£)f(p - 2) - . . . , 

admettons ensuite que le polynôme f(u) soit de degré < n et posons 

f \ ! L 1 l . . ( - 1 ) " 
w ( « ) - l - ï + - - g i + . . . + - ^ r ; 

nous obtiendrons 

/ (a) = w(»)/(0) + . . . + win - i)f-& +...+ w(0)f-&-

et, en faisant grandir n indéfiniment, 

On voit d'ailleurs directement, en multipliant les deux membres de (1) par 
exz et en développant que 

e(a + x) =2^ 

et que, /(w) désignant un polynôme quelconque, 

(7) */(* + *) = Ê / J ^ . 

C'est là la propriété sommatoire des nombres exponentiels. En particulier 

(8) 

i 2
n y 

e an+1 = T + - - + — + . . . , n > 0, 

e#o 
CO ï 

= E : o ni 
Les valeurs suivantes sont empruntées à Bell (4). Le calcul a été poursuivi 

par Becker (1) jusqu'à l'indice n = 35 et par Miksa (6a, p. 54) jusqu'à l'indice 
n = 51. 
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0 1 
1 1 6 203 
2 2 7 877 
3 5 8 4140 
4 15 9 21147 
5 52 10 115975 

2. Remplaçons maintenant, dans l'équation (5), f(x) par A"f(x) et faisons 
usage, au premier membre, de la formule (4) pour p = 0, 1, 2, . . . , n, nous 
aurons symboliquement 

où 

(9) *»(*) = E (-iy(n)x(x- 1 ) . . . (x-n + i + 1). 

On en déduit que 

( 1 0 ) a K{a) - \nl, p-n. 

Grâce à ces formules on peut, connaissant ao, #i, a2, . . . , aa-i et le seul poly
nôme hn(x)y calculer an, an+i, . . . , a2n- On voit de plus que les polynômes 
hn(x) jouissent de la belle propriété d'être orthogonaux symboliquement par 
rapport aux nombres an: 

(11) hm(a)Ua)=\°mU 1*1 

D'après (9), la fonction génératrice des polynômes h„(x) est 

n=o m 
z_ 

r 

En faisant, dans (7), x = 0 et f(u) = hm(u)hn(u), on voit, d'après (11), 
que 

yy hm(k) hn(k) = J0 , w ^ », 
jbbo &! lew!, m = n. 

C'est là un résultat qui se rattache à la théorie des polynômes orthogonaux 
de Charlier-Poisson (10): 

ho = 1, 
hi — x — 1, 
h2 = x2 — 3 x + 1, 

ft4 = x
4 - 10 x3 + 29 x2 - 24x + 1, 

AB = x
5 - 15 x4 + 75 x3 - 145 x2 + 89 x - 1, 

he = x6 - 21 x5 + 160 x4 - 545 x3 + 814 x2 - 415 x + 1. 
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3. Les propriétés exposées dans les deux paragraphes précédents sont 
fondamentales. En voici d'autres. 

Dans (1), posons ez = 1/(1 — x) et divisons par (1 — x), nous aurons 

(1 - x)'1 ex/il-x) = (1 - xYa-\ 

Le premier membre se développe au moyen des polynômes de Laguerre, 
d'où 

(12) (a + l ) (a + 2) . . . (a + n) = £ ( * )i\. 
i=o \ i / 

Cette formule résulte aussi de la relation 

(a + x)(a + x — 1) . . . (a + x — n + 1) = £ 1 • )x(x — 1 ) . . . (x —w+1). 

Dans (1), posons e2 = (1 + x)2, nous aurons 

e
2*+*2 = (1 + xf\ 

Le premier membre se développe au moyen des polynômes d'Hermite, d'où 

2a(2a - 1) . . . (2a - n + 1) = » ! £ * 
1 2n~2i 

/ i ! (w - 2f)!' 

la somme s'étendant aux valeurs de i depuis zéro jusqu'à l'entier de \n. 
Faisons maintenant, dans (1), ez — (1 — x)% il vient 

(13) eu-*)*-i = ( 1 _ x)\af 

Si l'on pose, pour un moment, 

(14) y(x) = - e11"**"1 = £ | £ , 
la fonction y(x) satisfait à l'équation différentielle 

(4 - 4x) y (x) = 2 / (x) + y(*), 

d'où se tire la récurrence 

cn+2 = (2» + 1) cn+i + cn, 
co = - 1, c6 = 329, 
ci = 1, c7 = 3655, 

(15) c2 = 0, c8 = 47844, 
cz = 1 , c9 = 721315, 
a = 5, cio = 12310199, 
Ch = 36, en = 234615096, 

et l'on voit, d'après (15), qu'à partir de n = 4 les nombres cn sont les dénomi
nateurs des réduites de la fraction continue 

JJ jy JJ JJ 
| 5 + | 7 + | 9 + | 1 1 + " - -
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qui est une fraction continue de Gauss. On en déduit l'expression de cw+4, 
pour n > 0 

CB+4 = 5 . 7 . 9 . . . ( 2 « + 5 ) [ l + ( ? ) — 1 

(16) 

(2« + 5) 

+ (n ~ ^ l  
T \ 2 /5-7-(2» + 3)-(2» + 5) 

+ C»-2^ i + 1 
T \ 3 /5-7-9-(2« + l)(2» + 3)(2» + 5) T " " J ' (2« + l)(2« + 3)(2w + 5) 

Les formules (13) et (14) donnent alors 

(17) a(a - 2)(a - 4) . . . (a - 2k + 2) = ( - l )* - 1 c t . 

Par analogie avec la formule (3), considérons l'intégrale 

o + 2) . . . (o + ») Jo l ' ' ( a + 1)0 

Comme on a symboliquement 

(1 - x)a = <T\ 

cette égalité devient 

(18) ( , n / l ^ 1 ) ! , , x - f 1 e - I ^ - 1 J x = P(») I (a + l ) ( a + 2) . . . ( a + ») Jo 

P(x) désignant la fonction bien connue de Prym. On a donc 

(a + l ) (a + 2 ) . . . ( * + ») r (n ) L 1 2! # " (» - 1)U 

ou bien, d'après une propriété connue de P(z), 

e ^ fs _ J L _ _ 
(a + l ) (a + 2) . . . (a + n) h T(n + i) ' 

ce qui s'accorde avec la formule (7), quand on y fait x = 0 etf(u) = T(w+1)/ 
r(w + » + 1). Il est facile de démontrer que si l'on développe le premier 
membre de (18) suivant les puissances positives de a et si l'on somme, par la 
méthode de Borel, la série divergente obtenue en remplaçant an par ani on 
obtient P(n). 

Considérons enfin les nombres 

qn = anao ~~ \ i ) 0»-i0i + 1 2 / a»~2(l2 " " • • • + (—lXWn 

ou, symboliquement, 

(19) qn = (a - a')\ 

Ces nombres gM sont les invariants quadratiques des formes binaires (x + ay)n. 
Ceux d'indice impair sont nuls. D'après (19), leur fonction génératrice est 
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(20) • • + • " - * = Z î » 3 = ew 

0 '*'• 

et, en différentiant cette équation, on obtient la récurrence très simple 

qn+1 =(q+ 1)" - (g - 1)", 

qui donne 

go = 1, qs = 3614, 
g2 = 2, g10 = 99302, 
ç4 = 14, q12 = 3554894, 
g6 = 182, gi4 = 159175382. 

Dans (20), changeons z en 2 iz, remarquons que 
2*2 . — Hz o ,1 • 2 

e + e — 2 = — 4 sin z 

et posons sin z = \u, nous obtenons, puisque g2w+i = 0, l'égalité symbolique 

(21) e~u = cosl 2 g arcsin - ) . 

Or on sait que 
L . u\ m1

 2 , m1 (m1 — ïz) 4 cosl 2 m arcsin -J = l——-u -\ —t u — 
2 2 / 2 

i 2 , m (m 
2ÎU + 4! 

Le développement des deux membres de (21) conduit donc à la formule 

(22) g V - 1 W - 22) . . . [g2 - (jfe - l)2] = ^ . 

Les nombres qn jouissent d'une propriété sommatoire que nous établirons 
plus loin. 

4. Une définition intéressante des nombres exponentiels an a été donnée 
par Broggi (5) au moyen de la série asymptotique 

(23) I(x) = e-1 f f1 e'dt = É ( }llai, R(x) > 0 
*/ 0 i=Q X 

qu'on obtient en développant d'abord e\ en intégrant terme à terme, en 
développant ensuite les fractions suivant les puissances de 1/x et en ayant 
égard aux formules (8). Or la fonction I (x) peut être représentée par la fraction 
continue 

T ( , 1 1 _ 1 i _ 2 [ 3 1 _ 
W \x + l \x + 2 |x + 3 (x + 4 

En désignant les réduites par an/pn, on a 

ao _ 0 ai _ 1 
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et, en général, an est un polynôme de degré n — 1, I3n un polynôme de degré 
n, qui satisfont tous les deux à l'équation aux différences 

un = (x + n) un-i - (n — 1) z^_2. 

Partant de cette relation et des valeurs initiales /30 = 1, fii = x + 1, un 
calcul facile montre que 

oo n 

EA.(*)rï= ( l - z ) -V , 
0 W : 

d'où se tire l'expression 

Pn(x) = ( - Î r ^ ( - X ) , 

Aw(#) étant le polynôme (9). Il résulte alors de la théorie des fractions con
tinues que 

an(x) _ qo ai a2n-i , 1 p [ i\ 
o ( \ ~~ 2 ~t" • • • 2 n ~ T 2w+l -tVnV / > 

Rn(l/x) désignant une série en 1/x, et les propriétés d'orthogonalité symboli
que des polynômes hn(x), que nous avons rencontrées au §2, sont, comme il est 
aisé de le voir, une conséquence immédiate de cette formule. Nous utiliserons 
cette remarque plus loin. 

5. Epstein (5) a considéré la fonction entière de 5 

(24) g(s)=j, + \~+ ~~+.... 

On a évidemment 

l(-n) = ean+1, n > 0, 
( 2 5 ) « « — i 

et, d'après une intégrale eulérienne classique, 

(26) gin) = ~^Y)\ X e% l0gW_1/ dtl n>1 

formule que nous généraliserons plus loin. Epstein a calculé les valeurs de 
e~l g(n), pour n entier positif jusqu'à n = 21, mais, sauf pour n = 0 et n = 1, 
ces valeurs ne paraissent pas pouvoir s'exprimer à l'aide de nombres connus. 

En posant gin) = gnj on vérifie sans peine la relation symbolique 

1 _ + !_!_+ ! _ ! _ + 
(n + l)n ' 1 (» + 2)re ' 2! (» + 3)n 

qui présente une certaine analogie avec (3) et constitue une formule de 
récurrence approchée des nombres gn. 
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POLYNÔMES EXPONENTIELS 

6. Les polynômes 4>n(x) dont nous désirons nous occuper et qui se présentent 
souvent en analyse sont définis par la fonction génératrice 

oo n 

(27) «* ( - 1 ) = E * . ( * ) r r 
n=0 "" 

<t>a = 1 , 
4>i = x , 
<t>2 = X2 + X, 
#3 = X3 + 3 X2 + X, 
04 = x4 + 6 x3 + 7 x2 + x, 
05 = xb + 10 x4 + 25 x3 + 15 x2 + x. 

On peut aussi les définir par le développement asymptotique 

e~* f extrxdt = - *0(*) - \ 0x(x) + . . . + -(-^+P^ <t>n(x) + . . . . 
t /0 2 2 2 

La plupart des propriétés des nombres an peuvent être étendues aux poly
nômes 4>n- Enumérons les principales: 

*n( l ) = On, 

<?Wi(x) = x(4> + l )w , 

(28) fc+iW = * ( * , + « 0 , 
^ = (0 + I f - 4>n, 
<£(<£ - 1) . . . (0 - n + 1) = xn. 

Si on pose jn(x) = x(x — 1) . . . (x — n + 1), cette formule s'écrit symboli
quement jn(<t>) = xn et l'on a aussi 4>n(j) = xn. Les polynômes j n e/ <£n sont 
donc inverses les uns des autres. 

Nous avons ensuite 

<t>nix) = 0" + f A0W + £ A2(f + . . . + ~ A V , 

tf"0o(*) = J j 
X 

0 51 

e'*H-i(*) = x £ (5 + 1)" -J , n > 0. 

Plus généralement, / ( M ) désignant un polynôme quelconque de degré n, 
on a 

xf(<t>+l) =/(<*>), 

(29) x"/(<*> + />) = <*>(<*> - 1) • • • ( * - p + l ) / ( « ) , 

/(*) = /(0) + f Af(0) + f| A2/(0) + . . - + - A"/(0), 

m* + *) = È ^ ^ ^ (30> - „ 
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Cette dernière formule, où k est un nombre quelconque, exprime la propriété 
sommatoire des polynômes 4>n. L'équation (28) est équivalente à 

— y - - JtWn-i(t) e ]. 

En utilisant cette relation et en intégrant plusieurs fois par parties le second 
membre de (26), on obtient, k étant un entier positif ou nul, 

g{n) (n + k)\Jo 
el \ogn±Kt dt, n > - k, 

qui est un prolongement de l'intégrale (26) pour des valeurs négatives de n. 

7. En raisonnant comme au §2 et en s'appuyant sur la formule (29), on 
verra que les polynômes 

- ( - ) Hn(x, z) = z(z - 1) . . . (z - n + 1) - [J xz(z - 1) . . . (z - n + 2) 

+ Q x2z(z - 1) . . . (z - n + 3) - . . . + ( - l ) V 

satisfont aux relations symboliques 

Hn(x, 0) = 0, 

4>Hn(xy 4>) = 0, 

<j>n~lHn{x, <t>) = 0, 

$nHn(x, 0) = n\xn 

et que, par conséquent, ces polynômes sont orthogonaux symboliquement par 
rapport aux polynômes <j>n(x). En faisant usage de la formule (30) pour k = 0 
etf(u) = Hm{x, u) -Hn{x, u) on aura 

f, xsHm(x, s) Hn(x, s) (o, 
» si I m î x V , 

m ?£ n, 

m — n. 

On observera que ce sont là de pures identités et que l'on peut y remplacer 
les diverses puissances de x par des nombres arbitraires. 

Notons encore que, par analogie avec les nombres qn du §3, on peut considé
rer les polynômes définis par l'égalité 

X»(%) = 0n0O — l j ) <t>n-l4>l + [ 2) ^-î^ 2 — • • • + (— 1) 0O0n-

On démontrera comme au §3 la belle relation symbolique 

x2(x2 - l2)(x2 - 2 2 ) . . . [x2 - (* - l)2] = {^x\ 
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PROPRIÉTÉS ARITHMÉTIQUES 

8. Les nombres exponentiels satisfont à diverses congruences dont les plus 
simples se tirent de (2), (3), (4) et de la congruence identique de Lagrange 

(31) x(x - 1) . . . (x - p + 1) = xp - x (mod p) 

où p désigne, comme dans tout le reste de ce paragraphe, un nombre premier. 
Voici quelques unes de ces congruences 

(32) ap = 2, ap+i = 3 , apv+h == v ah + ah+i (mod p), 

et notamment 
apV = v + 1 (mod p) 

relation qui montre que la suite des restes (mod p) de au ap, ap2, . . . admet 
la période p. 

D'après les formules (4) et (12) on a symboliquement 

[a(a- 1 ) . . . (a-p + 1)]2 = (a + l)(a + 2) . . . (a + p) s= 1 + p \ (modp2) 

or, d'après le théorème de Wilson 

p\+p~0 (modp2) 
donc 

(33) [a(a - 1) . . . (a - p + l ) ] 2 = 1 - p (mod p2). 

D'autre part, en vertu de (31), 

[x(x - 1) . . . (x - p + l ) ]2 - 2x(x - 1) . . . (x - p + l)(xp - x) 

+ (xp - x)2 = 0 (mod£2). 

En remplaçant xk par ak et en transformant le second terme à l'aide de (4), 
on obtient 

[a(a - 1) . . . (a - p + l ) ]2 - 2(ap — ai — p) + a2p - 2ap+1 + a2 = 0 
(mod p2), 

et en comparant à (33) on trouve la relation 

a2p — 2 ap+i — 2ap + p + 5 = 0 (mod p2). 

Une autre congruence concerne les nombres ck du §3 et se tire de la formule 
(17). On a évidemment, lorsque p est un nombre premier impair, 

x(x - 2) (x - 4) . . . (x - 2p + 2) = xp - x (mod p) 

et, par conséquent, d'après (17) et (32) 

cp = 1 (mod p), p premier impair. 

On a ensuite, d'après (15), 

cp+2 — cp+1 = 1 (mod p). 

Considérons maintenant les nombres qn du §3 et supposons encore p premier 
impair. On sait que 

(34) x(x - l2) (x - 22) . . . [x - ( — ^ ) j s *i<P+1> - * (mod p). 
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D'autre part, dans la formule (22), faisons k = \{p + 1); le second membre 
devient divisible par p. Donc, en faisant dans (34) x = g2 symboliquement, 
on obtient 

qP+i - q2 = 0 (modp), 

ou bien 
(35) qp+i = 2 (mod £), £ premier impair. 

Maintenant, on a aussi identiquement 

(x - l2)(x - 22) . . . [x - {p - l)2] s (x*(2?-1} - l )2 (mod£); 

d'où 
(36) x(x - l2) . . . [x - (p - l)2] s ** - 2x^ + 1 ) + x (mod £) ; 

mais si dans (22) on fait k = p le second membre est divisible par £. On a 
donc, en remplaçant dans (36) x par g2 symboliquement 

q2p — 2 gp+i + q2 = 0 (mod />), 

et, en vertu de (35) 
(37) q2p = 2 (mod />), ^ premier impair. 

En comparant (35) et (37) on voit que, si p et 2p — 1 sont tous deux premiers 
impairs, on a 

q*p ^ 2 (mod£(2 /> - 1)), 

congruence que l'on peut vérifier pour p = 3 et p = 7 et qui a lieu aussi 
pour p = 2. 

Les polynômes $n(x) satisfont aussi à diverses congruences, soit qu'on 
considère x comme un nombre entier, soit plutôt qu'on considère x comme 
une indéterminée, racine d'une congruence irréductible (mod£), c'est-à-dire 
comme une imaginaire de Galois. Nous renverrons à ce sujet à (12). 

INTÉGRALES DÉFINIES 

9. On peut de plusieurs manières obtenir l'expression des nombres ani des 
polynômes <j>n et de la fonction g (s) par des intégrales définies. En voici quelques 
unes. 

L'intégrale eulérienne de deuxième espèce donne d'abord 
/»oo 

T(s)g(s)= e-V'x^dx, R(s)>0 
Jo 

et on en tire par un procédé connu la formule, valable dans tout le plan s, 

g(l - s) J_ Ç y - . . 
r(s) 2«Je z dz 

où C désigne un lacet partant de — <» avec l'argument — w pour z et y revenant 
avec l'argument +7r, après avoir entouré l'origine. 
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En partant d'une formule, due à Laplace, 

et où k est positif, on obtient à l'aide de (8), après quelques calculs 

/ » 0 O COS Z 

iran | 6 r i • i 7 -. 

w~T = /i • 2xèn cos[s + e sin z - n arctg s] dz, n > 1. 

10. Si l'on considère la distribution de Poisson 
—x t 

(38) da{x, 0 = ^-^p , / = 0, 1, 2, 3, . . . 

c'est-à-dire la ustep-function" ayant le saut d a(x, t) aux points / = 0, 1, 2, 
3, . . . , on obtient l'intégrale de Stieltjes 

et, par suite, 

4>nipc) = I fda(x, t), n > 0. 

Les polynômes $n(x) sont donc les moments de la distribution (38). On a 
aussi, pour toute valeur de s, 

pV-datl, 0 = e-'gÇs). 

11. Mais l'expression la plus intéressante des nombres an paraît être celle 
qui se déduit de la formule (11) 

(39) ex= r*'*? ,+ r , 2eTf 2 , , R(x)>0. 
Jo T(l + z) Jo 2(x + log z) 

En remplaçant x par e*, en différentiant n fois et en tenant compte de (6), on 
obtient 

Ç" zndz _ 1_ f œ e~zr(w) sin{w arctgQ/log z)} <Zz 
e a n ~ Jo r ( l + z ) x J o (TT2 + log2z)*n 

équation qui est exacte même pour n = 0. 
Dans la formule (39), remplaçons x par x el et développons suivant les 

puissances de /, nous obtiendrons 

£ *»(*) = I f , r + I -7 -2—n 2/ / N) , R{x) > 0, » > 0. 
J o r ( l + 2 ) J o U\TT + log (* /«)} ^ ^ 

Faisons dans cette équation, successivement n = 0, 1, 2, . . . , p, rappelons 
nous que la factorielle jp (x) du §6 satisfait à la relation synbolique jp (</>) = xv 

et nous trouverons 

xv I x az . f •%\v \ au 
eXr= J_pr(l+S) + ( _ 1 ) Jo M{7T2 + l0g2(x/M 
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NOMBRES EXPONENTIELS À PLUSIEURS ARGUMENTS 

12. Nous indiquerons rapidement une généralisation des nombres expo
nentiels an. Si on pose 

( r\ / i t t\n \""* I i* 1 n—i ri 

co, co ) = (coa + c o a j = 2 - / \ - y w w a»-* a*» 
co et co' étant deux constantes, la fonction génératrice des nombres aw(co, co') sera 

To ni 
et, en multipliant les deux membres de cette égalité par exz et développant 
suivant les puissances de z, on verra que 

00 00 

e2&k = Z) Z) " 

(40) Z £ ~ ZTZ\ L = e f[x + o(«, «')] 
7^=0 n=0 w i 7ZI 

où f(u) désigne un polynôme arbitraire. On peut ainsi former des nombres an 

dépendant d'un nombre quelconque d'arguments co, co', co", . . . . En particulier, 
pour co = 1, co' = — 1, on aura 

ak(l, — 1) = qk, 

qk désignant les nombres définis par (19) au §3 et, par suite 

ls lu w l t y t
 L = ef(x + q) 

symboliquement. C'est la propriété sommatoire des nombres qn. On a notam
ment 

(m - n)u 

On peut généraliser d'une manière analogue les polynômes <t>n{x). En parti
culier, on verra que 

h h mini 6 XkW 

où Xn(%) est le polynôme introduit au §7. 

NOMBRES DE BERNOULLI 

13. Les nombres de Bernoulli b0, bu b2, . . . sont définis par 
OO 7 ft 

x _ -, = Z^ ~T y 60 = 1, bx = — \, b2 = i . . . ; 52«+i = 0, n > 1, 

et nous cherchons une suite de polynômes Qn(x) orthogonaux symboliquement 
par rapport à ces nombres, c'est-à-dire tels que l'on ait symboliquement 

Kn étant une constante. 
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Il est nécessaire pour cela, comme nous l'avons remarqué au §4, de savoir 
mettre sous forme de fraction continue d'un type approprié (7, chap. 9) la 
série asymptotique 

(42) Hx + 1)=h + h2 + hi + ^^ 
x ' • N ' /v* /y* /Y* 

*V *V «A/ 

Les polynômes Qn(x) seront alors les dénominateurs des réduites successives. 
On sait par la théorie de la fonction T que 

(43) M* +1) - ^ = g ^ - q r ^ -
et il se trouve que l'on déduit immédiatement d'un résultat de Stieltjes (9, 
p. 378) la fraction continue ayant le type qui convient 

*{x + 1) =[27TT +!2x + i + | 2xT i + | "2^TT + • • • • 

OU 4 

n 
4w2 - 1 

Les polynômes Qn(x) vérifient donc la formule de récurrence 
4 

(44) G , + 1 (X) = (2x + D Qnix) + — 5 <2n-l(x) 

4 « — 1 
à l'aide de laquelle nous avons calculé: 
<2o= 1, 
<2i = 2x + 1, 
Q2 = 4^x2 + x + | ) , 

Q3 = 4\2x3 + 3x2 + ~-x + f) , 

Q, = lô(x4 + 2x3 + ^ x 2 + fx + | | ) , 

n «/«> » _ L K « . 8 0 3 , 2 5 , , 2 7 4 20\ 
Ç>5 = 161 2x + o x + - ^ - x + - Ô " X + "53"x + 21/ • 

<^M(2»' + 7/ + f*. + §,' + l^+lp+f* + f§). 
/n OKA^ » . A 1 . 2 3 8 6 , 168 , 2135 , , 756 , Qa = 2561 x + 4x + -rr x + — x + -^r- x + — x 

= 25ôf: 

88316 i 12176 448 
+ 2145 X + 715 X + 143. D-

2l. + te. + ̂ ,. + l ^ x . + !̂ :e. + 5glï. 
71756 3 47340 2 1026576 36288 

+ 221 X + 221 * + 12155 * + 2431 ! ) 
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Comme vérification de ces expressions, nous observerons que, d'après (44), on a 
4 

Qn+l(— è ) = ^ 2 __ j Qn-l(— 2) 

d'où l'on déduit 

(?2rc+i("-i) = 0, 
(45) , „ _ [1-3-5- - - (2w- l)]4 

<AA 2 ; - x ^ ^ . y . . . ^ » i) • 

La constante i£w qui figure dans (41) s'obtient en multipliant les deux membres 
de (44) par xn~l et en remplaçant x symboliquement par è, ce qui donne 

4 

0 = 2Kn + —^--Kn^x 

et comme K0 = boQo(b) = 1, on obtient 

( - 1 ) * 1 [nlï 
2n + 1 2n [1-3-5- -.(2» - l ) ]2 

Le coefficient de xn dans Qn(x) étant égal à 2n, on a les relations d'orthogonalité 
symbolique / 

^ <?-<» &<*>=\TKn, 2=1: 

(46) Kn = ^ r ^ ^ 7r-^-r ^ ^ . 

où Kn a la valeur (46). 
Si l'on considère la série 

rc=0 W! 

on peut former au moyen de (44), une équation différentielle linéaire du 
troisième ordre à laquelle elle satisfait et montrer qu'elle converge pour 
\z\ < 2. C'est ce qu'on vérifie, en faisant x = — J, à l'aide de (45) et de la 
formule de Stirling. Mais l'expression générale des polynômes Qn(x) nous 
échappe. 

14. Les formules symboliques (47) donnent naissance à une orthogonalité 
véritable de la manière suivante. 

Il est facile de démontrer, au moyen du calcul des résidus et en vertu de 
(43), que 

1 ÇC+iœ cotons 7 - ^ ^ n 

ip(x + 1) = TT~ \ * 7 2̂ dz, - 1 < c < 0 
2<7nJc-iœ (z - x) 

le point x étant soit à droite soit à gauche de la droite d'intégration d'abscisse 
c. Intégrons par parties, nous obtenons 

.C+Zco -, d z 
• / iC+îco -I 

rc_Zoosin TZ z — x 
En développant l / (z — x) suivant les puissances de 1/x, sans avoir égard à 
la convergence et en comparant à la série asymptotique (42), on est conduit 

à penser que 
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(48) ^ . - - f l 
%c+iœ zndz - 1 <c < 0 , 

fc_îoosin27rz ' » = 0, 1, 2, 

Or cette expression des nombres de Bernoulli qui parait être restée inaperçue 
ou, en tous cas, peu employée n'est en définitive, qu'une application d'une 
belle formule, établie par Jensen, pour la fonction f (s) de Riemann, et rap
pelée par Lindelôf (6, p. 103), savoir 

(49) (, - 1 ) r (,) « 4 . f "<j + er~s) ^ r ' ^ - ^ 1 * . 
Jo (e + e ) 

Si l'on tient compte, en effet, que 

bn= ( - i r V ( l - w ) , n = 0 , 1 , 2 , . . . 

et que 

( i + fcT + ( i - **)" = 2(J + /2)èncos(w arctg 2/) 

la formule (49) donne 

(50) bn = 2TT ( - * + /*} 
*J-co 

* 

qui se ramène immédiatement à (48). Les deux formules (48) et (50) convien
nent l'une et l'autre pour exprimer l'orthogonalité (47) des polynômes Qn(x). 
En choisissant (48) on aura 

_ T% r + î œ Qm(z)Qn(z) & J 0 , fU * » , 

2 Jc-too sin27T2 v2wXn, m = n, 

où —1 < c < 0 et où Kn a la valeur (46). 
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