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ABSTRACT

Let K be a local field of equal characteristic p > 2, let Xx /K be a smooth proper
relative curve, and let F be a rank 1 smooth [-adic sheaf (I # p) on a dense open subset
Uk C Xk. In this paper, under some assumptions on the wild ramification of F, we
prove a conductor formula that computes the Swan conductor of the etale cohomology
of the vanishing cycles of F. Our conductor formula is a generalization of the conductor
formula of Bloch, but for non-constant coefficients.

RESUME

Soit K un corps local d’égale caractéristique p > 2, X /K une courbe relative propre
et lisse, F un caractere l-adique (avec [ # p) lisse sur un ouvert dense Ux C X . Dans
cet article, sous certaines hypotheses sur la ramification sauvage de F, on prouve une
formule qui calcule le conducteur de Swan de la cohomologie des cycles évanescents
de F. Notre formule du conducteur est une généralisation, pour des coefficients non
constants, de la formule du conducteur de Bloch.
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Introduction

Soit K un corps local d’égale caractéristique p > 0, d’anneau des entiers O, de corps résiduel
k parfait. On pose n = Spec K, S = Spec Ok, s = Spec k. Soit X/S une courbe relative propre,
a fibre générique X, /n lisse. On suppose que X est régulier, et que sa fibre spéciale réduite
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I. VibaAL

(Xs)red est un diviseur a croisements normaux stricts. On fixe un nombre premier [ # p. La
cohomologie étale de la fibre générique géométrique H*(Xjy, F;) est naturellement munie d’une
action du groupe de Galois de K, et la ramification sauvage de ce module galoisien est mesurée
par un entier, le conducteur de Swan :

sw H* (X5, F) = _(~1)'sw H (X5, F)) € Z.

Dans [Blo87], Bloch prouve une tres belle formule qui calcule cet invariant galoisien en termes
différentiels. La formule du conducteur de Bloch s’écrit

sw H* (X, F1) = —deg &3 x, (W(x,(X.),00)/“(55)) € L

ou dans le membre de droite apparait le degré de la seconde classe de Chern localisée (a la
Fulton et MacPherson, [Ful98]) du cotangent relatif & poles logarithmiques le long de la fibre
spéciale. De plus, Bloch traite le cas d’inégale caractéristique, et conjecture une formule analogue
en dimension supérieure ; cette formule a été recemment établie par Kato et Saito [KS04].

L’objectif de l'article est de prouver une formule similaire, mais pour des coefficients non
constants. Plus précisément, on considere comme précédemment une courbe sur un corps local,
et on se donne en outre un faisceau l-adique lisse F sur un ouvert dense U C X,. La cohomologie
étale géométrique a coefficients dans le faisceau est naturellement munie d’une action du groupe
de Galois de K, et 'on souhaiterait une formule calculant le conducteur de Swan de cette
cohomologie en termes d’invariants différentiels associés au faisceau. En égale caractéristique
p > 2, et pour un faisceau de rang un, une telle formule a été conjecturée par Matsuda [Mat97]
a laide de la théorie de Kato de la ramification sauvage des caracteres [-adiques en dimension
supérieure. Dans cet article, on prouve cette conjecture dans deux cas particuliers :

(1) pour un caractere d’ordre np, avec (n, p) =1 (i.e. un caractere d’Artin—Schreier tordu par
un caractére modéré) ; et

(2) pour un caracteére dont la ramification sauvage est totalement non féroce le long de la fibre
générique.

On renvoie au Théoreme 2.2 pour un énoncé précis. En fait, on établit une formule de
Riemann—Roch, qui mesure la chute du conducteur de Swan de la cohomologie des cycles
évanescents. Si le support des cycles évanescents comprend plusieurs composantes, notre formule
permet de distinguer les contributions de chacune. Dans un travail ultérieur [Vid07], on donnera
une application de cette formule aux constantes globales des équations fonctionnelles des
fonctions L. Signalons aussi que lorsque la base est un corps local d’inégale caractéristique,
ou lorsque la ramification du faisceau le long de la fibre générique est modérée, des variantes de
cette formule ont été récemment établies par Kato, Saito et Tsushima [KS06, Tsu07].

Grosso modo, ’énoncé de la formule qu’on va démontrer est le suivant. On note o : U — X
I'inclusion. On suppose que U C X est le complémentaire d’'un diviseur a croisements normaux
D U (Xs)peq C X. Ci-dessus, D C X est fini, plat et génériquement étale sur S ; c’est le lieu
‘horizontal’ de ramification de F. La théorie de Kato [Kat89, Kat94a] associe a F un diviseur
effectif Sr=> pcx, sWe(F)E+ > p,cpswp,(F)D; (ot la somme est prise sur toutes les
composantes irréductibles de X, U D), ainsi qu'une forme différentielle tordue

O(=S7)1+ "= WX (X,)wealDi0 1+
supportée par le lieu de ramification sauvage de F (noté +), et a valeurs dans le cotangent a
poles logarithmiques le long de la fibre spéciale et le long du lieu horizontal ou la ramification
de F est modérée ou de type I (i.e. pas trop féroce). Ce conducteur de Swan raffiné mixte décrit
la ramification sauvage de F ; c’est un raffinement en dimension supérieure du conducteur de
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Swan classique. Sous des hypotheses de régularité et de transversalité convenables, on définit la
classe de Swan localisée de F comme étant le zéro cycle supporté par X; :

SF = Z swg(F)c1(Coker mrswr) N [E] + Z SWp, (]:)cfbis (Coker mrswr/w(g s)) N [Di]

ECXs D;,CD
— > b, (Wb,Di) /wis,s) N [Di] € CHo(X,).
D;CDny

Ci-dessus, Dy; C D désigne le lieu horizontal ou la ramification de F est de type II (i.e. tres
féroce). Sous des hypotheses convenables, notre formule s’écrit

sw H*(Xs, R®(aF)) —sw H* (X, R®(aulF;)) = —deg(sr) € Z.

La stratégie de la démonstration est la suivante. On commence par traiter le cas d’un caractere
d’ordre p. On considére un revétement Y /X qui trivialise le faisceau. On note o un générateur
du groupe d’automorphismes. La chute du conducteur de Swan s’exprime facilement en termes
de la trace de o sur le module de Swan de la cohomologie des cycles évanescents de Y. Sous notre
hypothese de transversalité, la fibre générique de Y est lisse. On applique alors une formule de
traces, qui exprime la trace de o comme étant la caractéristique d’Euler d’un certain complexe
de faisceaux cohérents sur Ys (un complexe conormal d’exces). Cette formule de traces est
I'ingrédient clé de la preuve. C’est une variante d’une formule de Kato-Saito-Saito [KSS88].
Pour terminer la preuve dans le cas d’ordre p, on utilise certains résultats de Saito [Sai91], qui
relient ce complexe conormal d’exces a la forme différentielle tordue mrswz associée a F. Enfin,
on traite le cas d’un caractere d’ordre une puissance de p en procédant par récurrence sur ’ordre.
Pour mener a bien la récurrence, on utilise une variante d’un résultat de Saito [Sai91], qui exprime
la classe de Swan localisée d’un caracteére tiré & un revétement X’/X, en fonction de celle du
caractere sur X, et de la différente sauvage du revétement. L’hypothese de ramification sauvage
totalement non féroce est 1a pour assurer que notre faisceau est trivialisé par un revétement Y/ X
ayant une fibre générique Y, /n lisse. Cette hypothese est essentielle pour appliquer la formule
des traces.

Passons en revue 'organisation de 'article. Au numéro 1, on rappelle la théorie de Kato—
Matsuda de la ramification des caracteres en dimension supérieure. La formule du conducteur
pour un caractere [-adique est énoncée au numéro 2. Le théoreme principal de D'article est
le Théoréeme 2.2. Le numéro 3 est consacré a une formule de traces, qui est I'ingrédient clé de la
démonstration. Au numéro 4, on rappelle certains résultats de Saito concernant la ramification
d’un revétement d’Artin—Schreier, qui serviront de pont entre la théorie de Kato—Matsuda et
les résultats de la section 3. La démonstration du théoreme principal commence au numéro 5,
ou 'on prouve la formule du conducteur pour un caractére d’Artin—Schreier. Au numéro 6, on
traite le cas d’un caractere d’ordre p® a ramification horizontale totalement non féroce. Enfin,
au numéro 7, on tensorise par un caractere modéré, et 'on acheve ainsi la preuve du théoreme
principal, le Théoreme 2.2.

1. Rappels sur la théorie de Kato—Matsuda

Cette théorie est le pendant faisceautique de la théorie du corps de classes de Kato en dimension
supérieure. Le but de la théorie est de décrire la ramification sauvage des caracteres l-adiques en
dimension supérieure en associant a chaque caractere une forme différentielle tordue, qui est un
raffinement du conducteur de Swan classique (cf. [Kat89, Kat94a, Mat97, AS06]).
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1.1 La théorie locale

Soit K le corps des fractions d’un anneau de valuation discrete complet, d’égale caractéristique
p>0. On note O l'anneau des entiers de K, mg l'idéal maximal, k le corps résiduel. On
suppose [k : kP] < co. Les caracteres de K d’ordre une puissance de p sont décrits par la théorie
d’Artin—Schreier—Witt en termes de vecteurs de Witt. Cette théorie fournit un isomorphisme

Wt (K)/(F = 1) = HY(K, Z/p*"").

Ci-dessus Ws41(K) désigne anneau des vecteurs de Witt de longueur s+ 1, F' l'opérateur
de Frobenius, et H'(K,Z/p**!) la cohomologie galoisienne. Pour mesurer la ramification
sauvage d'un caracteére F € HY(K, Z/p**!), on définit deux filtrations croissantes exhaustives
sur HY(K,Z/p**!) : la filtration de Kato notée fil,, et une variante due a4 Matsuda, notée fil’.
Ces filtrations sont les images des filtrations suivantes au niveau des vecteurs de Witt,

fZans+1(K) = {($07 BRI ‘/L‘S) € WS+1(K) |ps_ivK(xi) =Z—n VZ},
Fill Wei1 (K) = fil,Wei1 (K) + VI (filp, We (K)),

ou s’ =min{v,(n + 1), s}, et V désigne le Verschiebung. On a fil,, C fil;, C fil,4+1. Ces deux
filtrations permettent d’associer & tout caractere F € H'(K, Z/p**1) deux invariants numériques
mesurant sa ramification sauvage :

(i) le conducteur de Swan défini par Kato : sw(F) €N est le plus petit entier n tel que
F € fil,H (K, Z/p*™1) ; et

(ii) le conducteur de Swan modifié par Matsuda : sw'(F) € N est le plus petit entier n tel que
F € fill, H{(K, Z/p*'). On a sw'(F) = sw(F), ou bien, lorsque la ramification de F est trés
féroce, sw'(F) = sw(F) — 1. Lorsque k est parfait, sw'(F) = sw(F) est égal au conducteur
de Swan classique de F.

Pour définir des invariants plus fins mesurant la ramification sauvage de F, on introduit

I'opérateur suivant.
—F%d: Wep1(K) — Q}{
(o, ..., xs) — — S af "ldu;

F et d désignant respectivement le Frobenius et la différentielle du complexe de de Rham-—
Witt. Si l'on munit Qk de la filtration croissante fil, Q3 :m}"Q}QK(log) (respectivement
fill Q1 = m;(”_IQbK), et Ws11(K) de la filtration fil,, (respectivement fil]), Popérateur —F*d
est compatible aux filtrations, et 'on peut montrer que I'application induite sur les gradués se

factorise a travers le gradué des caractéres (pour la variante de Matsuda, il faut supposer p > 2).
Posons H'(K)[p>®] =1lim H'(K,Z/p**!) ; on obtient deux injections :

g HY(K)[p™] — er.Qe e H'(K)[p™] — gl

our p > 2.
F = ISWE F = ISWp pout p

On associe ainsi a tout caractere F, deux formes différentielles tordues : son conducteur de
Swan raffiné rswr € ST f)Q}{ défini par la théorie de Kato, et une variante rsw'’z € gr’_, ( ]_.)Q}(
définie par la théorie de Matsuda lorsque p > 2. On dit que la ramification de F est de type I si
lon a sw/'(F) =sw(F) >0, autrement dit si le résidu res(rswz) # 0. On dit que la ramification
de F est de type II dans le cas contraire (i.e. lorsque sw/(F)=sw(F) — 1, ou encore lorsque
res(rswr) =0). On peut décrire explicitement les images des deux injections ci-dessus, ce qui
fournit une description complete de ensemble des caracteres de K (cf. [Kat89, Mat97, AS06]).
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1.2 La théorie globale
Dans cette partie, on se place au-dessus d’un corps parfait k de caractéristique p > 2. Soit X
un schéma lisse sur k, D =|J D; C X un diviseur a croisements normaux stricts, U C X l'ouvert
complémentaire. On fixe un nombre premier [ # p. On considére un faisceau de F;-modules F
localement constant fini sur U (pour la topologie étale), de rang un. La ramification sauvage
de F le long de D est décrite, au voisinage de chaque point générique de D, par la théorie locale
précédente. On obtient ainsi :

(i) le diviseur de Swan de F : Sy =>_ swp,(F)D; défini par la théorie de Kato ; et

(i) la variante de Matsuda : S% = (sw'p (F) + 1) D;.

On note D;= USWDZ_ (F)=0 D; le lieu ou la ramification de F est modérée, Di=
USWDi (F)=sw), (F)>0 D; le lieu ou la ramification est de type I, et Dyp = USW,Di (F)=swp, (F)-1 D; le
lieu ou la ramification est de type II. On montre que les formes différentielles tordues associées
a F se prolongent, se recollent, et s’inserent dans un diagramme commutatif ou :

(a) tous les faisceaux cohérents sont supportés par le lieu de ramification sauvage de F noté
DJ" = ZSWD.(}‘)>0 D; (011 noté seulement —|—) ;

b) rswr (respectivement rsw’z) désigne le conducteur de Swan raffiné défini par Kato
f
(respectivement Matsuda), a valeurs dans le cotangent a poles logarithmiques le long de D
(respectivement le cotangent usuel) ; et

(¢) mrswxr désigne une variante mixte du conducteur de Swan raffiné définie par
Matsuda, a valeurs dans le cotangent a poles logarithmiques le long de Dy =
ZSWDi (F)=0 ou swp, (F)=sw), () D;, le lieu ou la ramification de F est modérée ou de type I,

i.e. pas trop féroce.

O(=8%)j+ —= O(=57)1+

, ISWr
ISWir mrswr

Qx| —— W(X,Dp) [+ — W(X,D)|+

On dit que la ramification de F est réguliere lorsque F est t-clean au sens de Kato—Matsuda,
i.e. vérifie les deux conditions suivantes :
(1) rswyg est partout localement (sur D4 ) une injection directe ; et
(2) pour toute composante D; C D, le composé resp,(1swz) : O(=Sz)|p,np, — W(x,D)|D:"D:
— Op,np, est un isomorphisme sur D; N D; (en particulier Dy N Dy = 0).
Lorsque dim(X) =2, quitte & éclater X le long de D, on peut toujours supposer que la
ramification de F est réguliere (cf. [Kat94a, Mat97]).

Les conducteurs de Swan raffinés de F sont des invariants différentiels qui contiennent
beaucoup d’information sur la ramification sauvage de F. Par exemple, lorsque la ramification
de F est réguliere (t-clean), Kato définit un zéro-cycle supporté par D,, appelé classe de
Swan de F [Kat94a] :

cr={c"(wx,p)) (1 + SE)LSF g = (—1)4! Z swp, (F)ca—1(Coker rswr) N [D;] € CHy(Dy.).

Ci-dessus, ¢* désigne la somme alternée des classes de Chern, et d=dim(X). Lorsque X/k
est propre, d’apres [AS07] le degré de la classe de Swan de F mesure la chute de la
caractéristique d’Euler :

Xe(Ug, F) = Xe(Ug, i) = —deg(cr) € Z.
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Dans la suite de ’article, on travaillera sur un corps local, et 'on définira dans ce cadre une
variante localisée de la classe de Swan de F, dont le degré devrait mesurer la chute du conducteur
de Swan de la cohomologie, au lieu de la chute de la caractéristique d’Euler.

2. Enoncé de la formule du conducteur pour un caracteéere l-adique

Dans cette partie et les suivantes, K désigne le corps des fractions d’'un anneau de valuation
discrete complet O, d’égale caractéristique p > 2, a corps résiduel k algébriquement clos.
On pose = Spec K, S =Spec O, s=Speck. Soit X/S une courbe relative plate, a fibre
générique X, /n lisse. On se donne un diviseur D C X fini et plat sur S, a fibre générique D,,/n
étale. On suppose que X est régulier et que le diviseur D U (Xs)req €St & croisements normaux
stricts. On pose U = X,, — D,, et I'on note o : U < X l'inclusion. On fixe un nombre premier
[ #p. On considére un faisceau de F;-modules F localement constant fini sur U, de rang un.
La situation est représentée sur le diagramme ci-dessous.

X
.

X, = x <1 X, U=X,-D,
s S n

Sur la fibre spéciale, les faisceaux de cycles évanescents sont constructibles et naturellement
munis d’'une action du groupe de Galois de K, noté Gg. Par suite, la cohomologie des cycles
évanescents est finie, munie d’une action de Galois, et sa ramification sauvage est mesurée par
le conducteur de Swan classique, dont on rappellera la définition plus loin. On souhaiterait une
formule calculant la chute du conducteur de Swan de la cohomologie des cycles évanescents de F,
i.e. 'entier

0 =sw H*(X;, R®(F)) —sw H* (X, R®(aF))) € Z,

N

ou :

(i) R®a)= RV« =i*Rj.j*a [SGAT3a] ;

(ii) le conducteur de Swan d’'un F;[Gx]-module fini V' est défini comme suit. L’action de Gg
sur V' se factorise a travers le groupe de Galois G1,/x d'une extension finie L/K. 1l existe
un unique Z[G 1,/ k]-module projectif Swy, g dont le caractere est la fonction centrale

SWL/KZ GL/K — Z
—(vp(omp —mp) —1) sio#1,
o = _ZSWL/K(T) SiO'=1,
T#1

ou my, est une uniformisante de L. On pose sw(V)=Homg, , (Swr/k, V), et sw(V) =
dimp,sw(V). On définit ainsi sw H*(Xs, RPa)) = (—1)'sw H'(X,, RPa)) (foncteur a

valeurs dans Z).

On fait les hypotheses (H1), (H2) et (H3) suivantes.
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(H1) Propreté : on suppose qu’il existe un sous-schéma fermé A C X propre sur s contenant le
lieu (X/S)¥"& de non lissité de X/S, contenant D;, et contenant aussi les composantes de
X, ou F est sauvagement ramifié.

(H2) Régularité : on suppose que la ramification de F est réguliere, i.e. F est t-clean au sens
de Kato-Matsuda relativement & (X, (Xs)req U D). En particulier cette hypothese assure
que le conducteur de Swan raffiné mixte mrswz : O(—SF)|4 — W(x,(X,)quUDr)|+ & Valeurs
dans le cotangent a poles logarithmiques le long de la fibre spéciale et du lieu horizontal ou
la ramification de F est modérée ou de type I, est partout localement une injection directe.

(H3) Transversalité : on suppose que dans w(x,(x,),.quDy)l+ 16s sections mrswr et w(g )+
sont génériquement transverses, autrement dit que l'application naturelle w(g ) —
Coker mrswr ne s’annule pas sur D,,.

Sous les hypotheses (H1), (H2) et (H3), on définit la classe de Swan localisée de F comme
étant le zéro-cycle supporté par A :

SF = Z swg(F)er(Coker mrswr) N [E] + Z SWD, (f)cfbis (Coker mrswr/wg,s)) N [Di]
ECA D;CcD

— > b, (WD, D) /wis,s) N [Di] € CHo(A).
D;CDrq

Ci-dessus, mrswr : O(—SF)|4 — W(x x,uDy)|+ désigne le conducteur de Swan raffiné mixte, a
valeurs dans le cotangent a poles logarithmiques le long de la fibre spéciale et du lieu horizontal

ou la ramification de F est modérée ou de type I, et ch bis désigne la premiere classe de Chern
localisée (& la Fulton-MacPherson, [Ful98]).
On conjecture que le degré de ce zéro-cycle mesure la chute du conducteur de Swan de la

cohomologie des cycles évanescents. Plus précisément, on a la conjecture suivante.

CONJECTURE 2.1 (Formule du conducteur). En égale caractéristique p>2, en dimension
relative un, et sous les hypotheses (H1), (H2) et (H3), on a la formule suivante :

§ =sw H*(Xy, R®(anF)) — sw H*(X,, RO(wF,)) = —deg sr € Z.

Une conjecture semblable a été énoncée par Matsuda pour calculer la chute du conducteur
d’Artin [Mat97]. Le résultat principal de larticle est le Théoréme 2.2 ci-dessous, qui affirme que
la formule du conducteur est vraie dans deux cas particuliers.

THEOREME 2.2 (Formule du conducteur). La Conjecture 2.1 est vraie dans chacun des deux cas
particuliers suivants :
(1) F est un caractére d’ordre np avec (n,p) =1 ; ou

(2) F est un caractére dont la ramification horizontale est totalement non féroce, ie. F
est trivialisé par un revétement Y/X tel que Y, /X, ait toutes ses extensions résiduelles
séparables.

Remarque. Les hypotheses du Théoreme 2.2 assurent que F est trivialisé par un revétement
Y/X ayant une fibre générique Y;/n lisse ; cette derniere hypothese est cruciale pour
notre démonstration.

On termine cette partie en établissant une propriété d’invariance par éclatement pour la
classe de Swan localisée d’un caractere.

693

https://doi.org/10.1112/50010437X08003850 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X08003850

I. VibaAL

PROPOSITION 2.3 (Invariance par éclatement). Soit (X/S, F) satisfaisant aux conditions (H1),
(H2), (H3) ci-dessus. Soit f : X' — X I"éclatement d’un point x € X. Alors (X'/S, F|x+) sastisfait
aux conditions (H1), (H2), (H3), et on a I’égalité dans CHy(A) :

SF = f*S}‘lX/ S CH(](A)

La preuve est calquée sur celle de linvariance par éclatement de la classe de Swan
[Kat94a, 5.4]. On note P C X' le diviseur exceptionnel, D) (respectivement E’) le transformé
strict d’une composante D; C D (respectivement E C X). On distingue trois cas :

(i) si « appartient a deux composantes distinctes de Dy U X, alors f est un log éclatement
et 'on a des isomorphismes f*w(x (x,),.quDw) = WX (X1)10aUDL,) [*Sy =S x (voir
[Kat94a, 4.9]), et f*mrswz = mrswyr xs ;

(ii) si x€ D; C Dy, on a f*Sy=Szx (voir [Kat94a, 4.9]), et 'on dispose d'une suite
exacte : 0= f*W(x (X,),qUDy) — W(X',(X))reauDy,) —— W(p.PrE) = Op(—PNE") =0, ol
E désigne la composante de X; qui contient z. Il en résulte une suite exacte
0 — (f*Coker Il’lI'SW]-‘)D; — (Coker mrswﬂX,)wg — Opinp — 0, d’ou I'égalité

Cf;b’. (f*Coker mrswr/w(s,s)) N [D]]

= ¢, 1 (Coker mrswrx: /w(s) N [Dj] — [P N Dj] € CHy(Djy) ;

(iii) si ¢ D, et si = n’appartient qu'a une seule composante de X (notée E), on a
Srix=f*Sr—eP avec e=0 ou e=1, et une suite exacte : 0— f*w(x (x,),.quDr)
WX (XD reaUD},) — W(pPnEn) = Op(=P N E') — 0.

Démonstration. Prouvons la Proposition 2.3. On commence par montrer que (X'/S, F|x/)
satisfait aux conditions (H1), (H2), (H3). La condition (H1) est clairement satisfaite, et
(H2) découle de [Kat94a, 4.13]. En outre, pour toute composante D; C Dy, les applications
(f*mrswz), p; et (mrswz x), p; coincident sur Djy, ce qui prouve (H3). Prouvons 1'égalité
sSF = f«SFix € CHy(A). On distingue les contributions des composantes verticales, horizontales
de type I, horizontales de type 11, i.e. on écrit s = sz, + sr 1 + sF 1, ol

SFp= Z swg(F)cy(Coker mrswr) N [E],
ECA

SFI= Z SWp, (f)cfiDis(Coker mrswr /wg,s)) N [D;]
DiCDI
et

SEII= Z SWD, (f)cfiDis(Coker mrswr/w(s,s)) N [Di] — Z C?,iDis (W(Di, D)/ w(5,5)) N [Dils
D;CDr1 Drp

et de méme pour sz x/. D’aprés ce qui précede, la contribution des composantes horizontales
de type I ne change pas, i.e. on a sz — fusFx/ ;1 =0. D'apres (ii), si x € D; C Dy, on a
sF 11— fsSFxr, 11 = —swp,(F)[z], sinon, si x¢ Dy on a sz — fispx,7=0. Reste a
calculer sz, — fisFx7 Notons f': CHy(A) — CHy(A' U P) le morphisme de Gysin raffiné
associé a f par Fulton, S=Sr, 8" =Sz x/, So = pcaSWE(F)E, Sy = pea swe(F)E +
swp(F)P, et C=c"(wx,(x,)eauby)) (respectivement C,:C*(W(X/,(Xg)reduD{t))) la somme
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alternée des classes de Chern des cotangents. On a sz, =—{C(1+S5)71S,}o € CHy(A)
(respectivement sz x/ , = —{C'(1+ 5")715}}o € CHy(A' U P)). On va calculer

A= flsry—srx,={C' 1+ 8) S, o — f{C(L+8) " Sy}o € CHo(A U P).
On décompose A en somme de deux termes
A={C'(1+ 818 — (14 f*S) S, Yo + {(C" = F*O)(1 + £*S) "1 f*S, Yo.

Le second terme est nul car ¢’ — f*C est supporté par P et dim(X)=2. Pour calculer le
premier terme, on écrit S’ = f*S —eP, S| = f*S, + (n—e)P, avec e=0oue=1, et n=0 si
v ¢ D, n=swp,(F) si € D;. Vu que dim(X) =2, on obtient (1+S")71S8! — (1 + f*9)"L1f*S,
= (n—e)[eP.P + P]. On en déduit A= (n — e)[eP.P — c1(w(x (x1),.qupy,))-P)- Par suite :

(i) si z appartient & deux composantes distinctes de Dy U X5, ona A=0;
(ii) siz€ D; C Dyp, on a A=swp,(F)[PNE'], dou fLA=swp,(F)lz] ; et

(iii) si z ¢ D, et si = n’appartient qu’'a une seule composante de X (notée E), on a
A=e(e—1)[PNET=0.

Dans tous les cas, on obtient sz — fisxx/ =0, ce qui permet de conclure.

3. Une formule de traces

Dans cette partie, on travaille au-dessus d’un trait strictement hensélien d’égale caractéristique
p>0. On considere une courbe relative, sur laquelle agit un automorphisme d’ordre fini.
Notre résultat principal, le Théoreme 3.1, est une formule de traces, qui calcule la trace
de l'automorphisme sur le module de Swan de la cohomologie des cycles évanescents, et
I’exprime comme étant la caractéristique d’Euler d’un certain complexe de faisceaux cohérents
(un complexe conormal d’exces, au sens log). Cette formule est une variante d’une formule de
Kato—Saito—Saito [KSS88], qui calculait la trace sur le module dimtot au lieu du module de Swan.
Comme le résultat est crucial pour tout le papier (c’est 'ingrédient clé de la démonstration du
Théoreme 2.2), on en redonne la preuve, calquée sur celle de [KSS88]. L’hypothése essentielle
est que la fibre générique de la courbe relative est lisse au voisinage des schémas des points
fixes. Grosso-modo la stratégie de la démonstration est la suivante. On commence par se
ramener au cas ou la courbe relative est propre. On utilise pour cela un résultat de Laumon
permettant de compactifier sans point fixe a I'infini. On construit ensuite une compactification
globale, équivariante, en une surface propre sur une courbe propre sur un corps algébriquement
clos. Sous nos hypotheses, on peut supposer que le morphisme de fibration a, au voisinage
du schéma des points fixes, réduction semi-stable stricte en toutes les fibres différentes de
celle dont nous sommes partis. On calcule alors de deux manieres différentes la trace de
l'automorphisme sur la cohomologie (globale) de la surface. On utilise d’une part la formule
de Grothendieck—Ogg—Shafarevich [SGAT77], qui fait apparaitre la trace sur le module de Swan
de la cohomologie des cycles évanescents, et d’autre part la formule de traces pour variétés
ouvertes de Kato—Saito [KS08], qui fait apparaitre le complexe de faisceaux cohérents (i.e. le
complexe conormal d’exces).

THEOREME 3.1 (Formule de traces). Soit S un trait strictement hensélien d’égale car-
actéristique p > 0. On note s son point fermé, n son point générique. On suppose que S est
le spectre de I’hensélisé d’une courbe lisse sur s en un point fermé. On se donne une courbe
relative plate Y/S, ou Y est régulier, et sur lequel un groupe fini G agit par S-automorphismes.
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On note Yo = U,cq o1 Y la réunion des schémas des points fixes, et (Y/S)s8 Je lieu de non
lissité de Y/S. On fait les hypothéses suivantes.

(h1) Propreté : on suppose que Y; N (Yg U (Y/S)%"8) est propre sur s.

(h2) Lissité : on suppose que dans un voisinage du schéma des points fixes Y, la fibre générique
Y, /n est lisse, et la fibre spéciale réduite (Ys)req est un diviseur a croisements normaux
stricts (en particulier on a (Y/S)*™8 N Yy C Ys).

(h3) Régularité de I’action : on suppose qu’il existe un ouvert dense U C Y lisse sur S tel que
UNYe =10 ; on suppose aussi que Vo € G — {1}, dans un voisinage de Y laction de o

sur (Y, (Ys)red) est admissible (i.e. pour toute composante irréductible E C (Ys)red, 0N a
o(E)NE =0 ou bien 0(FE) =E).

On fixe 0 € G —{1}. On se place dans un voisinage convenable du schéma des points
fixes, et I'on munit les schémas de la log structure supportée par la fibre spéciale. On note
Z={(o(a) —a, (o(m)/m) —1) pour a € Oy et m € My,(y,),.,) l'idéal définissant le schéma des
points fixes au sens log, et 1 : Wiy, (v,),..) ® Oy /L — T/ZI? P'application surjective naturelle. On
fixe un nombre premier | # p, on désigne par A I'un des anneaux Q;, Z; ou Z/I"7Z pour n € N.
Alors on a I'égalité dans A :

tr(a, SﬂH*(n, R(I)A)) = X(Y;, w(s,s) X Oy/I—> WY, (Ya)red) X Oy/I—>I/_'Z'2) e A.

Ci-dessus T/I? est placé en degré 1, et la cohomologie du complexe est supportée par la fibre
spéciale.

Remarque. La trace est bien définie car le complexe de A-modules sw H*(Y;, RPA) est parfait.

La preuve du Théoreme 3.1 est calquée sur celle de [KSS88, 3.1]. On commence par établir
les deux cas particuliers 3.2 et 3.3 suivants.

3.2 Le cas ou le diviseur Y est réduit (et & croisements normaux stricts) au voisinage
de Y; NYg

La formule est vraie car les deux termes sont nuls. En effet, soit W CY un ouvert G-
équivariant contenant Yy N Y, et sur lequel la courbe relative admet réduction semi-stable stricte.
On pose Z = ((Y/S)*me — (Y/S)*m8 N W) NYs. Dune part, on sait que RI.(W NY,, ROA)
est modéré, de sorte que sw RI'(Ys, RPA) =sw RI'(Z, (R®yA)|z). Mais comme Z CY —Yg,
on a d’apres [KSS88, Lemme 2.4] un isomorphisme sw RI'(Z, R®y A) =sw RI'(Z/G, R®y/gA)
® A[G]. 11 en résulte que tr(o,sw RI'(Z, Ry A)) = 0. D’autre part, on sait qu’au voisinage de
Ya, wyys est un Oy-module localement libre de rang un. Comme on a une application naturelle
surjective ¥ : wy g ® Oy /T — T/T?%, on en déduit que I est localement principal et que v est
un isomorphisme, ce qui permet de conclure.

3.3 Le cas ou Y est propre sur S

On construit une compactification globale, en une surface propre sur une courbe propre sur k,
de la maniere suivante. D’apres [KSS88, 3.5], il existe une courbe propre et lisse C'/k, une courbe
relative propre et plate f: V — C (ou V/k est une surface propre et lisse sur laquelle G agit par
C-automorphismes), ainsi qu'un ensemble fini de points fermés (¢;);c; de C, vérifiant :

(1) Yie I, S est isomorphe a ’hensélisé de C en ¢;, et Y =V x¢ S, ; et

(2) pour tout point fermé c € C' — {¢;, i € I'}, la fibre V. est, au voisinage de Viz N V,, un diviseur

réduit a croisements normaux.
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On choisit ensuite un ouvert W C C' — {¢;, i € I} vérifiant :

(3) Rf«A est a cohomologie localement constante sur W ; et

(4) fw : Viw — W est lisse dans un voisinage de Vg N Viy.

On pose T'=C — W. Par construction et par hypothese, (Vr)eq est, au voisinage du schéma
des points fixes, un diviseur & croisements normaux. En utilisant la théorie des modéles minimaux
a croisements normaux [Sai87, (3.2.2)], on peut éclater V' le long de Vi et supposer en outre
que :

(5) le diviseur (Vr)req est (globalement) a croisements normaux stricts.
Enfin on éclate encore pour que :
(6) l'action de G sur V soit admissible.

On note V la surface ainsi obtenue. La situation est présentée sur le diagramme suivant.

L Ve, Vr 1% Viv
R
L e T C w

Soit 0 € G — {1}. Au Lemme 3.3.1 ci-dessous, on calcule la trace de o sur la cohomologie
l-adique (globale) de V' de deux manieres différentes : d’une part en utilisant la formule de
Grothendieck—Ogg—Shafarevich [SGATT7], et d’autre part en utilisant la formule des traces pour
varietés ouvertes de [KS08]. En comparant les résultats obtenus on en déduit 1'égalité : Y . a. =
Y1 be, o ac=tr(o,sw RT'(Ve, RPA)), et be=x(Ve, wier) @ Ov/T — ww,(vp)eq) @ Ov/Z —
Z/7?%) (ici, on a T = (ca — a, (om/m) — 1) pour a € Oy, et m € My = 3Oy, N Oy). Or d’apres
le cas particulier §3.2, on a a.=b.=0 si c¢ {c;, 1 €Z}. La formule précédente se réécrit
donc |I|tr(o, sw RT(Yy, ROA)) = |I|x(Ys, w(s,s) @ Ov /T = Wiy (vi)eea) @ Ov /L — I/I?), ce qui
permet de conclure.

LEMME 3.3.1 (Variante de [KSS88, 3.4]). Soit C/k une courbe propre lisse connexe, f:V — C
une courbe relative propre plate, ou V/k est une surface propre lisse connexe sur laquelle un
groupe fini G agit par C-automorphismes. On suppose qu’il existe un ouvert dense W C C, de
complémentaire T, vérifiant :

(i) le complexe R f«Mjw est a cohomologie localement constante pour la topologie étale
sur W ; et
(ii) le morphisme fy : Vi — W est lisse dans un voisinage de Vg N Viy ;
(iii) le diviseur (Vr)rea C V est a croisements normaux stricts.

Soit o € G — {1}, agissant de maniére admissible sur (V, (Vr)ieq). Pour tout point fermé
c€C on pose a.=tr(o,sw RI'(V;, R®PA)), et be=x(Ve, wie,r) @ Ov/T — W, (vip)rea) @ OV /T
— T/T?), o1 I'idéal T C Oy est engendré par oa — a pour a € Oy, et (om/m) — 1 pour m € My
= J+«Oy,, N Ov (la cohomologie du complexe ci-dessus est supportée par Vp, et b, représente la
caractéristique d’Euler de la partie supportée par V.). On note n le point générique de C et

lPon pose r = dimk(n)F(Vn, OVn”)' Alors, pour tout ce W on a a. =b. =0, et 'on a en outre les
égalités dans A :

Z Qe = Z b = —tr(O', RFC(VW7 A)) + XC(W)T €A
T T
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Comme dans [KSS88, 3.4], la démonstration se fait en deux étapes.
(i) On montre que ) ;. b, = —tr(o, RTe(Viy, A)) + xo(W)r.

Posons B =) ;b.+tr(o, RT'«(Viy,A)). Au Lemme 3.3.2 ci-dessous, on calcule
tr(o, RTe(Viy, A)) en utilisant la formule des traces pour variétés ouvertes de Kato—
Saito ([KS08]). On en déduit 1’égalité

B=x(V,0v/I) = x(V, ffwier) ® Ov/I) = x(C, Rf.Ov/I) — x(C,wcr) @ Rf:Ov/I).

On remplace le dernier terme a 'aide de la suite exacte courte : 0 — Qo — w ) =, ork(c)
— 0. On en déduit que

B =x(C, Rf.Ov/T) = x(C, Q¢ ® ROy /T) = Y _ dimy(Rf.0y /T) ®" k(c).
T
Résolvant Rf.Oy /T par un complexe borné & composantes localement libres de type fini, on voit
que r = rg(Rf.Ov /T) = dimy (R f.Oy /T) ®* k(c) pour tout c. Pour finir, on combine le théoréme
de Riemann—Roch et le théoreme de dualité de Serre ; il en résulte que x(C, Rf.Oy/I) —
X(C, Q¢ ® Rf.Oy /I) =rx(C), dott B=r(x(C) — |T|) =rx(W).

(ii) On montre que » ; a. = —tr(o, RTc(Viy, A)) + xc(W)r.

On a tr(o, RU:(Viv, A)) = tr(o, RT (W, Rf«Aj)). On considere le complexe Rfily
comme un complexe de A[T]-modules (T agissant comme o), et on lui applique la
formule de Grothendieck-Ogg—Shafarevich de [SGAT77, X]. On obtient tr(o, R[ (W, RfiAw)) =
Xe(W)tr(o, RT'(Vi, A)) — > "1 ac. Pour conclure, on applique la formule des traces de Weil a la
normalisée de V5 (cf. [KSS88]). On en déduit que tr(o, RI'(Vy, A)) =7, ce qui termine la preuve
du Lemme 3.3.1.

LEMME 3.3.2 (Variante de [KSS88, 3.2]). Soit V/k une surface propre lisse connexe, et U CV
un ouvert dense complémentaire d’un diviseur a croisements normaux stricts D. On considére un
automorphisme admissible o € Aut,V (i.e. vérifiant o(U)=U et, pour toute composante
irréductible D; C D, o(D;) N D; = 0 ouo(D;) = D;). On consideére le diagramme cartésien suivant
de log schémas fs.

g io
Vlog C Fa,log =V

| |

Alog: Ve———mmMm—s (V Xk Vv)~

Ci-dessus (V xj, V') désigne le produit logarithmique au sens de [KS08], I's 105 — (V X3, V') est le

graphe de o au sens log, Ajpg — (V' xj, V') est 'immersion diagonale au sens log, qui est exacte de
conormal wy := w(y,p)- On note T C Oy I'idéal engendré par oa — a pour a € Oy, et (om/m) — 1
pour m € My = j,O0f; N Oy (de sorte que T/T? est le conormal de i, ). Alors on a la formule

tr(0, RT(U, A)) = X(V, Ov /T) = X(V, T/T*) = x(V,w(v.p) ® Ov /1),
L’assertion découle de la formule des traces pour variétés ouvertes de [KS08], qui s’écrit

i Owx vy
tr(o, RLe(U, A)) = deg(ra,log’ Alog)(\/xkv)~ = Z(_l) x(V, tor, (Orayloga OAlog))~

Sous nos hypotheses, on va montrer que que tor; =0 pour i > 2, et qu'on a un isomorphisme
canonique ¢ : tor; — Ker(wy ® Oy /Z 23 Z/7?). Cela permettra de conclure. Pour définir ¢,
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on tensorise par ®o<wkv)~(9rmlog

déduit une suite exacte 0 — tor; — IA1og (X)@(kav)~ Oro,log

par ®OFU,1ogOVigg’ et la suite exacte longue qui en résulte -~-—>t0r?V(OV/I, ) — torg

la suite exacte 0—Za,,, — Owx, vy — Oa,, — 0. On en
— 7 — 0. On tensorise cette derniere

—wy @O0y /T 97 /T? — 0 permet de définir ¢ (qui est clairement un isomorphisme lorsque
7 est localement principal). Les tor; (respectivement ¢) étant définis globalement, pour vérifier
qu’ils sont nuls (respectivement un isomorphisme) on peut se localiser en un point x € lgg‘
Dans ce cas on peut méme travailler avec les anneaux locaux complets @(VX W)z €t (’A)V@
qui sont factoriels. Selon que x appartient a zéro, une (notée Dp) ou deux (notées D; et Ds)
composantes irréductibles de D, on choisit un systeme (¢1,t2) de parametres réguliers de my,
tel que, pour tout i € I =0, {1} ou {1, 2} selon le cas, t; est une équation locale de D;. Sous nos
hypotheses, pour tout i € I, il existe h; € 1 + my, tel que o(t;) = h;t;. On suppose en outre que
pour tout i € {1,2} on a ot; # t;. Si I =0 on pose m := pged(o(t1) — t1, o(te) — t2),si I ={1} on
pose m :=pged(hy — 1, 0(te) — ta), et si I ={1,2} on pose m :=pged(hy — 1, hy — 1). Les tor;
se calculent par les complexes de Koszul :
(a) siI=0,ona

tor; = HiKOV V(@1 - 1@, t® 1 — 1@ ts, Or, )

= H; K (0(t1) — t1,0(t2) — ta, Ov) = Hy(Oy — O, — Oy)

(b) siI={1},ona

tor; = HiKCV V(@ 1) /(1@ t) — 1,6 @1 — 1®ty, Op

= H;K° (hy — 1, 0(ty) — t2, Oy)
(c) siI={1,2},ona
O ~
tor; = H;K~ VeV ((Hh@1)/(1®t) -1, (te®1)/(1®t2)) — 1, Op
= H;K (hy —1,hy — 1, Oy).

On vérifie alors facilement que les tor; sont nuls pour ¢ > 2, et que les applications :

U,log)

o,log)

Oy /m — tory

to) — 1t t1) —t
o(t2 20,—0( ) le si =10,
m

m
to) —t hi—1
¢ ot 2e, - ¢ si I ={1},
m m
ho—1  hi—1
EI e sil=1{1,2},
\ m m

Oy /m — Ker g,

ot =tz gy O 0 g o,
m m
ty) — 1 h1—1
c = oltz) —t2 2edlogty, ————c dts si I ={1},
m
—1 —1
2 callogtl,—h1 cdlogty sil={1,2},

sont des isomorphismes compatibles avec ¢, ce qui permet de conclure.
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3.4 Prouvons Théoréme 3.1 dans le cas ot Y/S n’est pas propre

On pose Z := ((Y/S)%& U Yg) N Ys. Par hypothése, Z est propre sur s. On I’écrit comme une
réunion disjointe finie de sous-schémas Z;, ou chaque Z; est la réunion des transformés par
G d’une composante connexe de Z. Le membre de gauche (respectivement droite) de 1’égalité a
prouver est la somme des contributions de chaque Z;, et il suffit de prouver 1’égalité terme a terme.
On peut donc remplacer Y par Y — i2i Zj, et supposer que Z est la réunion des transformés par
G de l'une de ses composantes connexes. On applique alors [KSS88, 4.1] pour ‘compactifier’ Y/S
sans point fixe & I'infini. On en déduit une courbe relative propre Y /S (avec Y régulier sur lequel
agit G), un ouvert G-équivariant Y’ C Y, et un morphisme étale G-équivariant h: Y’ — Y tel que
h™1Z 2| s .. Z et Yo C Y. La courbe Y /S vérifie les hypotheses du cas particulier § 3.3. Notons
a (respectivement b) le terme de gauche (respectivement droite) de ’égalité du Théoréme 3.1. 1l
découle de §3.3 que ay, =by,. Oron aay, = [h ' Z: Zlay,, et by, = [h*Z : Z]by,, ce qui permet
de conclure.

COROLLAIRE 3.5. On se place sous les hypothéses du Théoréme 3.1. Alors :

(i) tr(o,sw RI'(Ys, RPA)) est I'image dans A d’un entier indépendant de l #p ; et
(ii) tr(o, sw RT(Ys, R®A)) = tr(o*, sw RT(Y,, R®PA)) pour tout entier k premier & I'ordre de o.

La seconde assertion découle de I'égalité Z(o) = Z(c*) C Oy.

4. Ramification d’un revétement d’Artin—Schreier

Soit k un corps algébriquement clos d’exposant caractéristique p > 2. Soit X/k un schéma lisse,
D =|JD; C X un diviseur a croisements normaux stricts, de complémentaire U C X. On fixe
un nombre premier [ # p, on consideére un faisceau de F;-modules F localement constant fini
sur U, de rang un, d’ordre p. Autrement dit, F est un caractére d’Artin-Schreier de 7" (U),
i.e. trivialisé par un revétement galoisien V/U de groupe F,. On suppose que la ramification de
F le long de D est tres réguliere (i.e. F est s-clean au sens de Kato-Saito, [Sai9l]), i.e.

(a) rswr: Ox(—SF)+ — w(x,p)+ est partout localement une injection directe ;

(b) pour toute composante D; C Dy ot la ramification est de type I (i.e. swp, (F) = sw, (F) > 0)
le composé : resp, orswz : Ox(—SF)|p, — wx,p)|p, — Op, est un isomorphisme ; et

(C) D;N Dy = 0.

On note Y le normalisé de X dans V, 7:Y — X le morphisme de structure, j:V —Y
I'inclusion, C' =Y — V. La ramification de Y/X le long de D a été étudiée par Saito [Sai9l].
Nous aurons besoin d’une variante de son résultat. Soit D’, vérifiant Dy; C D’ C D, un diviseur
A croisements normaux intermédiaire. On pose U' =X — D', V' =x"U'CcY, C'=Y - V',
La situation est représentée sur le diagramme ci-dessous.

CItC C/C CC Y )‘/it )V/ )V

N T T

Dy © D' € D¢ X 0 Uy > U’ > U

PROPOSITION 4.1 (Variante de [Sai91, Lemme 1]). On se place sous les hypotheses précédentes.
On suppose que la ramification de F est tres réguliére (i.e. que F est s-clean). On note
o € Gal(V/U) =T, un générateur. Alors :
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(1) le Iog schéma (Y, C"), muni de la log structure My,cry = j«Oy, N Oy C Oy supportée par
C’, est log régulier ;

(2) lidéal 7' = (o(a) — a, (¢(m)/m) — 1) pour a € Oy, m € My, est indépendant de C’
(pourvu que Dy C D' C D), localement principal, et 'on aZ' = Oy (—D,,) avec . D, = S,
™ Sr=pD, ; et

(3) notant

Y da®1—o0(a)—a,dlogm®@ 1 (o(m)/m) —1:wy,cn @ Oy/T' —>I’/I’2

Papplication surjective naturelle, et C+ C'Y (ou seulement +) le lieu de ramification sauvage
de Y/ X, on a une suite exacte longue :

mrsw !

p
0— Ox(=SF)r — wx o —wwens — i —0.

Démonstration. Prouvons la Proposition 4.1. Le cas D = D’ a été prouvé par Saito. Il suffit donc
de montrer qu’au voisinage de tout point x € Dyy, on a :

(1) (Y, ) est log régulier ;
(2) l'idéal Z’ est indépendant de C” ; et
(3) pour toute composante D; C Dy (d’image inverse réduite C; C Y') 'application naturelle

sur les conormaux : Np, /X|C; — N, /vy est un isomorphisme.

La Proposition 4.1 découle immédiatement de ces trois assertions et du résultat de Saito,
étant donné que pour toute composante D; € D’ (d’image inverse réduite C; € C’) on disposera
alors d’un diagramme commutatif, ou les colonnes et la ligne du bas sont exactes (notons que
les composantes irréductibles de D qui ne sont pas contenues dans Dy, (& fortiori dans D’) ne se
coupent pas).

0 —> Ox(=SF)|0; T W(X,D')|C; —> W(Y,CN|Cs v I, 0
0 —— Ox(—55) 0, > Wix, D)lC; —> W, 0N > T, 0

Op;c;

Prouvons les trois assertions ci-dessus. On note (D;);cs les composantes de D contenant z, m;
une équation locale de D;, n; = swp,(F). On note (D;);c les composantes de D' contenant x. Au
voisinage de z, F est trivialisé par équation d’Artin-Schreier t? —t =u/([[, 7}"") ot u € Ox 4.
On distingue deux cas.
ni/p

7 )

(i) ¢ Dr. Dans ce cas, p|n; Vi € J, et du ne s’annule pas dans Qn,p,. Posant s =t [[; 7

onadoncY = X[s|/(s” =[], 7Tz(p ~Wnilpg u). Par conséquent Y est régulier, 7; est une équation

locale de C; (pour tout i € J), et C'=J; C; est un diviseur & croisements normaux. En outre o
agit via s — s+ [[; W?i/p, donc 7' = (I ] W?i/p> est indépendant de C".
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(ii) z € Dy. Dans ce cas, u € O% et p{n; pour un certain i € J'. On reprend les notations de
[Sai91, Lemme 1], et 'on pose en outre

o — t—l( H 7Tm/p)_1 _ S( H Wm/p)_l‘

J—J J—J
Soit

p—1
Yl’:X[s’,w]/<s'pw—H7T;”,<s’Hﬂyi/p> w—w+u>.
J/

J—=J’
On a Y/ xx U=V, et Y] est fini sur X car w est inversible et satisfait 1'équation w? —
(IT; 7P~ tw — uP = 0. Soit Q) C @5 Qe; & Qey, le sous-monoide inteégre engendré par (e;)ie .,
teyw, et ey =1/p(>° ;) nie; — ey). On considere application k[Q}] — Oy, définie par e; — ;,
ew — w, ey — 8. On pose Q' = (Q))%, Yy =Y/ Ry k[Q']. Alors Y5, muni de la log structure
définie par @', est log régulier. En effet,

Oy;/(Q — O3) = Oy /(@) — O3) = O f{mi i € T

est régulier, et la relation de dimension est clairement vérifiée (cf. [Sai9l, Kat94b]). Par suite Y,
est normal, donc on a Y§ =Y, et 'ouvert de trivialité de la log structure coincide avec V'. Cela
prouve (1). De plus, o agit sur Y{ via

Pt (L)

J=J’

n

et o(w) —w =[], 7. Vaque §'| [, ", 'idéal définissant les points fixes de o sur le log schéma

Y/ est principal, engendré par s' [[;_ 7rini/ P — 5. Par suite, I'idéal définissant le schéma des
sat

points fixes de o sur le log schéma Yy = Y] @y, K[MFT] (= (Y, ")) est également principal,
1 1

engendré par ' [[;_ W?i/p

el = () (1))

Vu que d’apres [Sai91], I'idéal définissant les points fixes de o sur le log schéma (Y, C') est engendré
par s, Z’ est bien indépendant de C’, ce qui prouve (2). Enfin, pour D; C Dy, m; est une équation
locale de D; et de Cj, ce qui prouve (3).

= s (pour a, be My, on a

4.2 Remarques sur la régularité de la ramification en dimension 2

Soit X /I, un schéma régulier, excellent, de dimension 2, U C X un ouvert complémentaire d’un
diviseur a croisements normaux D. Soit F un F;-module localement constant fini sur U, de rang
un. Les résultats de Kato-Matsuda—Saito [Kat94a, Mat97, Sai91] assurent que :

(1) 11 existe un morphisme propre birationnel composé d’éclatements de points (on dira un
éclatement pour abréger) ¢ : X’ — X tel que la ramification de F relativement & (X', (¢"1D)eq)
soit réguliere (i.e. t-clean au sens de Kato—Matsuda). Si F est d’ordre p, on peut choisir
¢: X' — X de sorte que la ramification de F relativement & (X', (¢~ D),eq) s0it trés réguliere
(i.e. s-clean).

(2) Si la ramification de F relativement a (X, D) est réguliere (i.e. t-clean), elle le reste apres
tout éclatement. Si la ramification de F relativement a (X, D) est tres réguliere (i.e. s-clean),
elle ne le reste pas nécessairement apres éclatement.
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5. Formule du conducteur pour un caractere d’Artin—Schreier

PROPOSITION 5.1 (Formule du conducteur). On se place sous les hypothéses de la Conjec-
ture 2.1. On suppose en outre que F est un caractére d’Artin-Schreier (i.e. trivialisé par un
revétement V/U galoisien de groupe F,). Alors F vérifie la formule du conducteur, i.e. la
conjecture 2.1 est vraie pour F.

Démonstration. Prouvons la Proposition 5.1. D’apres [Kat94a] et [Sai9l], quitte a éclater X, on
peut supposer que la ramification de F est tres réguliere (i.e. F est s-clean au sens de Kato—
Saito), i.e.

(i) 1swzr: Ox(=SF)|+ — W(X,(X,)auD)|+ €St Partout localement une injection directe ;

(ii) pour toute composante E C (Xs)req U D de type I, le composé resg orswr : Ox(—Sr)|g
— W(X,(X.)reauD)|E — OF est un isomorphisme ; et

(iii) DyN Dy = 0.

Comme la classe de Swan localisée est invariante par éclatement d’apres la Proposition 2.3,
et comme il en est de méme de la cohomologie des cycles évanescents, il suffit de prouver la
Proposition 5.1 sous I'hypothese s-clean, que 1’on supposera vérifiée par la suite. On note V/U
le revétement galoisien de groupe G =IF, = (o) qui trivialise F, Y; le normalisé de X dans
V. D’apres la Proposition 4.1, le log schéma (Y1,Y; — V) est log régulier. Soit ¢: Y — Y] une
désingularisation log étale (naturellement G-équivariante, admissible ; cf. [Kat94b, Sai91]). On
note m:Y — X le morphisme de structure, et C CY le transformé strict de I'image inverse
réduite de D. La situation est représentée sur le diagramme ci-dessous.

(}G)red ucC C Y o V
(Xs>red uUD C X < U

Le principe de la démonstration est le suivant. On commence par exprimer ¢ en fonction de
la trace de o sur le module de Swan de la cohomologie des cycles évanescents de Y. On
applique ensuite la formule des traces (Théoréeme 3.1), qui exprime cette trace comme étant
la caractéristique d’Euler d’un certain complexe de faisceaux cohérents (le complexe conormal
d’exces au sens log, pour la log structure supportée par la fibre spéciale). On change alors la
log structure, en rajoutant des poles logarithmiques le long du lieu horizontal ou la ramification
est de type I ou modérée. On introduit le complexe conormal d’exces modifié (relatif a cette
nouvelle log structure), et 'on compare les caractéristiques d’Euler de ces deux complexes. Enfin
on utilise la variante (Proposition 4.1) d’un résultat de Saito qui relie le nouveau complexe au
conducteur de Swan raffiné mixte de F. Le schéma de la démonstration est présenté ci-dessous.

§ <—tr(o, sw H*(Ys, ROQ;))

X(Ya, w(s.6) ® Oy /T — (v, (va)e) ® O /T T/T%)

1Change log : log sur (Ys)reqUCTt

sF <— X(Xs, w(s,s)|+ — Coker mrswg|) <—> X(Ys, w(s.0) ® Oy /T = Wiy (va),oqucr, ® Oy /T ¥ 7/7%)

703

https://doi.org/10.1112/50010437X08003850 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X08003850

I. VibaAL

5.1.1 Prouvons que
§ = —tr(o, sw H*(Ys, R®Qy)) + tr(o, sw H*(Cs, R®Qy)).

On désigne par M le F;[G]-module de rang un associé a& F. On a des isomorphismes Gal(7/n)-
équivariants :

RT(X,, ROy F) = [RI(Ys, RPaiF)) @ M]® et RT(X,, ROauF;) = [RI(Y,, R®ayIF)]C.

Il en résulte des isomorphismes analogues au niveau des modules de Swan. Vu que tous les
complexes de F;[G]-modules sont parfaits, on peut comparer les dimensions par une formule de
traces, et on en déduit (ci-dessous tr® désigne la trace de Brauer) :

0=z > trlg,sw H*(Ys, ROayQ))[trhy(9) — 1].
‘ ‘gEG—l

De plus, pour tout g€ G, on a par dévissage 1'égalité tr(g,sw H*(Ys, RPQ;)) =
tr(g, sw H*(Ys, R®Qy)) — tr(g,sw H*(Cs, RPQ;)). On va montrer que dans cette derniere
expression, chaque terme est un entier indépendant de g # 1 dans G. Cela permettra de conclure.
En ce qui concerne le terme tr(g, sw H*(Ys, R®PQ;)), 'indépendance découle du Corollaire 3.5,
vu que g=o" pour k €F; (les hypotheses du Théoreme 3.1 sont satisfaites d’apres §5.1.2
ci-dessous). En ce qui concerne 'autre terme, on peut supposer que C' est la réunion par G
de 'une de ses composantes irréductibles. Alors tr(g, sw H*(Cs, R®Q;)) vaut respectivement 0,
sw H*(Ds, R®Q;), —[vc(g(me) — o) — 1], selon que C/D est respectivement étale, radiciel, ou
sauvagement ramifié. C’est un entier indépendant de g = o pour k € Fy. La formule annoncée
en résulte aussitot.

5.1.2  On montre que Y/S muni de 'action de G satisfait aux hypotheses du Théoréeme 3.1.
On en déduit 1’égalité

5 =—x(Ys, w(s,5) ® Oy /T = wiy,(v,),0q) ® Ov /T — I/T?) + tr(o, sw H*(Cs, ROQ;))
ou I = (o(a)—a,(ad(m)/m) — 1) pour a € Oy et m € M(y,y,),..)- En effet :
(hy) découle de I’hypothese de propreté (Hy) : Ys N (Yo U (Y/S)5"8) est un sous-schéma fermé
de 77'A donc propre sur s.

(ha) résulte de ’hypothese de transversalité (Hs) : d’apres la Proposition 4.1, on dispose d’une
suite exacte longue :

0— OX(_S]-‘)H— = W(X,(Xs)reaUDr1e) |+ 7 W(Y,(Ys)reaUCH) |+ — Z|/+ — 0.

Par suite, I'application naturelle w(g ¢+ — W(y,(v;),equCry)|+ S€ factorise en :

W(s,5)|+ — Coker mrswz| — W(y,(v,),calCr) |+

ou la deuxieme fleche est une injection directe, et (H3) assure que la premiére ne s’annule
pas sur Dy,. Il en résulte que la fibre générique Y,,/n est lisse.

(hs) est vérifiée par construction.

5.1.3 On montre que I'idéal T = (o (a) — a, (o(m)/m) — 1) pour a € Oy, m € My v,),..) st
localement principal, et qu'on a un isomorphisme Z = Oy (=¢*Dy — > ¢, Ci) 2T'(—= >, Ci), ot
7' ={(o(a) — a, (6(m)/m) — 1) poura € Oy, m € My, (Vs)reaucy,) - 1 suffit de vérifier "assertion en
un point y € C1 N Y, d'image « € D1 N X. Montrons qu’on peut choisir un systeme de parametres
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réguliers de Oy, du type (t1,t2), ou t; (respectivement t) est une équation locale de C
(respectivement (Y;)red), et t2 € Ox . En effet soit (eq, e2) (respectivement (€}, e})) une base
de M(x,(x,),eaUD)x = N2 (respectivement M (v, (v2),eaUC) iy =N2) telle que e; (respectivement
ea, €y, €,) engendre D (respectivement (Xs)red, C, (Ys)reqa). Alors le morphisme naturel
M(x, (X )eauD)r = N2 — My, (v2),0quc),y = N? est donné par une matrice du type (Pi)ouc=0
car C ¢ Y, et b=1 car ‘p ‘ —pb— ]./\/l Y.(Ya)rea UC), /M%E(,(Xs)reduD),w| = p. Dans ce cas, il est
clair que Z = (o(t1) — t1) est principal. Pu1squ en outre 7' = ((o(t1)/t1) — 1) = Oy (—¢*D,), on
a bien Z =7'(—C1), ce qui permet de conclure.

5.1.4 Posant ¢*Dy=>_ 1, mpE+ > »m;Cj, et notant v : W (Ys)
I’application naturelle, on a la formule :

=— Y mpdegei(Kerpyp) N [E] = > (mi+1)deg e, (Kertyc,/wiss)c,) NICi]

®Oy/I—>I/IQ

red)

1A Cr
=3 midegel, (Ker i, /wis)c,) N [Ci] + tr(o, swH*(Cy, ROQ))).
Cn

Il s’agit de calculer A= x(Ys, w(s,s @ Oy /T 4, Ker ¥), ou le complexe est acyclique sur la
fibre générique, placé en degrés —1 et 0, et ses composantes sont des Oy /Z-modules localement
libres de rang un. On choisit une filtration Z=7Zny C Zy_1 C - - - C Zy = Oy, ou chaque 7, est
localement principal, et Z,,/Z,11 est un Og (pour E C 77 1A) ou Og,-module localement libre

de rang un. Posant A, = x(Ys, w(g,s) @ Zn/Znt1 By Ker Y ®T,/Tn+1), on obtient A =73 A,.
(i) Si Z,/Znt1 est un Op-module libre de rang un, avec E C 7 1A, alors
An = X(E, w(s,s) ® Iy — Ker v @ I, ) = degle1(Ker v @ Iy p) — c1(wis,s) @ Znjp)] N [E]
= deg c1(Ker ¢p) N [E], car w(g g g = Ok.
(ii) SiZ,/Zp41 est un O¢,-module libre de rang un, alors
An = X(Ci, w(s,s) @ Ly, — Ker ¥ @ I c,) = lg(Ker ¥y¢, /wis,0)1c;)
= deg c{’, (Ker ¢ic,/w(s,s)c;) N [Cil-
Vu que
z:oy< > el = Y lmi + )6 = 3 miC )
1A Cn

la formule annoncée s’en déduit aussitot.

LEMME 5.1.5. On note wy,y,),..) ® Oy /T 2, I/T? et wiy,(v,),uqucy) © Oy /T’ <, T'/1" les

applications naturelles. Alors :

red)

(i) pour E C 7~ 'A, on a une suite exacte 0 — Ker g — Ker ¢|’E — Oc,ne — 0 ;
(ii) pour C; C Cy, on a un isomorphisme Ker ¢, = Ker ¢|/Ci ;et

(iii) pour C; C Cq1, on a un isomorphisme Ker ¢, = Ker w\/c-'
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Prouvons (i). Il suffit de contempler le diagramme commutatif ci-dessous a lignes et colonnes
exactes.

OCItﬂE 7'® OCIDE —0

L]

0 —— Ker w"E —— W(Y,(Ys)reaUCL) |E I"E 0
0 — Ker 1)) g — > W(v,(Vy)ea) B v g 0

Prouvons (ii). On applique le lemme du serpent au diagramme suivant.

K >0, W I|/c,~
0 — Ker ¢, —> Wy,(vo)auchicy —=Tig, 0
|
0 — Ker Y0, ——— W(v,(¥o)rea)|Cs I, 0
Fq G > N;i/y """" ®) >T1c,

La fleche (1) est un isomorphisme, car surjective entre O¢;,-modules libres de rang un. Par suite

(2)=0, et (3) =

(1) ®oc, Nci/y est un isomorphisme. Il en résulte que *; = %9 = 0.

Enfin I'assertion (iii) est immédiate, vu que )¢, = ¢|’Ci (on a C; N Cj =0 pour tous i # j).

5.1.6 Prouvons I’égalité

E SWEX
— E SWD
— E SWDZ-

Dny

F)degle1 (Coker mrswr g, ) —

D N[E

x]

D;
) x deg ¢| p. (Coker mrswr|p, /w(s,s)D,)

F) + 1)deg c1 b, (Coker mrswrp, /w(s,s)p;) N [Di]

N [D;] + tr(o, sw H*(Cs, RPQy)).

On combine le paragraphe 5.1.4 et le Lemme 5.1.5. On en déduit 1’égalité

=— > mpdeg[c;(Ker V) —

1A

=Y mudeg e, (Ker 9, /wis.)c,) N [Ci] + tr(o,

Cn

G N [E] = ) (m

Cr

+1)deg e, (Ker v, s, o)

N [C]

H*(Cs, R®Qy)).

Pour exprimer § en fonction du conducteur de Swan raffiné mixte de F, on utilise I'isomorphisme

de la Proposition 4.1 :

déduit les égalités m.(ci(Ker )N
nicil)

Ci
et me(cy ¢, (Ker ¢|/ci Jws.s)ic:)
Par suite :
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(i) pour E C 7~ !A exceptionnelle, d'image 7(F) = x (un point), la contribution & § est nulle ;

(ii) pour E C 7 'A;, dimage 7(E)=Ex € A1, on a m|E]=[Ex|, mg=swg,(F), et la
contribution & ¢ vaut —swpg, (F)deg[ci(Coker mrsw g, ) — Di] N [Ex] ;

(iii) pour B C 7 'Ay, d’image 7(E) = Ex € Ay, on a m.[E] = p[Ex], mg =swg, (F)/p, et la
contribution & ¢ vaut —sw g, (F)deg[ci (Coker mrsw g, ) — D¢ N [Ex] ;

(iv) pour C; C Ct d'image D; C Dy, on a m.[C;] = [D;], m; =swp,(F), et la contribution vaut
—(swp,(F) + 1)deg c?fDis(Coker mrswr|p, /w(s,s)p,) N [Di] ; et

(v) pour C; C Cyp d’i 1rnage D; C Dy, on a 7m.[C;] = p[D;], m; =swp,(F)/p, et la contribution
vaut —swp, (F)deg c1 b, (Coker mrswrp, /w(s,s)p,) N [Dil.

La formule annoncée en découle aussitot.

5.1.7 Montrons qu’on a ’égalité
0 =—deg sr =— Z swry (F) deger (Coker mrsw iz g, ) N [Ex]
A
- Z swp, (F) deg cfjjis(Coker mrswz|p, /W(s,s) ;) N [Di

+ > deg ey, (wW(p,,p,.)/w(s,)D;) N [Di-
Dy

Il suffit de prouver I’égalité

tr(o, sw H*(Cs, R®Qy)) = > deg 'y, (w(p,,p,.)/w(s,5)D:) N [Di]
Dy

+ Z deg cfjjis (Coker mrsw £|p, /w(s,s)|p;) N [Di]
Dy

—deg[Dy] N <Z swg(F )

(i) Calculons la contribution de C. On a les égalités
tr(o, sw H*(Cis, R®Qp)) = sw H*(Cys, RPQ;)

=sw H" (DJrSv R(I)Ql) = Z deg CfiDis (w(Di,Dis)/w(S,sﬂDi) n [Dl]a
Dy

la derniere égalité résultant de la formule du conducteur de Bloch. En outre, pour D; C Dy,
on a un isomorphisme wp, p, ) = Coker mrswz p, (car F est s-clean). Cela permet de
conclure.

(ii) Calculons la contribution de Ct. On a les égalités

tr(o, sw H*(Cts, ROQ))) = tr(o, sw H (Cog, Q) = Y WG, p, (0)=— > sw(Fip,).
D,;CDy D;CD;

Or ’hypothese t-clean assure que
sw(F|p,) =deg Sz N [D;] =deg D; N (Z swg(F [E])

Cela termine la démonstration de §5.1.7, et donc celle de la Proposition 5.1.
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6. Formule du conducteur pour un caractére d’ordre p®, & ramification horizontale
totalement non féroce

THEOREME 6.1 (Formule du conducteur). On se place sous les hypothéses de la Conjecture 2.1.
On suppose en outre que F est un caractére d’ordre p¢ (pour e € N), a ramification horizontale
totalement non féroce. Autrement dit, F est trivialisé par un revétement de X ayant toutes ses
extensions résiduelles séparables au-dessus de X,,. Alors F vérifie la formule du conducteur, i.e.
la Conjecture 2.1 est vraie pour F.

Remarque. L’absence de ramification féroce le long de la fibre générique assure que F est
trivialisé par un revétement Y/X ayant une fibre générique Y;/n lisse. En outre, on a dans
ce cas D = Dy, et mrswy =rswr est égal au conducteur de Swan raffiné de Kato, a valeurs
dans le cotangent a poles logarithmiques le long de (Xg)peq U D.

Démonstration. Prouvons le Théoreme 6.1. On procede par récurrence sur l’exposant e qui
apparait dans l'ordre de F. Le cas e=1 a été traité a la Proposition 5.1. On peut donc
supposer que F est d’ordre p® avec e > 2, et que la formule du conducteur est vraie pour
tout caractere d’ordre p™, avec m < e — 1, satisfaisant aux hypotheéses du Théoreme 6.1. On
introduit le caractere d’ordre p sur U: 0 =F ®p Tt Quitte a remplacer X par un éclatement
convenable, on peut supposer que 6 vérifie les hypotheses du Théoreme 6.1, et que sa ramification
est tres réguliere (i.e. 6 est s-clean au sens de Kato—Saito). On note Y le normalisé de X dans le
revétement d’Artin—Schreier de U qui trivialise 6. Soit ¢ : X’ — Y un éclatement convenable, tel
que la paire (X', (X/)1eqa U D') soit réguliere a croisements normaux stricts (D’ C X’ désignant
le transformé strict de I'image inverse réduite de D), et tel que Fx satisfasse aux hypotheses
du Théoréme 6.1. On note 7 : X’ — X le morphisme naturel. Le principe de la récurrence est
le suivant. On étudie comment varient, apres restriction au revétement X'/X, d’une part le
conducteur de Swan de la cohomologie des cycles évanescents de F, et d’autre part la classe de
Swan localisée de F. Puis on applique I'hypothese de récurrence a F|x/, ainsi qu’au caractere 6
trivialisé par X’/X. Pour étudier comment varie le conducteur de Swan de la cohomologie
des cycles évanescents lorsqu’on remplace X par le revétement X’'/X, on utilise les résultats
d’intégralité tirés de la formule de traces (Théoréme 3.1 et Corollaire 3.5). Ces résultats ainsi que
ceux des corollaires sont exposés au Lemme 6.2. L’autre ingrédient de la preuve est une formule
de transitivité pour la classe de Swan localisée. C’est une variante de la formule de transitivité
de Saito [Sai9l], qui exprime la classe de Swan de la restriction de F & un revétement X’/ X, en
fonction de la classe de Swan de F sur X, et de la différente du revétement. Notre formule de
transitivité est prouvée au Lemme 6.3.

Montrons, sous les hypotheses précédentes, et en admettant provisoirement les Lemmes 6.2
et 6.3, que F vérifie la formule du conducteur. On commence par appliquer '’hypothese de
récurrence au caractére F| X’ qui est d’ordre p°~!. On obtient 'égalité :

(x)  sw H*(X{, Rox:anF) —sw H* (X[, R®x:an[F;) = —deg sz x.

On applique ensuite les résultats d’intégralité et de comparaison du Lemme 6.2 ci-dessous.
On en déduit les égalités :

sw H* (X!, R® xy onF) = psw H*(X5, R®OxF),
SW H*(X;, R(I)X/Oé!Fl> = (p — 1) SW H*<XS, R@Xayé?) + sw ];I*(AXS7 R@Xa!IFl).
On remplace ces termes dans I’égalité (). On en déduit :

psw H*(Xs, RoxanF) — (p— 1) sw H*(Xs, ROxnb) —sw H* (X, RO xulF)) = —deg s x
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qui se réécrit encore

plsw H*(Xs, RO xaF) — sw H* (X, RO xaF))]

= —1[sw H* (X5, ROxl) —sw H*(Xs, RO xalF;)] — deg sz x-

On applique ensuite I’hypothese de récurrence a 6, qui est d’ordre p. On en déduit :
plsw H*(Xs, RoxonF) —sw H* (X5, RO xulF))] = —(p — 1)deg sp — deg sz x-
Pour conclure, il reste a prouver 1’égalité :
psF=(p—1)sg + msrx € CHo(A).

Cette derniere découle du Lemme 6.3 ci-dessous. Cela termine la preuve du Théoréme 6.1.
LEMME 6.2 (Intégralité). Soit (X/S,F) satisfaisant aux hypothéses du Théoréeme 6.1. On
suppose en outre que la ramification de 0 = FOP T est trés réguliére (s-clean). Soit Y le
normalisé de X dans le revétement d’Artin—Schreier U’ /U qui trivialise , X' — Y un éclatement
Gal(U'/U)-équivariant tel que (X'/S, Fx:) satisfasse aux hypotheses du Théoreme 6.1. Par
ailleurs, on note W/U le revétement étale galoisien de groupe G =Z/p°Z qui trivialise F,
Z1 le normalisé de X' dans W, Z — Z; un éclatement G-équivariant tel que Z soit régulier,
et (Zs)rea U C un diviseur a croisements normaux (C' désignant 'image inverse réduite de D).

On note o: W — Z (respectivement o« : U' — X', a: U — X)) I'inclusion naturelle. On désigne
par A I'un des anneaux Q;, Z;, ou Z/I"Z. Alors :

(1) pour tout g € G=27Z/p°Z, tr(g,sw H*(Zs, RPay\)) est I'image dans A d’un entier (de Z)
indépendant de | # p ;
(2) on a I'égalité sw H*(X., R®x:anF) =p sw H*(Xg, RPxanF) ;

(3) pour tout g € Gal(U'/U) =G =Z/pZ, tr(g,sw H*(X., RPayA)) est I'image dans A d’un
entier (de 7)) indépendant de | # p ; et

(4) on a I'égalité sw H*(X., R®x:ayF;) = (p — 1)sw H* (X5, R®x ) + sw H* (X, RO x ;).

Démonstration. Prouvons le Lemme 6.2(1). D’aprés la remarque suivant le Théoreme 6.1,
le schéma Z/S muni de laction de G satisfait aux hypotheéses de la formule de traces
(Théoreme 3.1). Par conséquent, pour tout g € G =Z/p°Z, tr(g, sw H*(Zs, RPA)) est 'image
dans A d’un entier (de Z) indépendant de [ # p. Par ailleurs, des arguments analogues a ceux
des §§5.1.1 et 5.1.7 assurent que pour tout g € G = Z/p°Z, tr(g, sw H*(Cs, RPA)) est également
I'image dans A d’un entier (de Z) indépendant de [ # p. L’assertion (1) en résulte immédiatement
par dévissage.

Prouvons le Lemme 6.2(2). On note H C G le sous-groupe d’ordre p°~! (H = Gal(W/U")).
On note M le F;[G]-module galoisien associé a F. On dispose d’isomorphismes G-équivariants :

H*(Xs, RbawF) = [H*(Zs, RPaulF)) ® M]G et H*(X., RO Fix1) = [H*(Zs, ROuF;) ® M)H.
Il en résulte des isomorphismes analogues au niveau des modules de Swan :

sw H*(X,, R0 F) = [sw H*(Zs, RPayF)) @ M| et sw H*(X},, RO Fix)
= [sw H*(Z,, R®aF}) @ M7,
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Vu que tous les complexes de F;[G]-modules sont parfaits, on en déduit les égalités :

b1
sw H*(X,, RbayF) 2 ’G‘ Ztr g, sw H*(Zs, Rba@)))tr%; (),

sw H* (X', RboyF) 2 |H| Ztr (9, 8w H*(Zs, ROoy@Q))trS;(g).

Soit 7 une racine primitive p°-i¢me de 1'unité. On applique l'opérateur T' = trg(;)/q(-») aux
deux membres de ’égalité (i). Utilisant le résultat d’intégralité 6.2(1), on en déduit la formule :

p sw H*(X,, RbouF) = %' S tr(g, sw H*(Zs, ROaiQ))trl (9) & swH* (X, Rbay F).
H

Cela permet de conclure.

La preuve du Lemme 6.2(3) est tout a fait analogue a celle de 6.2(1).

Prouvons le Lemme 6.2(4) On note L le F;[G']-module galoisien associé & 6. On dispose des
isomorphismes suivants :

sw H*(X,, Roouf) = [sw H* (X, RbayF)) @ L] et sw H*(X,, RdoyFy)
= [sw H* (X!, Roa,F))]%

On en déduit les égalités :

sw H* (X5, R<I>oa9)( G’] Ztr g, sw H*(X!, RPayQ)))trE (g),

sw H*(X,, RbayF;) & ‘ Ztr g, sw H* (X!, RbayQy)).

\G’
Soit 7 une racine primitive p-ieme de I'unité. On applique lopérateur T'= trg(;)/q aux deux
membres de I'égalité (i). On utilise le résultat d’intégralité 6.2(3), et le fait que T'(trB(g)) =p — 1
si g=1id, et T(tr?(g)) = —1 sinon. On obtient 1’égalité :

1
(p - 1) SwW H*(X87 R(I)Oéle) = ‘G,‘ [(p - 1) Sw H*(Xév R(I)a!Fl) - Z tr(g7 WH*(X; Rq)a'@l))]
g#id

[p sw H*(X}, RbcuF)) — > tr(g, sw H* (X}, Recu(Q))]
G/

w H*(X., RbyF;) — sw H*(X;, RoauTF)).

1
e
W

Cela permet de conclure.

LEMME 6.3 (Transitivité). Soit (X/S,F) satisfaisant aux hypothéses du Théoréme 6.1. On
suppose en outre que la ramification de 0 = FOP ost tres réguliére (s-clean). On note Y
le normalisé de X dans le revétement étale galoisien U'/U d’ordre p qui trivialise 6, et
¢: X' —Y un éclatement Gal(U'/U)-équivariant tel que (X'/S, F|x) satisfasse aux hypothéses
du Théoréme 6.1. Alors on a I'égalité dans CHy(A) :

psr=(p—1)sg + mspx € CHo(A).

Cette formule est une variante localisée de la formule de transitivité de Saito pour les
classes de Swan [Sai9l, Lemme 2|. La preuve est semblable. Quitte & remplacer X par un
éclatement convenable, on peut supposer en outre que ¢: X' —Y est une résolution log
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étale (un log éclatement). On note A’ C X' (respectivement D’ C X') le transformé strict de
(Y X x A)eq (respectivement (Y X x D)yeq), et F C X' le lieu exceptionnel. On fixe un générateur
o€ Gal(U'/U) = G' =F,. On désigne par D, C X’ le diviseur du schéma des points fixes de o
(au sens log) ; on pose Dx//x = (p —1)Dy. On note S (respectivement S, Sp) le diviseur de
Swan de F (respectivement Fjx/, #). On désigne par C = c*(w(x,(x,),.qup)) (respectivement
C'= c*(w(xr( X!)re wup)) la somme alternée des classes de Chern du cotangent logarithmique.
D’apres [Sai9l, Lemme 1(3)] on a I'égalité C' = 7*C (1 + Dy)(1 + pDy)~1. On décompose chaque
diviseur considéré plus haut en somme de sa partie verticale (supportée par la fibre spéciale)
et de sa partie horizontale (supportée par D ou D’). Par exemple on écrit S =S, + S, ol
Sy =>Aswg(F)E, S, =>pswp,(F)D;. On introduit le zero cycle supporté par A’ U F :

s0=—{C'"(1+D,) 'Dyy}o+ Z SWp, (H)Cf;D;S(Coker rswy/w(s,s)) N [Dj] € CHy(A"UF).
D

On vérifie facilement la relation m.s, = sg € CHp(A).

Pour prouver le Lemme 6.3, il suffit d’établir ’égalité :
(x) msr=(p—1)ss+ sFx € CHy(A"UF)

Le principe de la démonstration est le suivant. On calcule A=7'sr — (p —1)s, —
sFx' en décomposant chaque zéro cycle en somme de sa partie verticale et de sa
partie horizontale. On écrit donc sz = sr, + sr 4, avec spp=—{C(1 + S)~1S,}o, et SFh =
> pSWh, (f)cfbis(Coker 1sWr /W(s,s)) N [Di]. On procede de méme avec sr|x: et s;. On a donc
A=A, + A, ou A, = W!wa =P —1Dsow — SF1x7 0, €6 Ap = W!Sf’h — (= 1)86,n — SF|x7,1- On
calcule séparément A, et Ay, puis on additionne le tout pour conclure. On utilisera de maniere
essentielle les résultats de Saito [Sai91l, Lemme 3|, rappelés ci-dessous dans notre contexte
particulier.

LEMME 6.3.1 (Saito [Sai91, Lemme 3]). On se place sous les hypothéses du Lemme 6.3. On
suppose en outre que ¢ : X' — Y est log étale.
(1) Ona S’ <7*S. En une composante E' C X' ou S" < 7*S, on a %Sy > 0 et une suite exacte :
0= T O(=8)jmr = T WX, (X.)eaUD) B~ WX, (XL)sea D) -
(2) Onan*S<S + Dxi/x. En une composante E' C X" ot 7*S < 8" + Dx1/x, on a 7*Sp >0

. ’ I'SW]:‘X/ w,
et une suite exacte : 0 — O(=S") g — wx/ (x1),equp)| B — O(=Dg) g — 0.

COROLLAIRE 6.3.2. On se place sous les hypothéses du Lemme 6.3. On suppose en outre que
¢: X' =Y est log étale.

(1) On a les égalités dans CHo(A' U F) :
(7*S — *Sp)(m*S — §'), =0,
[C'(1+ Dy) 11+ 88 — §' — Doy )oto = 0.

(2) Sous I’hypotheése de ramification horizontale totalement non féroce, on a I'égalité dans
Zl(X/) N
(ﬂ'*S - S/ - DX’/X)h =0.

Prouvons le Corollaire 6.3.2(2). Soit D; C D' une composante ott 7S < S’ 4+ Dx/,x. D’apres
le Corollaire 6.3.1(2), on a ' (rswz|x+) = 0. Or, vu que la ramification horizontale de 6 est non
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féroce et tres réguliere, v’ se factorise en
res
/ ~
WX (XeauD Dy~ Opp = O(=Do)jpy-

On en déduit que res D! (rswr|x) = 0, ce qui contredit I'hypothese que la ramification horizontale
de F|x est totalement non féroce.

6.3.3 Montrons que Ay, = (S + Dx//x — ©*85),S), € CHo(A"U F). Par définition, on a
Ay ={C'"(1+8)7'8,+ C'(1+ Dg) ' Dx1/x,, — 7*C(1 + 7*S) 17" S, }o.

On remplace 7*S, par (7*5), (car la différence est supportée par F'), et 7*C par C'(1 + pD,) X
(1+ Dy)~!. On obtient

Ay ={C'[(1+ 878, + (14 Do) ' Dxr/x — (14 pDo)(1 4+ Dy) (1 + 7*8) (7 S)u] }o.

On retranche & A, le terme C'(1+ D,) "1 (1 4 5")"1(S, + Dx//x — (7*5),), qui est nul d’apres
le Corollaire 6.3.2(1). Vu que dim(X) = 2, on obtient apres calculs (en posant 7*Sp = Dy /x +
D, =pD,) :

Ay = ("8 — 7*8p)(7*S)y + Do S, + S/DX//X,U — S'(7*9),.

On remplace (7*S —7*Sp)(7*S), par (7S —7*Sp)S,, qui lui est égal d’apres le
Corollaire 6.3.2(1). On en déduit

AU = TF*SS; - S/(W*S)U + S,DX//X,'U - DX’/XS{)

On décompose les diviseurs en somme de leur partie verticale et de leur partie horizontale. Les
doubles termes verticaux s’éliminent. On obtient

Ay =8,(1"S — Dxryx)n + Sp(Dxryx — 78

On remplace (7°S — Dx+/x)n par Sy, qui lui est égal d’apres le Corollaire 6.3.2(2). L’égalité
annoncée en découle aussitot.

LEMME 6.3.4. On se place sous les hypothéses du Lemme 6.3, en supposant en outre que
¢: X' =Y est log étale.

(1) Pour toute composante horizontale D; C D vérifiant swp,(0) > 0, on a
(8"+ Dxiyx —7*S), D} = c?}'){ (Coker rswr x+ /w(pr pr y) N [Di] € CHy(A'UF).

(2) Pour toute composante horizontale D; C D vérifiant swp, () =0 et swp,(F) >0, on a

D;

(S, + DX’/X - W*S)UD,/L = Cl:D;'S

(Coker rsw g x:/Coker rswzr) N [Dj] € CHy(A" U F).
(3) On a I’égalité dans CHo(A' UF) :

D!
A, = Z SW (‘EX/)CI,ZDQS (Coker rswz|x+/w(p; p)) N (D]

swp, (0)>0

+ Z SW (~¢|X’)01D3){ (Coker rswz|x+/Coker rsw) N [D]].
swp, (0)=0 h

Démonstration. Prouvons le Lemme 6.3.4(1). D’apres le Corollaire 6.3.2(2), il revient au

méme de calculer (S'+ Dx//x —n*S)Dj. Montrons que (Dx//x —n*S)D;=0. D’apres le
Corollaire 6.3.2(2), on a 7*S=5"+ Dx//x <S' en D;. Par suite, le Lemme 6.3.1(1) assure
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que rswg|p, =18wWgp,. Or comme 6 est s-clean et non férocement ramifié le long de D;, le
COmMPpOSE resp, o ISWy|p, : O(—S@)| p, — Op, est un isomorphisme. On en déduit que le composé
resp, o 15wz p, : O(=S5)p, — Op, est également un isomorphisme. Par conséquent, on a SD; = 0
et 7SD) =0. De plus, I'application naturelle surjective @Z’,:W(X',(Xg)reduD')\Dg — O(—DU)|D§
se factorise a travers res p; et fournit un isomorphisme O p; = O(=D,), Dl On en déduit
que Dy xDj}=0. Pour conclure, il reste & calculer S’D). La formule annoncée découle
immédiatement du diagramme suivant, a lignes et colonnes exactes.

W(D},D},) =——————= Y(D},Dj,)

') ')

O(_S,)|D§ - W(X' (XL )reaUD')|D) — (Coker I"SW]:‘X/)|D;

O(_S,)|D§ « > OD; *1

Prouvons le Lemme 6.3.4(2). D’apres le Corollaire 6.3.2(2), il s’agit de calculer (S’ + Dx//x —
7*S)D;. D une part, la Proposition 4.1 fournit un isomorphisme WX (X! reaUD') /WX, (Xs)reaUD) =
O(—Dy) ® Ox1/O(=Dx1/x) et, au voisinage de Dj, ce faisceau est supporté par la fibre spéciale.
On en déduit 1’égalité :

D,
Dixryx Dj = ¢y (W(x/,(X0)eauD) /(X (X)reauD)) N [Di] € CHo(ATU F).

féy((’)(_s’)/(’)(—w*S)) N [D}]. Pour terminer la

preuve du Lemme 6.3.4(2), il reste donc a établir la formule :

D’autre part, on a légalité (7*S —S")D]=c

!

D!
[CI,ZDQ (w(le(X{s)redUD/)/w(Xv(Xs)redUD))

- cﬁ);((’)(—S')/(’)(—W*S)) - cngé(Coker rsw r|x//Coker rswz)] N [Dj] = 0.

Cette égalité découle du diagramme ci-dessous, a lignes et colonnes exactes.

O(—’/T*S)|D; o O(—S/)|D; *1
IsWr I'SW]:|X/

W(X,(Xs)reaUD)| Dy e W(X!(X])reaUD))| D) —— W(X (X1)10qUD")| DL/ W(X,(Xs)reaUD)| D

(Coker rswr) p; & (Coker rswr x/)|p: *9

Enfin, le Lemme 6.3.4(3) découle immédiatement du §6.3.3, et du Lemme 6.3.4(1) et (2).
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LEMME 6.3.5. On se place sous les hypothéses du Lemme 6.3, en supposant en outre que
¢: X' =Y est log étale. On a I’égalité dans CHy(A' U F) :

D!
Ah = — Z SWD; (ﬂxl)cl,ZD; (Coker TSW}‘|X'/W(D' D’ )) N [.D;]
SWD, (0)>0
- Z SWpy (ﬂxz)ché){ (Coker rsw z|x//Coker rswz) N [Dj].
swp, (0)=0 "

Par définition, on a Ay =7's, — (p — 1)Sg,n — SF|x7,p- On distingue les contributions des
composantes horizontales D; C D, selon que swp,(6) > 0 ou bien que swp,(#) = 0. On écrit :

A, = Z [swp, (F) fD, (Coker rswr/w(g ) — (p — 1)swp, (0) 1DD, (Coker 1swp/w(g )

SWD, (0)>0

— swp (FIX")e s, (Coker rsw iy /w(s,s)] N D)

Dl
+ Z [swp, (F) ?D, (Coker rswr/w(g,s))
swp, (0)=0

— SWpy (.7-"\X) c D, (Coker rswz|x+/w(s,s))] N [D;].

En une composante D; C D ou swp,(f) >0, on a, d’apres le Corollaire 6.3.2(2), swp,(F) —
(p— 1)swp,(0) =swp/(F|X’). En outre, d’aprés le Lemme 6.3.1(1), en une telle composante
rswr et rswy coincideﬁt, ce qui fournit des isomorphismes : (Coker rswy), D= (Coker rswy), D, =
W(D;,D;.) |0, = w(p: ;) La contribution de la composante a Ap vaut donc comme annoncé :

D
SWp! (~7:|X )[ 1D/ (w (D;,D;S)/W(S,s)) 1D/ (Coker TSWF\X//W Ss))] [D;]

D!
= —SWpy (‘7:|X’)017ZD§5 (Coker rSW]—"\X’/w(Dg,DgS)) N [D;]

En une composante D; C D ol swp,(#) =0, on a swp,(F) =swp/ (F|X’), et la contribution &

Ap, vaut —swp (Fix) ?D, (Coker rswr x//Coker rswzx) N [D;]. Cela permet de conclure.

La formule de transitivité (Lemme 6.3) résulte immédiatement des Lemmes 6.3.4 et 6.3.5.
Cela acheve la démonstration du Lemme 6.3, et donc celle du Théoreme 6.1.

7. Fin de la preuve de la formule du conducteur

Prouvons le Théoreme 2.2. Soit F un caractére [-adique satisfaisant aux hypotheses du
Théoreme 2.2. On note np® (avec (n, p) = 1) son ordre. On a donc soit e < 1, soit e > 2 auquel cas
la ramification horizontale de F est totalement non féroce. On écrit F = Fy ® L, ou Fy est un
caractere d’ordre p¢, et £ est un caractere d’ordre n. Vu que £ est modéré, les conducteurs
de Swan (respectivement les conducteurs de Swan raffinés mixtes) de F et Fp coincident.
On en déduit que Fy satisfait aux hypotheses du Théoreme 2.2, et qu'on a 1'égalité sr = sz,
dans C'Hp(A). Pour conclure, il reste donc a prouver la Proposition 7.1 ci-dessous. La formule
du conducteur pour F se déduira alors de la formule du conducteur pour Fy, prouvée a la
Proposition 5.1 et au Théoreme 6.1.
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PropoOSITION 7.1. Sous les hypotheéses et avec les notations précédentes, on a I'égalité :

sw H* (X, Ry F) =sw H*(X;, RbauwFy) € Z.

Démonstration. Prouvons la Proposition 7.1. Soit V/U (respectivement W/U) le revétement
galoisien de groupe P =Z/p° (respectivement G = Z/np®) qui trivialise Fy (respectivement F).
On note Y7 le normalisé de X dans V, Y — Y7 un éclatement convenable P-équivariant tel que
la paire (Y, (Ys)rea U Dy ) soit réguliere a croisements normaux (Dy C Y désignant le transformé
strict de I'image inverse réduite de D C X). Soit Z; le normalisé de Y dans W. Le revétement
Z1/Y est modéré. Par conséquent, d’apres [I1102], Z1, muni de la log structure Oy, N Oz, C Oz,
est log régulier, et le morphisme de log schémas p: (Z1,Z1 — V) — (Y, (Ys)red U Dy) est un
revétement Kummer étale galoisien de groupe H = Z/n. Soit w: Z — Z; une désingularisation
par log éclatement (G-équivariante), telle que la paire (Z, (Zs)req U Dz) soit réguliere a
croisements normaux stricts. On fixe les notations par le diagramme ci-dessous.

(Z, (Zs)red U DZ) < w
(21,2, -V) <—W

p Z/n

(Y, (Y;)red U DY) - Vv

Z[p®

(X> (Xs)red U D) e U

Soit M (respectivement L) le IF;[G]-module galoisien associé a Fy (respectivement £). On a des
isomorphismes :

sw H* (X, RO (Fy ® L)) = [sw H*(Zs, RbayF;) ® M @ L)°,
sw H*(X,, RooyFy) = [sw H*(Z,, RPaF;) @ M]°.

D’apres le Lemme 7.2 ci-dessous, le complexe de F;[G]-modules sw H*(Z,, R®F;) est parfait.
On en déduit les formules :

sw H* (X, Rbon(Fo® L)) = = > tr(g,sw H*(Zs, RecuQ))tri; (9)trE (9),

1
‘G’ Gl—reg

1
Sw H*(Xs> R(I)O‘!j:O) = @ Z tr(g, SﬂH*(Z& R@ag@l))tr%/[(g).
Gl—reg

Par ailleurs, les hypotheéses du Théoreme 2.2 assurent que Z/.S muni de l’action de G satisfait aux
hypotheses de la formule de traces du Théoreme 3.1. Il en résulte que tr(g, sw H*(Zs, RPQ;)) est
un entier indépendant de [ # p. Il en est de méme de tr(g, sw H*(Dz s, RPQ;)) par des arguments
semblables & ceux des §§5.1.1 et 5.1.7. On en déduit que tr(g, sw H*(Zs, R®ayQ;)) est un entier
indépendant de [ # p, donc nul si I'ordre de g n’est pas une puissance de p, d’apres le lemme
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de perfection (Lemme 7.2) ci-dessous. Notant P C G le p-Sylow, les formules précédentes se
réécrivent donc :

sw H*(Xs, RPay(Fo® L)) = |G| Z tr(g, sw H*(Zs, RbayQ)))trs; (g)trP (9),

sw H*(X,, RPaFy) = Ztr g, sw H*(Zs, ROy Q)% (g).

\G!
Vu que tr2(g) = 1 pour tout g € P, cela termine la preuve de la Proposition 7.1.

LEMME 7.2 (Perfection). Dans le groupe de Grothendieck des F;[G]-modules modulo twists a la
Tate, la classe du complexe sw H*(Zs, RPaylF;) est celle d’un complexe parfait.

Démonstration. Prouvons le Lemme 7.2. Il suffit de montrer que dans le groupe de Grothendieck
des F;[H]-modules modulo twists, la classe de H*(Z15, R®F;) est celle d’'un complexe parfait.
Comme le morphisme de log-schémas fs p: (Z1, 21 — V) — (Y, (Ys)red U Dy) est galoisien de
groupe H, le complexe de F;[H]-modules p*RQI(OZgh Zl—V)Fl est parfait (R<I>1°g désignant les cycles
évanescents logarithmiques, cf. [I1102]) Notant e le morphisme d’oubli de la log structure, on
en déduit que le complexe de F;[H]-modules Re*p*RCDI(OZ1 7 V) =p«R® 7 Re,F; est parfait.
Or dans le groupe de Grothendieck des F;[H]-modules sur Z; modulo twists, on a 1’égalité des
classes [Re ;] = [aulF;]. En effet, cela est vrai sur Z par pureté, ce qui induit sur Z; les égalités :
[F)] = R, Re,F)] = [Re, Rm®F)) = [Re,Fy] (on a F; = Rmi8F; car 7'°¢ est un log éclatement,
cf. [11102]). 11 en résulte que la classe de p, R®z, anF; est celle d’un complexe parfait, ce qui permet
de conclure [SGAT73b, Del77].
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