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SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES AU PROBLEME DES
SECRETAIRES

SERGE DUBUC

1. Introduction. Nous reprenons le probléme des secrétaires tel que
considéré en particulier par Chow, Moriguti, Robbins et Samuels [2]. Nous
commengons par dégager une formule sur le rendement de certains temps
d’arrét dans le probléme des secrétaires. Nous faisons voir comment une
certaine fonction d’une infinité de variables est étroitement reliée aux temps
d’arrét optimaux. Enfin, nous étudions le comportement asymptotique du
rendement de certains temps d’arrét pour le probléme des # secrétaires lorsque
n tend vers 'infini.

2. Considérations générales sur les temps d’arrét. Donnons d’abord
les définitions fondamentales relatives aux temps d’arrét. Soient {X .97}
(: =1,2,...,n) n espaces mesurables, &7, étant une tribu donnée sur X,
on considére le produit cartésien X = II%_, X;: nous nous intéressons aux
tribus suivantes sur X; %1, X, ..., B, ot X, est la tribu engendrée par
‘“les 7 premiéres variables”’, plus précisément c’est la tribu engendrée par les
parties suivantes de X;

{HlAj;Aj €Mjetsij>7:,Aj =XJ} .
=

Un temps d’arrét est par définition une fonction ¢: X — {1,2,..., n} telle
quepour:i =1,2,...,n i} ={x:t(x) =1 € Z..

Venons-en au probléme fondamental de 'analyse séquentielle : Une mesure
u est donnée sur l'espace mesurable {X, &,}, et 'on a n fonctions intégrables
sur X : Wy, We, ..., W, ot W, est une fonction qui ne dépend que des ¢
premiéres variables, c’est-a-dire que W, est mesurable pour la tribu &Z,. Si T
désigne la totalité des temps d’arrét, peut-on trouver un temps d’arrét r tel
que

EW) = [ W @u) < [ Wi @)an)

pour tout ¢ € 7" ? Si oui, comment peut-on l'expliciter. Arrow, Blackwell et

Girshick [1] ont déterminé la solution suivante A ce probléme d’analyse
séquentielle.
TutorEME 1 (Arrow, Blackwell et Girshick). Soient {X;, &/} 1 = 1,2,...,n,
n espaces mesurables, soit u une mesure sur (X = 11", X, B = Q1A .} et
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soient W,: X >R, 1= 1,2,...,n, n fonctions p-intégrables sur X ot W, ne
dépend que des © premiéres variables, on pose alors par récurrence & rebours

W*(x) = Wa(x),

Wi*(x) = min(W;(x), (& W;a*) (x)),j <n
et
7(x) = min{j: W;(x) = W;*(x)}

alors si ¢ est un temps d’arrét,

(Remarque au sujet de la notation du théoréme : si W est une fonction
p-intégrables sur X, si ¢ = 1,2,... ou n, & (W) est la dérivée de Radon-
Nikodym de la mesure W (x)du(x) par rapport & la mesure u restreinte a la
tribu &, cest-a-dire & (W) est la fonction définie presque partout par
rapport 4 la mesure p telle que

(a) & (W) (x) est une fonction mesurable qui ne dépend que des ¢ premiéres
variables;

(b) pour tout B € %,

J emeae = [ weae.

Supposons maintenant que nous avons des informations additionnelles sur
la mesure u et les fonctions W, : supposons que la ¢*-fonction W,;(xy, . .., x,)
ne dépend que de la variable x; et que la mesure p est la mesure-produit
®'i=1 p; Ol g, est une mesure de probabilité sur I'espace mesurable {X;, %7},
on voit alors que la fonction W.*(xy, . . ., x,) ne dépend que des variables x;,
X1, ... et x,. D'ol

EmW@ = [ Wik s o) .

= fW,*(x)du(x) = Cj (j =2,3,..., n).
On pose également ¢; = [ Wy*(x)du(x). D’ot

W*(x) = min(W;(x), ¢541) 1

IIA
.
lIA
N

D’autre part, on peut remarquer que
¢; = inf(&(W,): {t € T et pour tout x, t(x) = j}).
Résumons ces considérations sous la forme d’un théoréme.

THEOREME 2. Soient { X, ;, ui} © = 1,2,...,n, n espaces de probabilité,
sotent X =1I"_, X, & = R et p= Qi1u; et soient {W.}i=
1,2,...,n, n fonctions, chacune ne dépendant que de la 1° variable, désignons
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N

par T; la totalité des temps d’arrét qui se produisent aprés ou & instant i et

notons par
c;=inf{&FW,):t€T},i=12,...,n
et par
Cpy1 = O
st U'on pose
r(x) = inf{7 : Wi(x) < cip1}
alors

1 = G@(W‘,)

3. Formulation du probleme des secrétaires. » candidates postulent un
poste de secrétaire. On suppose que chacune a un rang entre 1 et # et que
deux candidates #'ont jamais le méme rang. Selon un ordre inconnu, ces
candidates s’aménent successivement pour subir une entrevue. L’employeur
lorsqu’il rencontre la 7® candidate peut reconnaitre le rang relatif de celle-ci
parmi les autres candidates déja interviewées bien qu’'a ce moment il ne puisse
pas trouver son rang absolu parmi les # candidates (sauf si 2 = n). Aprés la
1¢ entrevue (¢z < n), 'employeur doit décider s’il choisit cette ¢ candidate ou
s'il attend de choisir parmi les (z — ¢) candidates restantes & interviewer ;
apreés la n® entrevue, 'employeur doit choisir cette #° candidate. Le probléme
posé est de déterminer la technique que doit utiliser 'employeur pour que
I'espérance du rang absolu de la candidate choisie soit la plus petite possible.
Pour étre plus précis, décrivons un modéle mathématique pour ce probléme.

Soit # un entier donné, supérieur a 1. On considére 'ensemble des permuta-
tions (y1, ¥2, . . ., %) des n premiers entiers naturels 1, 2, ..., #. On proba-
bilise cet ensemble en accordant un poids de (#!)~! & chaque permutation. Si
(y1, ¥2, . - ., ¥») €st une permutation et si 1 < ¢ < %, on désigne par x; le
rang relatif de v; par rapport & {y1, 2, . . ., ¥4}.

Ici

Prix; = j} = 1/i

sij=12,...,0u s Soit X; =1{1,2,...,1}, on considére la distribution
uniforme u; sur X ;. On pose

X=ngi, w= 1(_5)1111

Nous nous intéressons & la collection 7'(n) des temps d’arrét pour la suite
aléatoire (%1, %2, ..., %,). Nous recherchons un temps d’arrét 7 tel que
& (y,) £ & (v,) pour tout ¢t € T'(n). Comme il est démontré dans Chow,
Moriguti, Robbins et Samuels [2], & (y,) = & ((n + 1)x,/(t + 1)). Si l'on
pose Wi(x1,...,%,) = (n+ 1)x,;/(Z 4+ 1), on est alors dans le contexte du
Théoréme 2. Introduisons les sous-collections 7';(z) de temps d’arrét : T;(n) =
{t € T(n) ; pour tout x ¢(x) = ¢}. Si nous faisons comme Chow, Moriguti,
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Robbins et Samuels en posant
ci(n) = min{ & (W,) : t € T;(n)}, 1<iZ#n

et ¢,41(n) = + o0, on obtient que 7 — ¢,(n) est une fonction croissante et
que si 7(x) = min{i: W(x) £ ciy1}, alors ci(n) = & (W,). Nous désirons
obtenir une formule plus explicite pour ¢i(n).

4. Seconde détermination de c;(n). Considérons la totalité des suites

d’entiers (s1, S2,...,5,) telles que 0 =51 =...=s, =n et s; <1 pour
2=1,2,...,0u (# — 1). Une telle suite permet de donner le temps d’arrét
(%1, ...,%,) = minfi: x; = s;}. Evaluons l'espérance du rang absolu,

& (y.), avec ce temps d’arrét. La probabilité que le temps d’arrét se produise

a 'instant k& est
k—1
k 1,-;11 i/

(I est sous-entendu dans ce texte que I'expression 1172, u; vaut 1 et que
Pk, vaut O si p est un entier et u, est une suite donnée de nombres). Si le
temps d’arrét se produit a linstant &, il est alors équiprobable que
xr=1,2,... ou 5. Comme & (yi|xz =1) = ((n+ 1)/(k + 1))i, alors
I'espérance conditionnelle de y. sous la condition que 7 = k est

f: in+1) @4+ D+ 1)
Tk 4 1) h 2(k + 1) ’

0 =5 ({1 (552) i

k=1 i=1 1
Associons a la suite
(s1, S, - - ., 5u) la suite (41, ts, .. ., 4,) o0 ¢; = min{j: s; = 1}.

Exprimons & (y,) en fonction des nombres t3, ts, . . . , f,.
(a) On remarque que

th—1 s k—1 s
=11 (?—1—5) 8=, k=12..n

(b) Si - o
1
th+1—1 j—1 -
—s) 1
| = 2\ ") 53y E=1L2....n-0,
alors

th+1—1 1—1'__k) 1
J'=Ztlc gk v TiG+1)’

(e — D! BTG — 1 — B)!
(tk —1- k)! j=tk (]+ 1)!

bl

Jk=
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Or il est facile de vérifier I'identité suivante :
Z(y—kw ((p—k)!_(q—k)!)
G+D! "k p! q!
k, p et g étant des entiers, 1 < k < p < ¢q. D’ott

o1 ((tk~—k— D! (1 — k — 1)!) (t — 1)!
FTR41 B! Lpgr! t—1—=R)!"’
__L_(l_i ; (ik_—l_))
Te B+ 1\t iy I'L'_=Il bepr — 1))
On pose
1
Jn = nin+1)°
—1 . k
_ bi—1 1 ) ( ti— 1 )
©) e L (k + I)Hl (tk =1 (b4 Dby 1111 bepr — @
(d) Posons
—1 .
a; = tiz—i , 12k <mn,

alors

2
n—1
&) = nt 1( (Eak—iam)) +%1an
+

C’est la formule que nous voulions établir :

PRroPOSITION 3. S¢ (#1, ¢, . . ., t,) est une suite croissante d'entiers telle que
4, >1G6=12,...,n—1)ett, = n, si 7 estle temps d'arrét

(%1, ..., %,) = min{j: t; < j}

& () —”+1§=: (lﬁlg)

iamily — 1

alors

Si U'on pose
n+ 1 n k— lt
Jaltay e oo yty) = B

i

| —

~

=1l by —

alors

ci(n) = min{ f,(41, ..., L)L, EN, W S by Sty =1,
ett; >1,1=1,2,...,n— 1}.
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Nomenclature. Le temps d'arrét qui est associé au z-uple ({1, ts, ..., t)
dans la derniére proposition sera appelé le temps d’arrét dont les temps
d'attente sont #y, ty, ..., 4. Le miveau d’'un tel temps d'arrét sera l'entier
max{z : t; < n}. On notera par T (n, m) la totalité des temps d’arrét, qui sont
de niveau inférieur ou égal & m dans le probléme des n secrétaires. Enfin, on
posera ci(n,m) = min{& (W,) :t € T'(n,m)}, cest le seuil inférieur de
I'espérance du rang de la secrétaire choisie d’aprés un temps d’arrét de niveau
inférieur ou égal & m.

La tAche des deux prochaines sections sera d’étudier le comportement
asymptotique des quantités c;(n, m) lorsque # tend vers linfini. On peut
observer que ¢i(n,m) < ci(n,m + 1) pour m =1,2,..., (n — 1) et que
ci(n, m) = ci1(n) lorsque 2m = n. Pour cette derniére raison, nous allons
toujours supposer que 2m =< n. Nous allons démontrer dans la suite que de
fagon uniforme par rapport a m

m—1
lim cl(n, m) (m/n)ll(m+l) H (’L/(t + 2))1/(t+1) = 1.
n—>co i=1

5. Minoration du rendement des temps d’arrét de niveau donné.
Revenons a la fonction de # variables

ln
fn(tly"-ytn)=n_2|_ Z

k=1

k—1 t

I1

i=1 tk -

i'_'L
’l;.

TS

Introduisons également la fonction

fn,m(tly tZy s e ey tm) = fn(tly t?y ey tn)

olt; =nsii> m.

n+1(m1k_lti_’i n‘—'mmtl—i)
iy o oo ybm) = —7 - . -] .
frm(t n) 2 kgltki=1tk_’b+ " l;Iln'—’L
On pose Ci(m,m) = min{ fom(t, ..., tn): 0=t ... Zthw <n, ¢t €R,
b, =tpours =1,2,...,m}.
Soit (f1(n, m), f2(n, m), . .., L,(n, m)) un point ol est atteint le minimum

1(n, m). Nous avons besoin de connaitre le comportement asymptotique des
quantités Z,(n, m).

LEMME 4. St m et n Sont deux entiers donnés ol 2m < n, i, (n, m) est le nombre
réel t tel que t > m et

()3

=0t —j) et —1
On a que tn(n,m) < in(n 4+ 1, m). De fagon uniforme en m,

lim,_ ot (1, m)/(mnm)ll(m+l; -1
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Démonstration. Un retour a la définition de la fonction f, (1, ..., tw)
montre que I, (n, m) est le nombre ¢ qui minimise la fonction
m—l
t—
=0 t -

C’est donc la valeur ¢ telle que ¢(¢) = 1 si

o(t) = ('f; _1—) :ﬁo 2= tetsig(n) S 1S blm).

=t—7

Si l'on se sert des inégalités

t—m _t—1
m=n—1
) S m(n —m)"/( —m)™+. Dot ¢(m) =

La premiére partie du lemme est donc etablle

1, m) est alors évidente. On remarque main-

I\
fIA

R~

,

n—
on obtient que mn™/t"*t! < ¢ (¢
et puisque 2m = n, ¢(n) < 1.
L’inégalité %,(n, m) < t,(n +
tenant que

(MmO < T,y m) S m A [m(n — m)m VoD,

Un petit raisonnement d’analyse montre que de fagon uniforme en ,

lim(m + [m(n — m)m]1/<m+l))/(mnm)l/(mﬂ) -1

n—>o0

Ce qui compléte la démonstration du Lemme 4.

Sity = In(n,m),sil'onposeu; = (t; — 1)/ (tn — 1) et g m (U, ts, . . ., Up) =

2 (m 4+ 1)7Y, n(t1, t2, . . ., L), on obtient que
w — )1 %Ziu, —m
Gom @1y o ooy Uy) = + H%z
" " kZ=1Hi— (ur(tm — k) + k — Z=:ot —7J

Le Lemme 4 montre que la suite de fonctions gn,m(ul, e, Um), B = 2m,
2m + 1, ... est croissante et converge lorsque # tend vers l'infini vers la
fonction

m k—1 m
(U, oo Up) = ;uk‘knl u; + ml;Ilui.

Il y a lieu de juger que toutes les fonctions g, , sont définies sur le méme
espace U = {(u,)21:0 = u; £ 1}. On aura aussi besoin de parler de la
fonction

- r—1
g(u) = Z uk""H U
*=1 i=1

Posons maintenant 7, , = inf{g, »(u) : u € U}, vn = inf{g,(u) : u € U} et
v = inf{g(u) : # € U}. On a donc les inégalités suivantes

ci(n, m) =z ¢(n,m) = [28,(n, m)I71(n + 1)vp m.
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Le lemme suivant garantira que

lim Yum = V.
n—>c0

LEMME 5. St {g,(x)}%=1 est une suite croissante de fonctions semi-continues
inférieurement définies sur un espace compact X @ valeurs dans (—o0, 0], st
g(x) = limy g (x) &= +00, alors

inf{g(x) : (x € X} = iim(inf{gk(x) 1x € X}).

Démonstration. Posons ¢, = inf{g;(x) : x € X} et ¢ = inf{g(x) : x € X}.
Puisque gx(x) = g(x), on a que ¢ = ¢. La suite ¢, est croissante, donc
limy ocx S ¢. Soit € > 0, si O = {x: g(x) > ¢ — €, {Or} est une suite
croissante d’ouverts dont la réunion est X. La compacité de X donne qu'il
existe un NV tel que Oy = X et alors ¢y > ¢ — e. Ainsi limg_.¢; = c.

L’effet du Lemme 4 joint au Lemme 5 produit que

) VD
lim inf ¢1(n, m) | — = Yn/2.
N0 n

Maintenant on veut établir 'uniformité de ces limites par rapport a m.

Puisque Yom,m = va.m ON obtient que

In@Cm,m) n+1
Lntn,m) 2m + 1 Tamam

m 1/m+1
lim ian: inf ci1(n, m) (;) :I = lim inf vyou m.

N0 nZ2m Mm—3c0

ci(n,m) =

Montrons que lim inf, oYemm = v = limy,.yn. Revenons aux fonctions f,
en posant hy,(v1,vs, ...) = @n/(n + 1))f(tr, ..., 8) o © =2m, t;, =1+
(n — 7)v, lorsque {vx}5=1 est une suite de nombres de [0, 1],

B (v1, V2, . . .) =§’f (ﬁl )/(H (k —4) 4 @m ——k)u") .

k=1 \ i=1 =0 2m — 1

La suite &, est une suite croissante de fonctions semi-continues inférieurement
définies sur I'espace compact V = 112, [0, 1] et

© k—1
h(v1, s, ...) = lim k,(vy, 02, ...) = 21 vk""nl Vs,
k= i=

vu le théoréme de Beppo-Lévi.
Posons ¥,, = inf{h,/v) : v € V}, on remarque que
72m,m(m + 1/2)/ZM(2mr m) = El(n, m) = (2m + 1)'>-’m/4m
D’ou

11m 'YZm,m/')-’m = 1

m—-co
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Comme

lim v, = 7 = inf{k(v) :v € V},

m—co

alors

lim Yomm = V-
m—->o

Pour montrer que ¥ = ¥, il suffit de montrer que

© k—1
lim Z Uy '”H u; + mH u; = Z uk_kH Uj.
k=1 i=1

Mmoo k=

Or si

=3 k—1
Z uk_kH Uq < Q.
k=1 i=1

Alors

ol

2

2
k=1
2m  k—1
lim ) H u; =0

m-co k=m i=1

2m
lim ) Huz—O

Mmoo k=m i=1

2m
limm[] u;=0
) m i=1
D’ou
Y=

Un calcul explicite fait voir que v, = 2 II7"3' (1 4+ 2/4)V(+DY. On obtient
donc que de fagon uniforme par rapport a m,

m—1
lim inf 61(11, m) (m/n)ll(m+1) H [’L/(z + 2)]1/(i+1) = 1.
i=1

n—->co

6. Majoration du rendement de certains temps d’arrét. Considérons
deux entiers donnés z et m ol 2m = n. Nous considérons un temps d’arrét de

niveau m dont les temps d’attente f, ¢, ... et £, sont définis de la fagon
suivante : sia; = L1g; [k/(k + 2)]V/*+D ¢, est le plus petit entier qui dépasse
le nombre (mn™)Y(™tVq. /a, lorsquei = 1,2,...,mett, = n lorsque 7 > m.

Désignons par f,, le temps d’arrét défini par ces temps d’attente. Les
inégalités (x — 4)/(v — 1) = u/v lorsque 7 £ u =< v permettent de prétendre

que
n k—1
5 (1)
k=1 i=1

s’il est vrai que £, = 17, c'est ce qu’assure le prochain lemme.

LEMME 6. S(1 72 <m = n,1 £ (mn™)V™a,/a,,.

ci(n,m) £ E Ym) < +
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Démonstration. On procéde par induction a rebours de m jusqu'a 1 :

i— 1\
aia/as = (¢+1) :

Or
2z @ —-1)=0G0+1)0G—-1),
> (1 — 1)
D’ou
1> (@ —1)"1z 4+ 1)
et

(@i/a)? 2 [0 — 1) /4]".

Si m est fixe, on voit que

lim sup 26 (y4,,.)

n->co
m k—1 m
< lim sup (mn™)"/ ™0 (Z ( ti) L 4 un (tin_l))
N30 k+1 \ Ti=1 n i=1
m k—1 m
= Z (H “i) w" +mn Uy
k=1 i=1 i=1
ou

Uy = ay/an.

La derniére expression vaut v,. D’ol
P Y

( 1/(m+1)
lim sup \;) Cl(ny m) = 'Ym/2‘

n->c0

Pour établir que la limite est atteinte de fagon uniforme par rapport a m, on
fait les majorations suivantes :

k—1 r—1
(mnm)llm+1 (Hl tz) tk—k é ak-—k I:Il ((Ii + k—l)

Or la suite IT%23 (1 4 a,~'%~1) est A variation lente et

(ﬁlth) @ = 2v/[k(k + 1)]

i=1
Ainsi
feed

k—1
Z (lk_k Ii-;[l (a,; + k—l) < 0

=1
lim sup(sup(mn’")llm+1n (tin—l)) < lim sup(mH ai) 11 @ + (man)™).
M->c0 n i=1 n->c0 i=1 i=1

Un peu de calcul montre que m 1171 a; = O(m). La derniére limite est donc
nulle. Ces estimés sont donc suffisants pour compléter la démonstration du
théoréme suivant :
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TuEOREME 7. De fagon uniforme par rapport @ m,

m—1
lim Cl(n’ m) (m/n)l/(’”+l) H (’L/(’L + 2))1/(i+1) = 1.
n->c0 i=1

On obtient comme corollaire la proposition de Chow, Moriguti, Robbins et

Samuels [2] :
© 1/n
lim e (n) =[] (n + 1) .

n-c0 n=2 \N — 1
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