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COMPARAISON DE DEUX MESURES
DE POLYNOMES

V. FLAMMANG

RESUME.  L’objet de cet article est d’une part la comparaison de la mesure de Mahler
et de la longueur d’un polynome a coefficients entiers dont toutes les racines sont réelles
positives. Nous comparons ensuite la mesure de Mahler d’un polynome a coefficients
entiers ayant toutes ses racines réelles a une mesure généralisant la longueur.

1. Introduction. Soit P = apx? +--- +a; = ap(x — )+ (x — ag), apag # 0,
P # x, un polynome a coefficients complexes. La mesure de Mahler de P se définit par
M(P) = |ag| T2, max(1, |a;|). La longueur de P vaut L(P) = % |a;|.

Dans le premier paragraphe, nous montrons :

THEOREME 1.1.  Tout polynome P = apx® + - - - + ay, apag # 0, a coefficients réels
de degré d > 4, sans racine réelle vérifie :

o B G
(1) L(P)§2d_2M(P) ), - 2"“” )

Soulignons que la relation (1) peut se déduire du lemme 4 de Boyd dans [1] sous la
condition plus faible : toute racine « de P satisfait : |a?> < ]— Mais la démonstration
du théoreme 1.1 que nous présentons est particulierement simple.

Le second théoréme est la comparaison de la mesure de Mahler et de longueur d’un
polynome a coefficients reéls dont toutes les racines sont réelles positives (polynome
totalement positif). Nous obtenons :

THEOREME 1.2. Soit P € R[x], de degré d > 1, unitaire, totalement positif tel que
|P(0)] > 1 et |P(1)| > 1. Alors

(1+¢§)d_(L(P)

) (s SURCON

S_—f@
< <
) <= (5 (4

REMARQUE. Si P est a coefficients entiers, les conditions du théoréme sont réalisées
lorsque x et x — 1 ne divisent pas P ; de plus, il y a égalité si et seulement si P est une
puissance de x> — 3x + 1.
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L’exemple suivant illustre I’amélioration apportée a I’inégalité bien connue
1
@ 57 LUP) < M(P) < L(P).

Soit le polynéme totalement positif suivant : P = x* — 7x* + 13x> — 7x + 1. (2) donne
1,81 < M(P) = 8,068 --- < 29 alors que par le théoreme 1.2, 0ona 7,59 < M(P) <
9,56.

Enfin, nous introduisons une autre notion de mesure qui généralise la longueur

d
R(P) = |ao| [[l(l +Jeul).

On a toujours L(P) < R(P). Il y a égalité si P est totalement positif ; dans ce cas, R(P) =
L(P) se calcule a I’aide des coefficients de P. Par contre, si P est un polynéme dont
toutes les racines sont réelles (polynome totalement réel), il est nécessaire de connaitre
les racines de P pour évaluer R(P).

Dans le cas d’un polynéme totalement réel, nous montrerons :

THEOREME 1.3. Soit P € R[x], de degré d > 1, unitaire, totalement réel tel que
|P(0)| > 1et|P(£1)| > 1. Alors

5-1

(1 +2\/§) %.[R(P)(\/gz— l)gg]é_ < M(P) < (1 +2\/§)§~[R(P)( ‘52_ 1)¥]ﬁ+2.

REMARQUE. Si P est a coefficients entiers, les conditions du théoréme sont réalisées
lorsque x, x — 1 et x + 1 ne divisent pas P ; de plus, il y a égalité si et seulement si P est
une puissance de x> — x — 1.

Soit le polynome totalement réel suivant : P = x* —4x?+2. (2) donne 0,43 < M(P) =
3,41-.. < 7 alors que par le théoréme 1.3,0na 1,16 < M(P) < 4,03.

Les théoremes 1.2 et 1.3 découlent de deux lemmes plus généraux présentés au para-
graphe 3.

2. Démonstration du théoréme 1.1. Soit P = apx? + - +a; = ap(x — ay) - - -
(x — ay) € R[x], apas # 0, de degré d > 4, n’ayant aucune racine réelle.

Soit d; (respectivement d, et d3) le nombre de racines de P de module 1 dans le demi
plan supérieur (respectivement de module > 1 etde module < 1). Ona 2(d, +d>+d3) = d.

On numérote les racines de sorte que oz, = o, 1 <j <d;, 1 <i <3.

Ona:

d) dy ds
L(P) < |ao| l:[l(l +og))? - ]__[l(l +lay)? - l:[l(l + o]y,

Nous utilisons ici un lemme intermédiaire qui s’obtient facilement par récurrence.
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LEMME 2.1. Soient x,...,x, des nombres réels tous supérieurs ou égaux a 1 ou
tous inférieurs ou égaux a 1. Alors

(+x) <27 (1+ ] %)

1 i=1

n
Par conséquent, L(P) < 224 +2d2_2+2df'i2 laol[(1 +H;ii1 la)(1+ Hj’il || ))? c’est a dire

2 lad \2
L(P) < 247*a|(1 + "T{g{l) 1+ 1&;’(;1)) car |ag| = M(P) - I, |euf?.

3. Démonstration du théoréme 1.2. Elle repose sur deux lemmes préliminaires.

LEMME 3.1. Soit P € R[x], de degré d > 1, unitaire, totalement positif et non

divisible par x et x — 1. Alors pour tout ¢y, 0 < ¢y < 5%5, ona:

meyz (K)" (B oy e

oucy > 0etc; > 0 nedépendent que de cy.

LEMME 3.2. Soit P € R[x], de degré d > 1, unitaire, totalement positif et non
divisible par x et x — 1. Alors pour tout ch, 0 < ¢}, < 1=

\/g,ona:
V5—1
2

cod , ,
L(P) > M(PYs - 5% - ( ) - [PO)[ - |P(D)]2

ou cy > 0 et ¢}, > 0 ne dépendent que de c},.

REMARQUES. a) Si P esttel que |[P(0)] > 1 et |P(1)] > 1 alors

o> (52)"(555)

et

y (\/5—1)‘8"'

L(P) > M(PY* - 5 - | ==

b) Pourcy = 0 et P € Z[x], on retrouve un résultat de Hohn et Skoruppa [4] qui
redémontrent un résultat de Schinzel [5].
¢) Pourcy = 0, si P est tel que |P(0)] > 1 et |P(1)] > 1, ceci montre que :

L(P) > 5}
(résultat déja montré pour P a coefficients entiers dans [3]).

3.1 Preuve du lemme 3.1.

3.3.1 Principe de la démonstration. Soit f(x) = log,(x) — (co log(x + 1) + ¢ log(x) +
clog|x — 1|) une fonction définie pour x > 0, x # 1 et telle que min,»o f(x) = m ; les
¢i, 0 <i <2, appartiennent a R* et log,(x) = log(max(l, |x])).
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Tout polynome P satisfaisant les conditions du théoréme et de racines (o;)i<i<4)
vérifie donc :

log, () > colog(a; + 1) +¢; log(a) + ey loglay — 1| +m 1 <i<d

et en sommant sur i, il vient

d d d
lo ;) > colo a;+1))+clo o)) +erlo | — 1]) +dm
g+(,l;[| ) 0 g(}l_]l( )) I g(£[|( ) 2 g(I:] l)
ce qui donne

M(P) > L(P)* - |PO)[" - |P(1)| - €™

3.1.2 Détermination explicite de m, ¢y, ¢, c;. Pour cela, nous imposons deux conditions
a la fonction f :

1) &) = f(L) pourx > 0

2) f atteint son minimum en 3i2 2
La premiere condition permet de restreindre 1’étude de f a I’intervalle 10, 1[ et fournit
une relation entre les ¢; :

3) cot2ctey=1.

Sur 10, 1[, f s’écrit : f(x) = —(co log(x + 1) + ¢; log(x) + c; log |x — 1|) Le numérateur
de la dérivée de f, noté numf”, vaut en utilisant (3) :

numy’(x) = (1 — e} + (1 — 2¢0 — 2¢1)x — ¢y

La seconde condition impose f” (3—_35) =0.Nlenrésulte c; = 1 (i:ﬁ 2c0) Puis, en
reportant cette valeur de ¢; dans (3), on obtient ¢; = ‘/_ Q@ o < 3= ‘/_

3— f

entraine ¢; > 0

et ¢, > 0. Vérifons que =5%2 est bien un minimum pour f

1 — /5 5+ 5+4/5 3+
numfzg-(x—3 2\/—) ( 2\/§+2c0)x+ 2\/_—2co 2\/—5-]

Or, 54)'25 +2¢co > 0et 5%@ — 2003123@ >0carcy < 5-_435.

Par conséquent, /' admet une unique racine comprise entre 0 et 1 et /' y atteint son
minimum.

Il reste a calculer m

" :f(3 _2ﬁ) = l°g(l+2\/§) +c°1°g(is)‘

Ceci termine la démonstration de 3.1.

3.2 Preuvedulemme 3.2. Elle est analogue a celle du lemme précédent. On utilise cette
fois la fonction g(x) = log(x + 1) — (c6 log,(x) + ¢} log(x) + ¢ log |x — 1|) Les deux
conditions imposées restent identiques.
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On en déduit :

5-4/5
10
_ 1—\/§c6
=

2
/ ’
C] = g_ Co,
/
)

co < implique ¢} > Oetcy > 0.

1
V5
On vérifie que g atteint bien son minimum en %ﬁ et

g(Siﬁ) = log(\/§)+c{)log(\/§— l).

2 2
Ceci prouve I’inégalité¢ du second lemme.

3.3 Finde la preuve. On a établi que si P € R[x], de degré d > 1, unitaire, totalement
positif et non divisible par x et x — 1 tel que |P(0)] > 1 et |P(1)| > 1, alors pour tous ¢
etch0<co<355,0<cp < &,

(55" (40) <uun= (155 (40"

(@) (b)

Comme 5;(? > 1 d’apres la remarque c), I’expression (a) est la plus grande possible pour

co= Sﬁé et I’expression (b) est la plus petite possible pour ¢, = %
Finalement, on aboutit a I’inégalité du théoreme 1.2.

4. Démonstration du théoréme 1.3. Le principe en est le méme que pour le
théoreme 1.2. Aussi nous n’en donnerons que les différentes étapes. L’inégalité souhaitée
est issue de deux inégalités plus générales énoncées dans les lemmes suivants

LEMME 4.1. Soit P € R[x], de degré d > 1, unitaire, totalement réel et non divisible
parx, x — 1 et x + 1. Alors pour tout cp, 0 < ¢p < @ ona:

IV
)

MP) > R(P)* ( PO - |P(1) - P(=D)[?

oucy > 0etc; > 0 ne dépendent que de c.

LEMME4.2. Soit P € R[x], de degréd > 1, unitaire, totalement réel et non divisible
parx, x — 1 et x+ 1. Alors pour tout ¢}, 0 < ¢y < V5—-2 ona:

[P - |P(1) - P(=1)|

1+\/§)(¥)d

RP) = MEPFe- (=
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ouci > 0 et cy > 0 ne dépendent que de c;,.

Les fonctions f et g qui interviennent dans les preuves de ces lemmes sont

fx) = log, |x| — (co log(1 + |x|) + 1 log x| + c2 log |x* — ll)
g(x) = log(1 + |x) — (c log. || + ¢ log|x| +cj log |x* — 1|).

Afin de déterminer ¢; et ¢! pour i = 1,2, nous imposons les conditions suivantes
1 1
D fG) =f(3) etg(x) = g(3)
. . . li 5
2) f et g atteignent leur minimum en ~5-.

En remarquant d’une part que f(x) = f(—x) et g(x) = g(—x), on peut restreindre
I’étude des fonctions a x > 0. D’autre part, la premiére condition réduit le domaine a
Iintervalle ]0, 1[ et relie les constantes entre elles par co+2¢,+2¢; = 1 etcy+2c|+2¢; =
1.

La seconde condition entraine que les dérivées des deux fonctions s’annulent en ﬁ{—‘-
ce qui conduita :

cl=5—\/§_\/§co

10 5’
C‘2=!—-5—(,‘()—-—-———5_‘2\/g

10 10 °
c'——\/z——c'5~\/g
s 0 10
c 5_2‘/5__6/_\/_5
2710 %10

co < 52- implique ¢c; > 0etcy; >0,

ch <V/5—2 entrainec) > 0etch > 0.

On vérifie aisément que 352_—‘ est le seul point de 0, 1[ ou les dérivées sont nulles.

Enfin, pour aboutir aux inégalités souhaitées, il reste a évaluer f et g en 357_—' :

A5 - 55) (52

(ﬁ— 1) - 1+¢§) (3~c{))

B2 )T 2 2 )

11 suffit pour arriver a I’inégalité annoncée dans le théoreme 1.3 de combiner comme
précédemment les résultats de ces deux lemmes.

et
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