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COURBES ELLIPTIQUES AYANT BONNE REDUCTION

EN DEHORS DE 3

GERARD LIGOZAT

Introduction

Le resultat principal de ce travail est le suivant: les courbes elliptiques
definies sur Q, et ayant bonne reduction en dehors de 3, veriίient la con-
jecture de Weil (cf. [2], Th. 2).

La demonstration de ce fait decoule d'une construction explicite des
formes paraboliques de poids 2 sur les groupes de congruence Γ0(3v), v =
3,4,5. La methode utilisee pour faire cette construction, ainsi que la
faςon d'en deduire la validite de la conjecture de Weil, sont celles em-
ployees par Honda et Miyawaki dans leur article [2] relatif au cas ana-
logue des courbes ayant bonne reduction en dehors de 2.

Ces questions sont traitees dans les deux premiers paragraphes.
Dans un troisieme paragraphe, on utilise les symboles modulaires pour

donner une description de la jacobienne «/0(3
4)> associee au groupe de con-

gruence ΓΌ(34)> en termes de reseaux complexes. On montre dans le
quatrieme paragraphe comment on peut deduire des resultats obtenus:
d'une part, certaines proprietes galoisiennes des points de 3-division des
courbes elliptiques de conducteur 27; d'autre part, les proprietes galoisien-
nes des points de 3-division d'une certaine courbe elliptique consideree
par Koike dans [3], § 3. Ces proprietes sont demontrees par Koike par
une autre methode, et lui servent a determiner une equation explicite de
cette courbe. Notre demonstration montre qu'elles ont une origine
"modulaire".

Je tiens a remercier ici le Professeur Koike qui a bien voulu s'inte-
resser aux resultats de la premiere partie de ce travail, et dont Γarticle
cite plus haut a motive la seconde partie.

Received October 16, 1978.

115

https://doi.org/10.1017/S0027763000018547 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000018547


116 GERARD LIGOZAT

1. Construction de formes paraboliques

Notons (Γ0(3v), 2)o Γespace des formes paraboliques de poids 2 sur le

groupe de congruence Γ0(3v), v = 3, 4, 5, resp. Cet espace est de dimension

1,4,19 resp. Le sous-espace engendre par les formes primitives est de

dimension 1, 2,12 resp.

Soit £> = {zeC\Im(z)}0} le demi-plan de Poincare. On notera φ* le

demi-plan de Poincare complete:

On designe par X0(3v), v = 3, 4, 5, la courbe modulaire associee a Γ0(3v).

Cette courbe est lisse, projective, definie sur Q, et de genre egal a la

dimension de (Γ0(3v), 2>0. Enfin, on note JQ(3V) la jacobienne de X0(3v).

Soit η{z) la fonction eta de Dedekind, definie par

η{z) = e w Π d - ^ n ) t

oύ 2 6 § , et oύ Γon pose q = e2ffίί.

1.1. Formes sur Γ0(3v), v = 3,4

PROPOSITION 1.1.1. a) La fonctίon:

F?\z) = 7](3z)2η(9z)2 Ξ=q- 2q" - q7 + hqιz + 4g16 - 7g19

- 5g25 + 2g28 - 4g31 (mod g37) ,

est Γunique forme primitive normalisee de (Γ0(33), 2>0.

b) Soient:

= q2 - q* - q» - 2qn + 2qu + 3q17

+ 2q7 - 3q1Q - g13

2q28 + 8q31 + 9qZi (mod q37) .

Les fonctions G{4), G^4) constituent une base de Γespace engendre dans

<T0(34), 2>0 p a r Zes formes primitives. Les deux formes primitives normalisees

sont:

et
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COURBES ELLIPTIQUES 117

F 2

( 4 ) = <?<4> -

Demonstration. Le Theoreme 1 de [2] montre que JFΊ(3) est un element

(non nul) de <Γ0(33), 2>0 (cf. aussi [4], Prop. 3.1.1); on en deduit la partie

(a); le meme theoreme entraine que G{4) et G£4) sont des elements non nuls

de <Γ0(34), 2>0.

Soit S la matrice:

ί )
\27 1/

Toujours d'apres [2], Th. A, on a, avec les conventions de loc. cit.:

V(3 Sz) = (272 + ψ2^e-3πί/^η(Sz) ,

r/ίβ Sz) = (27* + ly

η(27-Sz) = (27^ + iy

II en resulte:

Ceci entraine (cf. [2], p. 368) que G{4) et G^4) sont orthogonaux a

<Γ0(27), 2>0 pour le produit scalaire de Petersson; ce sont done des com-

binaisons lineaires de formes primitives de <-Γ0(3
4), 2)0.

Enfin, Faction de Γoperateur de Hecke T(2) est la suivante:

Gί4) I Γ(2) = G^4) ,

G^4) I Γ(2) = 3Gί4) .

On obtient F£4\ F2

(4) en diagonalisant.

1.2. Formes sur Γ0(35)

Considerons maintenant Γespace <ΓΌ(35), 2)0, et cherchons a deter-

miner les elements de cet espace qui s'ecrivent comme produits de fonc-

tions eta. On obtient le resultat suivant:

PROPOSITION 1.2.1. La fonction:

(1.2.1.1) ^(0

oύ nu , n6 e Z, est une forme parabolique de poids 2 sur Γ0(35) si et

seulement si (nu , n6) prend Γune des seize υaleurs donnees dans le tableau

suivant.
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118 GERARD LIGOZAT

(re,, n 2 , n3, nt, n 5 , raβ)

(0,-1,3,3,-1,0)

(0,-1,5,-1,1,0)

(0,-1,4,-1,2,0)

(0, 2,1, 0,1, 0)

(0, 2, 0, 0, 2, 0)

(0,2,-1,4,-1,0)

(0,1,-1,5,-1,0)

(0,1,1,1,1, 0)

(0,1, 0,1, 2, 0)

(0, 2, 2, 0, 0, 0)

(0, 0, 2, 2, 0, 0)

(0, 0, 0, 2, 2, 0)

(0,1,2,1,0,0)

(0, 0,1, 2,1, 0)

(0,-1,6,-1,0,0)

(0,0,-1,6,-1,0)

notation de la fonction
correspondante

Gf>

Gf

Gf

Gi 5 )

G,w

G< 6 >

G,«>

Gί»

Gg>

iff

G ί 4 >

Gf>

Les formes Gf\ 1 < £ < 10, i Φ 7, sonί lineairement ίndependantes, et
appartίennent a Γespace engendre dans (Γffi), 2)0 par les formes primitives.

Demonstration. Utilisons les resultats de [4], 3.2. D'apres la Prop.
3.2.8 de loc. cit., Γordre de la fonction definie par (1.2.1.1) en une pointe
de niveau 3*'1 (1 <j < 6) est donne par la jί-ieme ligne de la matrice:

(1.2.1.2)
1
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COURBES ELLIPTIQUES 119

oύ Γon designe par Ω la matrice de terme:

ΩttJ = 35 + 2inf(i,y)-inf(t-l,6-i)-(i + j) ^ 1 < ί, j < 6 .

Le raisonnement fait dans la demonstration de la Prop. 3.1.1 de [4] montre
que les conditions suivantes sont necessaires et suffisantes pour que la
fonction associee a (nu , n6) soit une forme parabolique de poids 2 sur
Γ0(35):

( i ) nx + + τz6 = 4;

(ii) mί9 '",m,eZ;

(iii) ml9 -. , ιn β >0;

(iv) nx + n3 + n5 = 0 (mod 2).

S'il en est ainsi, le diviseur de la forme differentielle associee a la
forme parabolique est de degre 36; ceci s'exprime par la formule:

(v) mί + m6 + 2(m2 + /tt5) + 6(m3 + m4) = 54.

Pour determiner les solutions du systeme (i, ii, iii, iv), il est commode
d'utiliser (v). Plus precisement, posons:

u = mί + mQ υ = m2 + m5 w = mz + m 4 .

La condition (iii) entraϊne:

(iii)7 u,v,w>2.

D'autre part, on tire de (1.2.1.2):

24w = 244tti + 84n2 + 36n3 + 36n4 + 84n5 + 244n6 ,

24L> = 28Π, + 84n2 + 36n3 + 36^4 + 84π5

24^ = 4nλ + 12n2 + 36n3 + 36n4 + 12n5 +

d'oύ:

Dans un premier temps, on determine les triplets (u9 v, w) verifiant
simultanement:

(v) u + 2v + 6w = 54;
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120 GERARD LIGOZAT

(iiiX u, v9 w > 2;

(viy u = v (mod 9) v~7w (mod 9).

On trouve ainsi les neuf solutions suivantes:

(2, 2, 8); (4, 4, 7); (6, 6, 6); (8, 8, 5); (10, 10, 4); (12, 12, 3); (14, 14, 2);

(30,3,3); (32,5,2).

Pour chacune de ces neuf valeurs, on est ramene a resoudre un systeme

ne faisant intervenir que la moitie des inconnues. Montrons comment

on traite le cas u = 2, v = 2, w = 8.

On a; mx + mβ = 2; m2 + m5 = 2; m3 + m4 = 8,

soit (*): jij + nβ = 0; rc2 + n5 = —2; 7i3 + τι4 = 6.

Comme mu , m6 > 1, on a necessairement:

mj = m 2 = 7725 = m 6 = 1 .

On tire alors de (1.2.1.2) et (*):

24 = 242nj + 78n2 + 18n3 + 48 ,

24 = βn, + 78n2 + 18rc3 + 48 ,

soit Tit = 0, done n6 = 0, et (**) 13τz2 + 3n3 + 4 = 0. D'autre part, on tire

de (1.2.1.2):

24m3 = 6n2 + 18z23 + 48 .

On a done, utilisant (**):

3n2 = 1 — m3 ,

done

m3 =• 1 (mod 3); comme 1 < m3 < 7 ,

m3 peut prendre une des trois valeurs 1, 4 ou 7, done n2 = 0, — 1 ou — 2.

Enfin, (**) entraine: nz = 2 (mod 3).

Par consequent, 7z2 = — 1, d'oϋ n3 = 3, et m% = 4. On a ainsi obtenu

la solution:

Πι = 0, n2= —1, ra3 = 3, Πi = 3, n5 = — 1, ra6 = 0

du systeme (i, ii, iii).

On procede de fagon analogue pour les autres cas. On constate que

la condition (iv) est veriίiee par chacune des solutions de (i, ii, iii).
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COURBES ELLIPTIQUES 121

1.2.2. Donnons les premiers coefficients des developpements en serie

de Fourier des formes Gf, 1 < i < 10, i Φ 7:

G{6> = q + g4 + 2g7 + 2q13 + gIS + 2g19 + g25 - g28 - g31 - 6g34

(modg 3 7 ) ;

Gf > Ξ g ' + g1 + 2g10 - 2g13 - 3g19 + g22 - 5g25 - 3g28 + g31 + 3g34

(modg 3 7 ) ;

Gf > = g7 + q10 + 2qn - qlβ + qn - q22 + q» - 3g2S - 2g31 + q3i

(modg 3 7 ) ;

G f = q* - 2g7 - g10 + g13 + 3gIβ + 3g19 - 5g22 + qa - 3g28 - 2g31

(modg 3 7 ) ;

Gξ> = q1 - 2qw - qn + 2qw + qn + 2qn - 2g25 - 2g31 - 2g34

(modg 3 7 ) ;

= g - 2g4 - g7 + 3g10 - g13 + gIβ + 2g19 - 3g22 - 2g25

- g28 + 5g31 + 3g34 (mod g37)

= q* _ qί _ ςβ + qn _ qu + 2g20 - g23 - g2β - 2g29

+ 3g32 + 4g35 (mod g38)

Gf> = g5 - g8 - g» - gM + g17 + 2g20 - g23 + 2g26 - g32 (mod g44)

Gg' = gδ - g" - g" + g23 + g29 - g35 (mod g 3 8 ) .

1.2.3. On demontre comme en 1.1 que ces neuf formes sont orthogo-

nales a <Γ0(34), 2) 0 pour le produit scalaire de Petersson (cf. [2], p. 368);

plus precisement, cela resulte de ce que la matrice:

/I 0\
\34 1/

opere sur la forme parabolique de poids 2:

en la multipliant par

g-((3w2 + 9n3 + 3n4+7Z5)/12)πi

comme il resulte immediatement de [2], Th. A; or, pour chacune des neuf
formes considerees,

3n2 + 9ns + 3n4 + n, = ± 4 (mod 24) .

Les neuf formes considerees sont done des elements de Γespace engendre
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122 GERARD LIGOZAT

par les formes primitives dans <Γ0(35), 2>0.

1.2.4. Soient:

G<5) = Gέ5 ) 1 2 X 2 ) ,

Gg> = G f I Γ(2) .

Ces trois formes sont combinaisons lineaires de formes primitives.

On a:

O? > Ξ g + g 4 - g 7 - g 1 3 + g16 - g19 + g25 - 4g28 - 4g31 + 3g34

(modg3 7);

Gff = g2 + q* + qu - 2g17 - 2g20 - 2g23 + g26 - 2g29 - g32 - 2g35

(modg3 8);

Gg> = g2 + 2g5 + 2g8 + g11 - g14 + 3g17 - g20 + 2g23 - 4g26

+ 4g29 - 2g35 (mod q38) .

L'examen des coefficients de Fourier montre que les douze formes Gf\

1 < i < 12 sont lineairement independantes. On peut done conclure:

PROPOSITION 1.2.5. Les formes Gf\ 1 < i < 12, constituent une base

de Γespace engendrέ par les formes primitives dans (Γ0(2?), 2>0.

1.3. Diagonalisation

Pour determiner les formes primitives elles-memes, nous allons utiliser

la diagonalisation de T(2). Remarquons tout d'abord que Γespace engendre

par les formes Gf\ 1 < ί < 12, est somme directe de Γespace V engendre

par Gf, 1 < i < 7, et de W, engendre par Gf\ 8 < i < 12, et que T(2) est

somme directe de:

T = T(2)\v: V-> W

et

T" = T(2)\w: W-+ V

qui sont deux operateurs de rang 5.

On est done ramene, pour determiner les valeurs propres de T(2), a

calculer celles de

f o Γ : W-> W

oύ W est de dimension 5.
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L'action de T(2) sur les formes Gf, 1 < i < 12, est la suivante:

Gί5) I Γ(2) = 3Gff

Gf > I Γ(2) = Gg>

= Gf> + 6Gg>;

= -2G< 6 );

Gf I Γ(2) = 3Gf

G<« I Γ(2) = 2G^5> + 3Gg> + G<?

G^5> I T(2) = Gf >

Gf I Γ(2) = -|Gί«> + Gf - Gf> + i G f

Gg>|Γ(2) = iG1«> + | G f

Gg> I Γ(2) = f Gί5) - 2Gf - Gf - f Gf >

G«> I Γ(2) = 2Gί» + Gf + G{ > .

On en deduit lamatrice de T'°T", par rapport a la base Gf\ 8 < i < 12:

2 0 3 0 1
0 4 0 - 1 0
1 0 4 0 i
0 - 2 0 5 0
3 0 9 0 3J

Le polynόme caracteristique de cette matrice est:

-(X - 3)(X - 6)(Z3 - 9X2 + 18Z - 9) .

Soient au a2, a3 les racines du polynόme:

X3 - 3X2 + 3 .

On a (cf. [3], §7):

at = 1 + ζt + ζΓ1, (i = 1, 2, 3) ,

oύ ζj est une racine primitive neuvieme de Γunite.

Les valeurs propres de 7"° T": W—*• W sont:

3, 6, ocl, i = 1, 2, 3 .

Les valeurs propres de T(2), par consequent, sont:

0, 0, ± V~3~, ±V~6, ±at , 1 < i < 3 .
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Les espaces propres correspondant a chacune des valeurs propres non
nulles sont de dimension 1. L'espace propre associe a la valeur propre
0 est de dimension 2. II est facile de voir qu'il est engendre par les deux
formes primitives normalisees G^ - 3Gf> et G^ + 3(Gf + G^). On deter-
mine sans peine les autres formes primitives. Le resultat est le suivant:

PROPOSITION 1.3.1. Les formes primitives normalisees de <Γ0(35), 2>0

sont les douze formes F s

< 6 ), 1 <! i < 12:

(a) F f == Gέ6) - 3Gf

= q-2qi - 4q7 - Ίqu + 4qie - qM - 5qΐ5 + 8qu + II,?31

( m o d g 3 7 ) ;

F2

<5> = Gέ5) + 3(G,« > + G,»>)

= q - 2q* + 5g' + 2qι% + 4g l β + 8g19 - 5ςr25 - 10<f8 - Ίqu

( m o d g 3 7 ) ;

(b) F?> = Gίδ> - BGJP + V~3[2GP + Gg>]

= q + JT q2 + q< + 2f3-q> - tf - / 3 " g8 + βq1"

- 6q*2 - 4VΎ • qΐS (mod q2i)

i?«) = G f - 3Gέ6) - SW[2GF + Off]

(c) F5<
6> = 2Gί5) - 3Gf> - GP T

F f = 2Gίδ) - 3Gf - G^6)

(d) F S = (α, - 1)(G,«> + G<«) + (αj - α4 - 2)(G1« + 3G{?) + Gί» + Gff ,

(e) F S = (α < - l ) (Gf - Gf >) + (α* _ α < _ 2)(Gf - 3Gfi>) + Gτ«> - Gg>

2. Courbes elliptiques de conducteur une puissance de 3

2.1. Conjecture de Weil

Soit f(z) un element de (Γffi), 2>0 qui est function propre des opera-
teurs de Hecke T(p), pour tout pφZ, et supposons que les valeurs propres
associees soient des entiers rationnels. D'apres Shimura ([8], Th. 1), il
existe alors un morphisme canonique, surjectif, defini sur Q:

oύ Ef est une courbe elliptique, definie sur Q. De plus, la serie L de la
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courbe Ef coincide, au facteur local en 3 pres, avec la serie de Dirichlet
associee a /.

On a determine dans le paragraphe 1 les formes primitives de poids
2 normalisees sur Γ0(3

υ), pour v = 3, 4, 5 resp. Trois d'entre elles ont des
coefficients entiers rationnels. Ce sont:

i<\(3), qui est Γunique forme primitive normalisee de poids 2 sur ΓQ(33);
Fi*\ Fi*\ qui sont primitives sur Γ0(3

5).
Considerons les trois courbes elliptiques associees. Ces courbes ne

sont pas isogenes sur Q, puisque leurs series L sont distinctes. En outre,
chacune d'entre elles a bonne reduction en dehors de 3.

D'autre part, on connait toutes les courbes elliptiques deίinies sur Q
qui ont bonne reduction en dehors de 3, cf. [1], appendice. Ces courbes se
partagent en trois classes de Q-isogenie; l'une de ces classes a pour con-
ducteur 33, les deux autres ont pour conducteur 35; en particulier, le facteur
local de la fonction L en 3 est 1 pour chacune des trois classes.

La comparaison de ces renseignements montre que les trois courbes
associees a JFI(8) d'une part, F^ et F2

(5) d'autre part, representent les trois
classes de Q-isogenie en question. L'examen des premiers coefficients du
developpement de Fourier permet de reconnaitre la classe correspondant a
Fiδ) et celle correspondant a F2

(5).
On a ainsi demontre:

THEOREME 2.1.1 (Conjecture de Weil pour les courbes de conducteur une

puissance de 3). SoitL(s) = 2n=i^w*^~ s la fonction L d'une courbe elliptique

definie sur Q, de conducteur 3V (done v = 3 ou 5). Alors la serie de Fourier:

t\Z) = / , an Q

est une forme primitive normalisee sur <Γ0(3
w), 2>0, done coincide avec F^

si v = 3, avec Fϊ6) ou JP2

(5) si v = 5. De plus, il exίste un Q-morphίsme sur-

jectίf de JQ(3V) sur la courbe consίderee.

La courbe associee a JF/^ est la courbe XQ(2Ί), d'equation:

/ + y = χ3 - 7

(cf. [1], table p. 209).
La classe d'isogenie correspondant a F}*\ resp. F2

(5) est representee par
la courbe:
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/ + y = ocz + 20,

resp.

/ + y = Λ3 + 2

(loc. cit).

2.2. Multiplications complexes

Considerons les endomorphismes Rfi± de <T0(3
v)> 2>0, v = 3, 4, 5, definis

par:

Soit i?3* = i?3*+ - ft*..

Lorsque /(#) est une forme primitive normalisee:

f\Rf = iVT fz,

oύ /χ note la forme tordue par le caractere de Legendre modulo 3 (cf. [5],

1.3.4).

L'espace <Γ0(3v), 2>0 s'identiίie de faςon canonique a Γespace cotan-

gent a Γorigine a la variete JO(SV). Les operateurs Rf, Rfi± sont induits

par des endomorphismes i?3, i?3,± de J0(3v); ces endomorphismes sont definis

sur Q(V^3) (cf. [8], §4; [5], I, 3.4).

Soit/Γune des trois formes primitives i<\(3), Fi6)

9 F2

(δ); soit Ef la courbe

elliptique associee a / (cf. [8], Prop. 3). Soit R Γun des endomorphismes

R3, R3t±. II existe un endomorphisme de la courbe Ef, note encore R, qui

rend commutatif le diagramme suivant:

ψf\ \ψf

E, - ^ - > Ef.

L'anneau des endomorphismes de Ef contient done R3> R3>±9 qui

verifient:

R\ = — 3 ; R3>+ + i?3,_ = — 1 ; RZt+ — R3t_ = R3.

Par consequent, la courbe Ef admet une multiplication complexe par l'an-

neau des entiers de Q(V—S):

PROPOSITION 2.2.1. Soit f Γune des trois formes primitives Ff\

JP2

(5). La courbe Ef associee a f admet une multiplication complexe par
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Γanneau des entίers de Q(V — 3). En particulier, son invariant est nul.

Soit toujours / Γune des formes FΪZ), F±δ), F^\ et considerons la courbe

Ef. D'apres Deuring, et la Prop. 2.2.1, la serie L de Ef est associee a un

Grossencharakter. Montrons comment cette remarque permet de deter-

miner a priori les formes Fi*\ F£5) et F^\

Utilisons les notations de Shimura [7]. Soit ω = e2πi/3, et K = Q(ω).

Soit m un ideal entier de K, et λ un Grossencharakter modulo m. La

serie L associee a λ est par definition:

a parcourant les ideaux entiers de K premiers a m.

he lemme 3 de [7] montre que les Grόssencharaktere susceptibles de

correspondre a des formes de poids 2 sont ceux qui verifient:

(2.2.2) λ((a)) = a

pour tout a e Kx tel que a = 1 modx m.

On note:

a parcourant les ideaux entiers de K premiers a m. On dit que fλ est la

forme associee a λ. Enfin, on associe a ^ u n caractere de Dirichlet modulo

3-N(m):

pour tout a e Z premier a m.

LEMME 2.2.3. a) II exίste un unique Grossencharakter λ[3) de K de

conducteur 3, et verifiant (2.2.2).

b) II exίste exactement deux Grδssencharaktere λίδ) et λ(

2

5) de K, de

conducteur 9, verifiant (2.2.2), et tels que le caractere de Dirichlet associe

soit le caractere unite. On a:

W ((1 + 3ω)) = ω* , i = 1, 2 .

Demonstration. Soit a un entier de K premier a 3. Alors un et un

seul des trois nombres ±a, ±ωa, ±ωza est congru a 1 (mod) 3, et λ^ia)) est

le nombre en question; d'oύ (a).
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Soit a un entier de K, congru a I(mod3). Alors un et un seul des

neuf nombres 4*(1 + 3ω)ja9 0 < ί, j < 2 est congru a 1 (mod 9). Par con-

sequent, la connaissance d'un Grδssencharakter (mod 9) est determinee par

celle de λ((4)) et λ((l + 3ω)), qui sont necessairement des racines cubiques

de Γ unite. La condition sur ελ entraine que λ((4)) = 1. Les possibilites

2((1 + 3α>)) = 1, ω, ω2 resp. donnent λ?\ λ[δ\ λ^ resp.

Nous pouvons maintenant utiliser le Lemme 3 de [7]. Ce dernier

montre que Fi*> est un element normalise de <Γ0(33), 2>0, et F?\ F2

(5) des

•elements normalises de <T0(3
5)> 2>0; on verifie sans peine:

PROPOSITION 2.2.4. Les formes Fi*\ F{6), F2

(5) resp. sont assocίees aux

Grδssencharaktere λ?\ λ?\ 45 ) resp.

3. Description de J0(34)

Le but de ce paragraphe est la description des courbes elliptiques qui

sont des quotients de c/0(3
4) en termes de reseaux complexes. La technique

employee pour ce faire est celle decrite dans [5], I, §4. Nons nous con-

tenterons ici de rappeler brievement les notations utilisees, en renvoyant

a loc. cit. pour plus de details.

3.1. Determination des reseaux

Soit ^(3 4) le groupe defini par [5], I, Prop. 3.2.3. Un premier calcul,

elementaire, permet de montrer:

LEMME 3.1.1. Le groupe 2ft?(34) admet pour base sur Z les huit elements

suivants:

oύ & = {2, 4, 7,13, 25, 31, 34, 58}.

L'expression de (c: ϊ), 1 < c < 34, (c, 3) = 1, en fonction de cette base

est donnee par la table 1.

Posons:

If — 7^(3) .
/I M 1 >

(3.1.1.1) \f2 = F?\z)-3F?K3z);
h — Fλ

W 4 = - ^ 2 >
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(cf. 1.1.1).

Les formes fί9 1 < i < 4 constituent une base de Γespace {/^(S4), 2}Q;

de plus, ce sont des vecteurs propres normalises des operateurs de Hecke;

enfin, fz et /4 sont primitives.

Soient z09 zx e ξ>*. On note:

le vecteur de C4 de coordonnees:

L'application

definie par:

oύ a,b,c,deZ verifient αd — be = 1, et c = c (mod34), d = d (mod34)y

deίinit un isomorphisme

oύ L est un reseau de C4.

D'apres Shimura, cf. [8], § 3, les points de la jacobienne J = c70(3
4) a

valeurs dans C s'identifient au quotient Ck\L. L'application:

9 : φ * - > C 4

z ^ {0, z)

definit par passage au quotient un plongement de X0(34)(C) ~ ξ)*jΓ<0}

dans la jacobienne J(C) ^ C^L; ce plongement envoie la pointe z — 0 de

X0(3
4) sur Γorigine de J.

Les formes fl9 f2 ont des coefScients entiers rationnels; ceux de f3 sont

des entiers du corps Q(VΊΪ), et ceux de /4 se deduisent des precedents par

conjugaison. D'apres Shimura [8], Prop. 3, il existe done trois morphismes

canoniques, deίinis sur Q, et surjectifs:

<p2:J->E2 ,

<pA:J-+A ,
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oύ El9 E2 sont des courbes elliptiques definies sur Q9 et A une variete
abelienne de dimension 2, definie sur Q.

Soient πl9 π29 πA les projections canoniques de C4 sur C, C, C2 corres-
pondant a Γisomorphisme:

c'-cxcxc2.

Posons

U = πlL) , i = 1, 2,

et

Si Γon identiίie J(C) a C4/L9 les morphismes, p o <pA, i = 1, 2, s'obtien-
nent a partir de πi9 πA par passage au quotient.

La conjugaison complexe opere sur L (cf. [5], I, Prop. 3.2.5). On note
L* les sous-reseaux de L correspondant aux valeurs propres ±1.

En termes des generateurs choisis au Lemme 3.1.1, la conjugaison
complexe se traduit par les formules de la table 2. On en deduit:

LEMME 3.1.2. Le rέseau L± est engendrέ par les vecteurs:

La table 3 donne Γexpression de γ$;9 k = 1, , 4, en fonction des
generateurs definis en 3.1.1, et inversement.

L'examen de la table 3 montre en particulier:

PROPOSITION 3.1.3. Le rέseau L est un sous-rέseau d'indice 24 du
rέseau γL+ΘJL". Plus precisέment, soit

1 4

z = — Σ f e r ? + Vkίh) > xk9ykeZ92 fc-i

un έlέment du reseau jL+ Θ ^L". Alors

zeL
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si et seulement si xk = yk (mod 2), 1 < k < 4.

3.1.4. Notons c la matrice diagonale qui represente Faction de T(2)

sur la base {fl9 ,/4} de Γespace <Γ0(34), 2>0:

c = diag (cu , c4) .

(On sait, du reste, que c = diag(0, 0, Λ/~3~, — VΊΓ), cf. 1.1).

L' action de T(2) se traduit par la formule:

(3.1.4.1) c {0, z) = {0, 2z] + {θ, ^ ± A ] + {θ, | } - {θ, 1 } ,

pour tout ze&*; cf. [5].

Notons γ^i la i-ieme coordonnee de γg, l<ί9 k<A.

Procedant comme dans [5], I, 4.9, on ecrit la formule (3.1.4.1), pour

± 2 — \>\> ΊV> 3T O n obtient ainsi, separant les parties correspondant

aux valeurs + 1 et — 1 de la conjugaison complexe, les deux systemes

suivants de quatre equations aux inconnues γkyi:

(3.1.4.2)

resp.

(3.1.4.3)

((ct - 2)rϊ9i + 2γi%i - 2^ = 0

-rti + (ct + Όrti - rii = o

-rti + (ct + i)rti + rti = o

(Ci-n,i = 0

-γli + (Ci + l)γli - γli = 0

-γli + (Ci - ί)Πi + fat = 0

rii — rit + n,i + ci-n,i = °

Le systeme (3.1.4.2) resp. (3.1.4.3) n'a de solutions non triviales que

pour Ci e {0, ± VΊΓ}. Pour ct = ± V~39 le systeme est de rang 3, ce qui

determine γ£ti resp. ylΛ a une constante multiplicative pres.

Lorsque ct — 0, les systemes consideres sont de rang 2. On doit alors

utiliser Γidentite:

/.(*) = flz) - cf. (3.1.1.1)

qui entraine:

{0, z}f2 = {0, z}fl - {0, Sz}fl .
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Les resultats obtenus sont rassembles dans la table 4. On a pose

β>ί = rίiί ωt = — 3α>ί; ω3

+ = 7 2

+,3; αtf = γtΛ

3.2. Pointes de X0(34)

Soit z une pointe de -X"0(3
4). Pour calculer {0, z], nous procederons

comme dans [5], I, 4.10. Plus precisement, on utilise la formule (3.1.4.1),

ainsi que [5], Prop. 3.2.4.

Montrons comment se fait le calcul pour la pointe a Γinfini. La

formule (3.1.4.1) s'ecrit:

(c - 3).{0, oo} = -{0, J} = -γt + γt - γt - γt

(en utilisant la table 3).

D'apres la table 4, on a done:

{o, oo}Λ = κ +

{0, oo}/2 = 0

{0, oo}/8 = (/¥/3)ω3

+

{0, oo}/4 = - ( / 3 " / 3 K .

Les resultats obtenus sont rassembles dans la table 5, oύ Γon a pose:

{0, ± z ] = i[X(z, k) o>t ± Y(z, k) ω;] , l<k<4.

3.3. Utilisation de Rf

Considerons a nouveau Γoperateur i?3*, cf. 2.2. On a:

(On note fx la forme tordue de / par le caractere de Legendre modulo 3).

Appliquons a fu /3, /4 Γanalogue de [5], I, Lemme 4.11.3,1. On a:

Faisons 0 = oo dans cette formule; compte tenu des resultats de la

table 5, ceci donne, pour ft:
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(3.3.1) ωt =

et pour f3,f,:

(3.3.2)
ω4-

La Prop. 3.1.3, et le fait que L soit un reseau dans C\ entrainent

que tout vecteur z = (zl9 , z4) de C4 s'ecrit de fagon unique:

Soient Lt = n^L), i = 1, 2. Soient:

*i = K<*i< + btωϊ) , i = 1, 2 .

Tout vecteur de C s'ecrit de fagon unique sous cette forme, avec ai9

bteR.

Soit enfin LA = πA(L). Notons:

(3.3.3) Mk(a, b, c, d) = \[aωt + bωi + VT(cωί + dωl)\ , Λ = 3, 4 .

PROPOSITION 3.3.4. a) Pour que zteC soit un element du reseau Lt

(ί = 1, 2), ίl faut et il suffit qu'il existe at, bt e Z, at = bt (mod 2), tels que

b) Pour que (zz, z4) e C2 soit un element du reseau LA, il faut et il

suffit qu'il existe a,b,c,deZ, a~b (mod 2), c — d (mod 2), tels que:

(zz, z<) = (M3(a, b, c, d), M4(α, b, -c, - d ) ) .

Demonstration. Soit 2:6 C4 un vecteur de L, que nous ecrivons:

1 4

s = — Σ (Xkΐk + y*r*~) 9 xk,ykeZ , xk~ yk (mod 2) .
2 *=i

On a done:

s* = 4- Σ ferί,. + y*rld > 1 < * < 4 .
2 fc-i

Tirant de la table 4 les valeurs de ^J}ί en fonction de ωf, et tenant compte

des identites (3.3.2), on obtient la necessite des conditions de la proposition.
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On a porte dans la table 6 Γexpression de au bt (i = 1, 2), α, 6, c, d, en

fonction de xk, yk, 1 < k < 49 et reciproquement. Inversement, il est clair

que Zt = K^ί^ί + &<β>Γλ i = 1, 2, au bt eZ, at = bt (mod 2), est la z'-ieme pro-

jection du vecteur \(atfi + btfϊ) e L.

Enfin (M3(α, b, c, d), MA(a, b, —c, —d)) est Γimage par πA du vecteur

i(aΪ2 + bγϊ + cϊt + dγϊ) qui est un element de L; d'oύ la suffisance.

Corollaire. Tout vecteur de C2 s'έcrit de fagon unique

(zz, zA) = (M3(a, b, c, d), M,(a, b, - c , -d)),

ou a, b,c,de R.

Nous allons egalement tirer de la table 6 le resultat suivant:

PROPOSITION 3.3.5. Le noyau du morphisme canonique

J->EX χE2χA

est produit de deux groupes cycliques d'ordre 3. Plus precίsement, identίfiant

les points de J au quotient de C4 par L, ce noyau est engendrέ par les

vecteurs:

i(rί - ri) + i(rϊ - ^ - n)

et

ϊ(n + n + n) de σ.

Dέmonstration. II resulte immediatement de Γexamen de la table 6

que le noyau considere est annule par la multiplication par 3. C'est done

un espace vectoriel sur F3, de dimension egale au rang du systeme de la

table 6 (sur F3); ce rang est 2; le calcul explicite donne aisement le resultat

annonce.

II est commode d'exprimer les coordonnees des pointes de XQ(S4) en

fonction de au bu i = 1, 2, α, 6, c, d; ceci est fait dans la table 7.

4. Applications

4.1. Courbes elliptiques de conducteur 27

On sait (par ex. [1], appendice) qu'il existe quatre courbes elliptiques

definies sur Q, de conducteur 27, et que ces courbes sont Q-isogenes entre

elles. Nous allons retrouver Γexistence de ces courbes et des isogenies

qui les relient en utilisant les resultats du paragraphe 3.
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4.1.1. Rappelons quelle est Faction du groupe de Galois GQ = Gal (QIQ)

sur les pointes de la courbe XQ(3*); toutes ces pointes sont rationnelles

sur le corps des racines neuviemes de Γunite Q(e2Hβ) = K'. Soit:

n •-> [n]

(Z/9Z)X -> Gal (K'lQ) = G

Γisomorphisme canonique. Alors G est engendre par Γ element [2], Si

z = a/d, (ae Z, d divise 34) represente une pointe de X0(3
4)? l a transformee

par [2] de cette pointe est representee par zf = 5aId (cf. [5], II, § 3). En

particulier, [2] laisse stables les pointes 0 et oo, et echange ±1/3, resp.

±1/27.

Enfin, soit N un entier > 1, et μN le GQ-module galoisien forme des

racines iV-iemes de Γunite. On note μψ le produit tensoriel de k copies de

μN, muni de sa structure de G^-module. Cette notation ne depend que

de βmod^(iV). En particulier, on note Z/NZ = μf°; cf. [5], I, 2.5.

4.1.2. Considerons les courbes El9 E2 associees aux formes fu f2, cf.

3.1.1.1. Ces deux courbes elliptiques sont de conducteur 27, la courbe Ex

n'etant rien d'autre que la courbe modulaire X<$Π).

Soient Cu C2 resp. les sous-groupes engendres dans Eu resp. E2 par les

images des pointes de X0(34); le groupe G permute les pointes, et fait ainsi

de Cj, C2 des GQ-modules galoisiens. Le lemme suivant determine leur

structure:

LEMME 4.1.2.1.

C2 s /f

Demonstration. Posons ωΐjωj = 2r< — 1, i — 1, 2. D'apres la Prop.

3.3.4, a), les points de Et a valeurs dans C s'identiίient au quotient C/Lί9 oύ

La table 7 montre que les coordonnees des images des pointes dans

le parallelogramme fondamental du reseau [1, r j , construit sur 1, τi9 sont

les suivantes:
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pointes

0

oo, +ΊΓT

i

-1

hi.i

reseau [l,rj

(0, 0)

(if)

(h o)

(*, 0)

(hi)

(0, f)

pointes

0, ex.

i. -if

-hif

±*

±1

±i

reseau [1, r2]

(0, 0)

(hi)

(0,1)

(hi)

(hi)

(hi)

L'image de oo engendre dans E1 un groupe d'ordre 3 forme de points
Q-rationnels, done isomorphe a Z/3Z.

L'image de \ engendre dans Ex un groupe d'ordre 3 forme de points
rationnels sur le corps Q(ω) des racines cubiques de Γunite; Γ element non-
trivial du groupe de Galois permute les images des pointes ^ et — ̂  d'oύ
un Gβ-module isomorphe a μz. Enfin, la somme directe des deux groupes
consideres contient les images de toutes les pointes.

Soient P, P' les images dans E2 des pointes %, ^. Les images dans E2

des pointes ~hhί r e s P s o n t SP + 2P'> 7P, 4P resp. Soit

Q = 3P +

On a:

Ceci montre: le groupe engendre par P est isomorphe a μf2; le groupe
engendre par Q est isomorphe a μ%\ C2 est la somme directe de ces deux
groupes.

Le groupe μf2 s'insere dans une suite exacte canonique de G-modules:

Z/3Z->μf2 -+Z/3Z-0 0

(le sous-groupe de μf2 forme des points annules par 3 est isomorphe a
Z/3Z).

4.1.3. Soient Eί, E'2\ Eζ" resp. le quotient de E2 par Z/3Z, //f, μz resp.
On obtient un diagramme canonique forme d'isogenies de degre 3 definies
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sur Q:

PROPOSITION 4.1.3.1. a) Les courbes E2i E2, E"' contίennent un point

d'ordre 3 rationnel sur Q.

b) L'anneau des endomorphίsmes de E2, E£9 resp. E", E2

f est ίsomorphe

a Γanneau Oκ des entiers du corps K des racines cubiques de Γunite, resp.

a un ordre d'indίce 3 dans Oκ; en particulier:

j(Ed = i(βζ) = 0 j{Eί') = KEΠ = - 3 215 53

j dέsignant la fonction invariant modulaire.

c) Les quatre courbes E2, E£, E", E"f appartiennent a quatre classes

de Q-isomorphίe distίnctes. La courbe Ef

2 est isomorphe sur Q a la courbe

Demonstration, a) Le groupe des points de E2 annule par 3 est

isomorphe a Z/3Z® μ^ μf2® μz.
Le quotient Eζ de E2 par le sous-groupe isomorphe a Z/3Z contient

μf2l(Z/SZ) s Z/3Z.
Enfin, le quotient Eζ" de E2 par μ3 contient Z/3Z c μf\

b) La courbe E2 est associee au reseau L2, oύ

L2 = ωϊ [1, τ2] .

D'apres (3.3.1), et ω2

+ = — 3ωJ, α>2~ = α>j~

τ2 = — ω ,

ce qui montre que [1, τ2] est isomorphe a Oκ.

La courbe E£ est associee au reseau:

ω2 LI,

par consequent, L'2 est homothetique au reseau Oκ.

La courbe Eί' est associee au reseau:
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[1, 3α>]

Enfin, la courbe E"' est associee au reseau:

On a done: j(#2) = j(Eζ) = 0;

c) La courbe #2 n'est pas isomorphe sur Q a la courbe Eί. En effet,
le quotient de E2 par le sous-groupe Z/3Z qu'elle contient est E£9 d'in-
variant nul, alors que le quotient de Eζ par son sous-groupe isomorphe
a Z/3Z est E", dont Γinvariant est non nul.

On sait que le graphe des 3-isogenies entre les courbes de conducteur
27 ne contient pas de cycle; done E" et Eί" ne sont pas Q-isomorphes.

La courbe Ex est associee au reseau:

Lj = ωϊ [1, r j

d'apres (3.3.1), on a:

d'oύ

L I = - ^ < 2 + ω). [1,0.].
ό

La courbe E1 coincide done avec la courbe E2 ou la courbe Eί (on pourrait
aussi remarquer que le groupe des points de Ex annule par 3 est isomorphe
a Z/3Z0^3, pour obtenir la meme conclusion).

Le quotient de E1 par le sous-groupe isomorphe a μz est associe au
reseau:

Ce quotient a done u n invariant nul. Ceci montre que Ex est isomorphe

a Eί, et non a E2.

4.2. La variete abelienne A

Considerons la variete abelienne A associee aux formes /3,/4, cf. 3.1.1.1.
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Cette variete est definie sur Q, de dimension 2. On a:

A(C) = σ\LA .

L'operateur de Hecke T(2) definit un endomorphisme de A, defini
sur Q.

L'operateur Rf (cf. 2.2) definit un endomorphisme Rz de A, defini sur
le corps K = Q{ω). Soit ε Γautomorphisme non trivial de K.

On a:

2ί 3 = — lΐ3 ,

Rz o Γ(2) + T(2) oR3 = 0

Rl= - 3 T(2)2 - 3 .

oOlU / = 1 \Δ) — it3, / = 1 \Δ) -\- xt3.

Soit B = Im Λ, Bε = Im Ae. Alors B et Bε sont des courbes elliptiques
definies sur K.

Notons K! = Q(e2πί/d).

Nous allons montrer:

PROPOSITION 4.2.1. a) On a B = Kerλ, Bs = Keτλ\
b) Les points de 3-divisίon de la courbe elliptique B (resp. Bs) sont

rationnels sur K'. II exίste une base des points de S-divίsion de B telle que
Faction de Gal (K'jK) soit donnee par la matrice

u
de GL2(F3).

c) Soit C le sous-groupe d'ordre 3 de B forme de points rationnels
sur K. Alors B Π Bε est le produit de C par le groupe des points de 2-
dίvision de B (resp. Bε).

d) On a:

B/C s Be ,

RjC s B

e) Soit i:Bf)B'->Bχ B° Vapplication b H-> (b, -b)
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La suite exacte:

0 > Bί)B> -i-> B X Bs -i-> A • 0

fait de A la somme amalgamέe de B et B* le long de B Π B\ Le morphisme:

BxB'-^B* • R/B Π B8 ,

resp.

BXB'-^B • BjB ΓΊ B> ,

se factorise a travers j : B X B* -> A.

Identifiant Be/B Π B* a B, resp. B/B Π B' a B% le morphisme obtenu:

A-+B

resp.

A-*B>

s'identifie a λ, resp. λe.

Remarque. La partie de (b) concernant le corps de rationalite des

points de 3-division de B est demontree par Koike dans [3], en utilisant

les traces des operateurs de Hecke. Dans ce qui suit, nous demontrons

la Prop. 4.2.1.

4.2.2. D'apres 1.1, Γoperateur de Hecke T(2) est induit par Γappli-

cation:

(Z3, Z4) κ> (V~2>'Z3, -

de C2 dans lui-meme.

De:

resulte que i?3 est induit par Γapplication:

(zz> Zt) ^ (ZΛΓS zi9 IΛ/Ύ zz)

de C2 dans lui-meme.

On en deduit que λ est induit par Γapplication λ:

S9 z,) ^ (\Πί(z3 - iz4), - VT(2:4 + izj)
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II en resulte en particulier que Γimage de λ est isomorphe a C, et

formee des couples (zz, — iz3), oύ z3 e C.

Utilisons maintenant les notations de (3.3.3). Un calcul facile, utilisant

les identites (3.3.2) montre que λ correspond a Γapplication:

M(a, b, c, d) κ-> M(3(b + c), 3d - a, a - 3d, b + c) .

Rappelons que le reseau LA est defini par les conditions:

a,b,c,deZ;

a = b (mod 2)

c = d (mod 2) .

On verifie que

λ(LA) c L^ .

On voit aussi que Γimage de λ est caracterisee par les equations:

(4.2.2.0) (a,b,c,deR;
[a = 3d 6 + c = 0 .

Posons

2τΰ - 1 =
V 3

On a alors:

M3(3d, 6, - 6 , d) =

Enίin, pour que M(3d, b, — 6, d) soit un vecteur de LA, il faut et il

suffit que le vecteur — (6 + d)/2 + d τB appartienne au reseau [1, τB]. Ceci

montre que la courbe B est associee au reseau [1, τB],

Nous aurons besoin plus loin de Γ expression de λ\ Procedant comme

pour X on montre que λε correspond a Γapplication:

M(a, b, c, d) 1-+ M(3(c - b),a + 3d, a + 3d, b - c) .

Posons:

On a alors:
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Ms(-3d, b, b, d) =

Pour que M{—3d, b, b, d) soit un vecteur de LA, il faut et il suffit que

le vecteur (6 + d)/2 — dτBe appartienne au reseau [1, τBS]; la courbe B&

est done associee a ce reseau.

Remarquons que Γon a Γidentite:

(4.2.2.1)

II en resulte:

(4.2.2.2)

(2τB *e - 1) = 3 .

4.2.3. On sait que le noyau de λ contient B, puisque λ2 = 0. Mon-

trons que Ker λ — B.

On a:

-\λ-\LA)) = Ua,b,c,d)eR*

a-3deZ

b + ceZ
a- MΞΞ b + c (mod2)J

Pour tout element M(a, b, c, d) de λ~\LA), on a:

M(a — 3d, b + c, 0, 0) e LA .

Par consequent, tout element de λ~\LA) est congru, modulo LA, a un

element de la forme:

M(3d, -c,c,d)

e'est-a-dire, d'apres (4.2.2.0), a un element de Γimage de λ. En d'autres

termes:

On a done:

Ker λ = λ-\LA)ILA ^ λ{C2)fλ{C2) Γ) LA = B , d'oύ (a) .

4.2.4. La table 7 montre que les projections des pointes 0, -̂ , f, ^, -f,

| de XoίS4) sur A sont dans le noyau de λ, done dans JB. Ramenees dans

le parallelogramme construit sur 1, τB, ces projections ont les coordonnees
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indiquees dans le tableau suivant:

14a

pointe

coordonnees

0

(0,0) (hi)

I

(1,1)

*

(hi)

*

(i,0) (0,1)

On voit que les images de ces pointes engendrent le groupe des points

de B annules par 3. Plus precisement, soient P, Q resp. les images de

i,i resp. Soit Kf = Q(e2πί/»); rappelons que K = Q(ω), avec ω = e2πί/z.

Vaction du generateur [4] de Gal (K'/K) sur les pointes est la suivante,

cf. 4.1.1:

[4] laisse fixes 0, %, f, et permute cycliquement les pointes £, |-, f.

On a done:

et, par rapport a la base {P, Q}, [4] est represents par la matrice ί j .

On a ainsi demontre (b). Ce resultat permet a Koike de determiner

une equation de la courbe B (a ε-automorphisme pres); cf. [3].

4.2.5. Soit C le sous-groupe d'ordre 3 engendre par Γimage de la

pointe -J . Les autres points annules par 3 ne sont pas rationnels sur K.

Determinons B Π Bs.

On doit determiner:

λ-\LA) Π (λ y\LΛ) (modulo L,) .

Pour que M(a, b, c, d) soit dans cette intersection, il faut et il suffit

que Γon ait:

/ a,b,c,de i?4

a — 3d e Z

b + ceZ;

(A) •] a + 3d e Z

b — ceZ

a - 3d = b + c (mod 2)

a + 3d=b - c (mod 2) .

Enfin, pour que M(a, b, c, d) soit dans LA, il faut et il suffit que:
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α, b,c,deZ;

a = 6 (mod 2)

c = d (mod 2) .

LEMME 4.2.5.1. L'intersection BOB* est formέe des classes mod LA des

douze vecteurs M(a, 6, c, d), oύ (α, 6, c, d) es£ donnέ par le tableau suivant:

(0,

(i.
(0,

(i.
(0,

<i,

o,
h
o,
i,
o,
i.

o,
i
1,

i.
o,
3
"2"'

0)

i)
i)
i)
1)
1)

(0,

(i.
(0,

(i.
(0,

1,

I,
1,

f.
1,
3

1,

*,

o,
1.
1,

i-

0)

*)

*)

i)
t)

Demonstration. On deduit des conditions (A): 2α, 26, 2c, 6d e Z.

Posons:

2α = a , 26 = 0

Les conditions (A) s'ecrivent:

2c = 6d = δ .

a = (mod 2) ,

(mod 4) .

Ces congruences admettent 16 solutions (mod 4).

Pour que M(a, b, c, d) soit un element de LA9 il faut et il suffit que:

a ΞΞ β ΞΞ γ ΞΞ 0 (mod 2) ^ Ξ 0 (mod 6)

a + β = 0 (mod 4) 3^ + 3 = 0 (mod 12) .

Ces congruences admettent 108 solutions (mod 12).

Par consequent, B Γ) Be contient (16 81)/108 = 12 elements.

II est facile de determiner des representants, en utilisant le fait que,

quitte a modifier M(a9 6, c, d) par un vecteur de LΛ, on peut supposer:

0<a<l; 0 < / 3 , r < 3 ; O < < 5 < 5 .

Rappelons que la courbe B est associee au reseau [1, τB], cf. (4.2.2).

Dans le parallelogramme construit sur 1, τB, les douze points de B Π Be ont

pour coordonnees respectives:
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(0,

ih
ih
ih
(I,
ih

0)

*)

i)
i)
1)
1)

ih
ih
ih
(0,

(*,

ih

0)

*>

i)
έ)
1)
1)

On constate ainsi que B Π Bε contient les points d'ordre 2 de B, ainsi
que les images des pointes •% et f ces dernieres engendrent le groupe Cr

qui est cyclique d'ordre 3, cf. (4.2.4).
Par consequent, B Π Bε est le produit de C par le groupe des points

de 2-torsion de B, resp. de C par le groupe des points de 2-torsion de B\
On peut schematiser comme suit la position des images des pointes de
Z0(3

4) dans A:

1
27

2
27

4.2.6. Considerons le quotient B/C. La courbe obtenue possede un
point d'ordre 3 rationnel sur K, a savoir Γimage de la pointe £, cf. (4.2.4).
Elle verifie done les conditions du lemme du § 3 de [3]. D'autre part, sa
serie L coincide avec celle de B. Les raisonnements de [3] montrent que
cette courbe coincide avec B ou B\ Ce ne peut pas etre B, car End(S)
= Z. C'est done B\

Une verification de ce resultat consiste a remarquer que le reseau
definissant BjC est, d'apres 4.2.4, le reseau [1, (1 + τB)j3\. Or ce dernier
est homothetique au reseau [1, τB,]9 cf. (4.2.2.2).

On peut aussi verifier que le quotient de la courbe:

y2 — Sxy + ωy = x3 , ω = e2πίβ ,
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par le sous-groupe engendre par le point (0, 0) est la courbe

y2 — Sxy + ω2y = x3

(on utilise les formules de [9]; on obtient ainsi Γequation:

/ 2 - Zx'y' + ωyf = xn + 15ω*/ + (7 + 34α>)

d'oύ, posant:

Γequation

y2 — 3xy + ω2y = xs) .

On a ainsi montre Γassertion (d) de la Prop. 4.2.1.

4.2.7. Considerons le morphisme:

j:Bχ Bε->A.

Ce morphisme est surjectif. Son noyau est Γensemble des couples

(b, —b), b e B D B\ done Γimage de L

Considerons le morphisme compose:

Bx Bε ϋϊ ϊ* Bβ • BeIB Π Bε

il est clair que son noyau contient Γimage de ί, d'oύ, par passage au

quotient, un morphisme:

A -* Bε/B Π Bs .

Ce dernier est visiblement surjectif. D'autre part, son noyau est

Γimage par j de B X (B Π Bε), qui n'est autre que B.

L'unicite (a isomorphisme pres) du quotient A/B entraίne, tenant comp-

te de Γassertion (a), Γexistence d'un isomorphisme:

c: B s Bε/B Π Bε,

ce qui fournit une nouvelle preuve de (d); d'autre part, le morphisme A

—> Bε/B Π Bs s'identifie a λ, pour un choix convenable de c.
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Table 1

Expression de (c: ϊ), 1 < c < 81, (c, 3) = 1, en fonction de (c: ϊ), c e 88, oύ

J 1 = {2, 4, 7,13, 25, 31, 34, 58} .

On note simplement (c) Γ element (c: ϊ ) ; cf. 3.1

(2)

(4)

(5) = (4)

(7)

(8) = 0

(10) = 0

(11) = (7)

(13)

(14) = (13)

(16) = -(4)

(17) = 0

(19) = 0

(20) = -(4)

(22) = -(7)

(23) = -(7)

(25)

(26) = 0

(28) = 0

(29) = (25)

(31)

(32) = (31)

(34)

(35) = 0

(37) = 0

(38) = (34)

(40) = -(2)

(41) = -(2)

(43) = -(31)

(44) = 0

(46) = 0

(47) - -(31)

(49) - -(34)

(50) = -(34)

(52) = -(13)

(53) - 0

(55) = 0

(56) = -(13)

(58)

(59) = (58)

(61) = -(2) + (4) - (7) + (13) - (25) + (31) - (34) + (58)

(62) = 0

(64) = 0

(65) = -(2) + (4) - (7) + (13) - (25) + (31) - (34) + (58)

(67) = -(25)

(68) = -(25)

(70) = -(58)

(71) = 0

(73) = 0

(74) = -(58)

(76) = (2) - (4) + (7) - (13) + (25) - (31) + (34) - (58)

(77) = (2) - (4) + (7) - (13) + (25) - (31) + (34) - (58)

(79) = (2)

(80) = 0
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Table 1'

Expression de (c: 3), 1 < c < 27, (c, 3) = 1, en fonction de ( ϊ : 3), (2:3)

et (c: ϊ), c e f ; cf. Table 1 et 3.1.

(1: S) = ( ϊ : S) + (2) - (4) + (7) - (13) + (25) - (31) + (34) - (58)

(5: 3) = (2: 3 ) + (34)

(7: 3) = ( ϊ : 3) + (2) - (4) + (7) - (13) + (25) - (31) + (34)

(8: 3) = (2: 3) - ( 3 1 ) + (34)

(10: S) = ( ϊ : S) + (2) - (4) + (7) - (13) - (31) + (34)

(11: 3) = (2:3) + (25) - (31) + (34)

(13: S) = (I : S) + (2) - (4) - (13) - (31) + (34)

(14:3) = (2:3) - (2) + (4) - (7) + (13) + (58)

(16:3) = ( ϊ : 3) + (2) - (13) - (31) + (34)

(Γ7: 3) = (2: 3) - (2) + (4) - (7) + (13)

(19: 3) = ( ϊ : 3 ) + ( 2 ) - ( 3 1 ) + (34)

(20: 3) = (2: 3 ) - ( 2 ) + ( 4 ) - ( 7 )

(22:3) = (ϊ :3) + (2)-(31)

(23: 3) = (2: 3) - ( 2 ) + (4)

(25:3) = ( 1 : 3 ) + (2)

(26: 3) = (2: 3 ) - ( 2 )

Table 2

Conjugaison complexe (cf. 3.1).

On note (c: ϊ) = (c).

(2) = (2)

(4) = (2) - (4) + (7) - (13) + (25) - (31) + (34) - (58)

(7) = -(58)

(Ϊ3) = -(25)

(25) = -(13)

(81) = -(34)

(34) = -(31)

(58) = -(7)
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Table 3

On designe par (c) le vecteur f((c: ϊ)); cf. 3.1.

γt = (2) + (7) - (13) + (25) - (31) + (34) - (58)

rt = (7) - (58)
rί = (13) - (25)

rt = (31) - (34)

rΓ = -<2) + 2(4) - (7) + (13) - (25) + (31) - (34) + (58)

r i- = (7) + (58)

r,- = (13) + (25)

Π = (31) + (34)

(2) - γΐ - rt + rt + γt
(4) = irf + fc

(7) = irt + \rt
(13) = iγt + kt
(25) = -tt + tt
(31) = tt + irr
(34) = -in + kn
(58) = -\yi + J r Γ

Table 4

On note:

ωί = rti α>r = rr,i
ω2

+ = _ 3 α , + to- = ω -

cf. 3.1.4.
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rU

rr.i

r.".i

= = Ct)i

= -2ωi

= <

= ωf

= 0

= ωf

rί.

ri.

to

r.~,»
rr , 2

= 0

= ω 2

+

= α»ί

= 0

= 2ω;

= ω2"

= - α ) 2 -

= 0

rU =
rU =
rU =
rts =

ΐll =

rli -

r.".s =

rί. =

2 α > 3

+

- O ) 3 +

0

ω3-

- IK

+ ito

rί.« =

rί« =
rs+,4 =

Γ4+,4 =

7Ϊ4 =

ΓM =

ΐs,t =

rli =

2ωϊ

ωt
-(1 + /3"K

0

(1 — v o )ω4

On pose:

{0, ±z) =

cf. 3.2.

Table 5

± Y(z, k) ω;] , k < 3

pointe

Xfe 1)

Y(z, 1)

X(2,2)

Γ(β,2)

Λ.(Z, o)

Y(z, 3)

oo

1

0

0

0

2/1Γ
3

0

i

1

i

- i

i

Z3

3

*

- i

i

0

V~3~
3

2 + ^
3

1

#

i

1

l + VT>

1 + /T
3

1
5.

i

-I
0

4-/3"[co

-i

*
0

"3"

- i

/F
3

V~3
3

Table 6

Soit zeC*; z s'ecrit de faςon unique:

4

fc = l

o ύ Λfc, yk e R, l < k < 4 .

https://doi.org/10.1017/S0027763000018547 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000018547


COURBES ELLIPTIQUES 151

On note:

et

(cf. 3.3).

, i = 1, 2 ,

πA{z) = (M3(α, 6, c, d), MA(a, b, -c, -d))

a, = Xl

61 = Λ
α2 = x2

62 = 2y,

a = 2x

b = y2

c = x3;

d = y3

- χ 2 -

+ y2-

+ X3;

+ y2

1 + Xi

+ y*-

- 2x3 + x4;

f-y4;

3x,

3x2

3x3

3x4

Sy1

Sy2

3y3

3j 4

~=~ a , ι~

= 3α2 -

= 3c;

a +

-3c;

= 2σ, + 3α2

= -61

= 26,-

= 3d;

= 26,-

+ 26

3c;

— a

1 - 6 -
- 62 + 26 -

-6.

f 3d;

3d;

Table 7

Soit 2 e § * une pointe de X0(3
4)

On note:

{0,z}f) = i(a^ + l 7 = 1,2.

cf. (3.3.3).

pointe

oo

i

i

I

I
1

- i

1

f

I

0

i

1

i

0

α2

0

- i

i

-f

- i

0

i

0

1

0

-i

a

0

0

0

1

- 1

0

6

0

0

1

*

- i

0

c

1

1

i

- *

d

0

i

i

i

0

i
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