
SUR LA COMBINAISON DES EVENEMENTS ET LES RESUL-
TATS ALEATOIRES QUANTITATIFS QUI EN RESULTENT.

Ed. FRANCKX (*)

Bruxelles, Belgique

1. — L E PROBLEME

1.1. — Le titre de cette note indique que le probleme etudie est
tres general et par le fait meme applicable a de nombreux domaines;
physique, biologie, recherche operationnelle, assurances, t616phonie,
etc . . .

C'est evidemment parce que certains problemes ont la meme
structure que leur consideration sous forme abstraite, est plus
importante. C'est la raison pour laquelle nous traitons le probleme
de structure, qu'il suffit de particulariser dans chaque domaine
d'application.

1.2. — Les trois hypotheses

a) Nous supposerons une periode de reference de duree constante.
b) Un evenement E, generalement quelconque, mais invariable,

peut se produire pendant cette periode. Le nombre de fois que cet
evenement se realise est une variable aleatoire I, qui sera definie
par la suite

( {ft} ft > O i = O, I . . . . GO

avec Sft = i (i)

ft designant la probabilite pour que E se realise i fois pendant la
periode de reference. Nous conviendrons de dire que I mesure
V ,,intensite" du phenomene E.

c) Lorsque l'evenement E se realise, on effectue une experience
relativement a. une autre variable aleatoire quantitative 2V (positive
ou non). Cette variable stochastique est completement definie
par sa fonction de repartition.

F(n) = firob {N < n}
*) Ecole Royale Militaire, Bruxelles.
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gene'ralement quelconque; nous conviendrons de dire que n est le
,,niveau" atteint par la variable N au cours de l'experience.

1.3. — De nombreux problemes de la vie courante peuvent £tre
synth6tis6s sous cette forme et pour ne mentionner que quelques
dans le domaine de la vie des organismes d'assurances, citons sous
forme de tableau

- l'arrivee des accidents
automobiles.

- un seul contrat annuel
en risques divers (y
compris la maladie).

- un agent de produc-
tion

- recouvrement finan-
cier

grappes d'accidents

nombre d'accidents
resultant du contrat

nombre des contrats
produits par mois.
nombre des primes
encaissees mensuel-
lement.

nombre d'accidents
par grappe.
montant d'un sinistre.

montant du capital
deces.
montant de la prime

encaissee

Cette simple enumeration indique la grande vari6te de problemes
de rnSme structure que Ton rencontre journellement; il est par
suite utile de les traiter en synthese.

1.4. — Le probleme envisage

La question que nous soulevons est le calcul effectifde la probabilite
pour que pendant la piriode consideree, exactement k fois, la variable
quantitative N atteigne ou depasse un niveau present n0: nous indi-
querons par

*[« K)
la probability de cet eVenement.

The"oriquement, une fois ce re"sultat atteint, on en deduit imme'-
diatement la probabilite pour qu'au cours de cette meme periode,
au plus k fois, au moins k fois etc . . . la variable N d£passe un
niveau prescrit. Ces extensions sont imme'diates et ne seront pas
traitees dans cette note.

— Pratiquement, il y a une raison particuliere pour aborder la
question au colloque de Trieste. En effet si nous nous reportons
au cas particulier oil le ,,niveau" est le montant d'un sinistre, alors
[̂0] (wo) repre"sente la probability pour que tous les sinistres soient
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infe'rieurs ou £gaux au montant no- Nous retrouvons le probleme
du sinistre maximum traite' a Juan-les-Pins.

Plus g^n^ralement, [̂j;] (̂ o) se rattachera a un ensemble de pro-
blemes ou Ton cherche a inclure ou a. exclure un nombre i fix6 de
sinistres trop sieve's. Dans cet ordre d'id£es, nous retrouvons le
genre de questions posees a. ce coUoque par notre president Mr Beard.

2. — LA SOLUTION OPERATIONNELLE DU PROBLEME POSE

— Le but poursuivi
Dans notre note a Juan-les-Pins, nous avons obtenu un re"sultat

global caracte"ristique. Pour calculer effectivement [̂o] (no), il suffit

a) de calculer numeriquement la fonction ge'ne'ratrice

Q(s) = i qt s« (2)
( - 1

b) Ensuite, quelle que soit la fonction F(n), pour obtenir i|;[0] (n0),
on suit la regie operationnelle

i°) calculer s0 = F(no) (3)

20) trouver dans la table num^rique Q(so).

on a effectivement la proprie'te' globale.

i> [0] (wo) = Q [F(»o)] (4)
En d'autres termes, la technique op^ratoire exige deux phases:

— la premiere consiste a disposer d'une table Q(s), qui ne depend
que de la variable intensity / .

— cette seule table est suffisante pour calculer moyennant (3)
la fonction de repartition du sinistre maximum et cela ind6pen-
damment de la forme de la fonction F(n), a la seule condition qu'elle
etablisse par (3) une correspondance univoque.

Le but poursuivi dans cette note est de prouver que cette meme
technique op6ratoire peut £tre ^tendue au calcul de fy^ (no), et
cela quel que soit k.

3. — DECOMPOSITION OPERATIONNELLE DU CALCUL DE ty m (n0).

3.1. — Decomposition de <\i ^ (no).

Nous suivrons pas a pas, la demonstration trouve"e pour le calcul
de [̂0] ino)- D6signons par ty m (noji) la probabilite pour que la
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variable quantitative N d^passe exactement k fois le niveau no, si
I'on suit que le nombre d'experiences realisees est effectivement i.

Alors:

+[*](«o) = 2 qt

Mais si le nombre des experiences est i < k, il est impossible de
re"aliser k experiences ou le niveau soit superieur a no, par suite

A) = ° pour i = 0,1 . . . k—1 et il en resulte que:

(5)

3.2. — Le cas particulier ou N est une variable ,,chance" dans le
domaine (o, 1)

a) Dans ce cas F(s) = prob }N < s = s )
> (6)

avec o ^ s < 1 \
Designons par O[*] (s/i) la probabilite particuliere prise par

(s/i) dans ce cas particulier
(»-*) (*)

i l l J I I

Fig. 1

Si on prend au hasard i points sur le segment (0, 1), la probabilite
pour que k exactement tombe a droite du point s, est donne"e par
(fig- 1).

Om (s/») = C\ s<*-*> (1 — s)k =

,•) = 1 ^ ^ ^ (7)

En sorte que (5) donne

— s)

k
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b) Or la fonction generatrice Q(s) de'finie par (2) est une fonction
uniforme'ment convergente dans l'intervalle (0 ^ s ^ 1) en vertu

00

du fait que 2 q = 1. Nous pouvons deriver terme a terme, ce qui
( - 0

donne pre'cis6ment:

Par suite, on a la formule gene"rale

) = £ / ( ! - «)* ^ £ i r (9)
Telle est l'expression generale des probability's cherche'es dans le

cas ou la variable ,,niveau N" arrive au hasard.
Pour une loi {qt} donnee, une telle fonction peut avoir soit une

expression mathematique de"ja calcuMe, ou bien on peut toujours
concevoir qu'on la calcule effectivement sur ordinateur. Remarquons
qu'en particulier O[0](s) = Q(s) (cas du sinistre maximum).

3.3. — L'extension au cas general.

Pour entendre au cas d'une variable niveau N quelconque, il
suffit de remplacer dans le raisonnement du paragraphe pr6c6dent
la probabilite s pour que le niveau soit inferieur a s, par la probabi-
Iit6 F{no) pour que le niveau soit inferieur a no-

Cette correspondance permet par suite d'ecrire

\ <\>m (noli) = $[*] (so/*)
) si s0 = F(n0)

et par suite

\ $[*] (so)

si so = F(n0)

ce qui etablit la proprie"te en toute g^n^ralite.

La fonction s — F(n) peut presenter des sauts et des paliers
(fig. 2). La fonction ®[fc](s) etant continue, la fonction ^[*](wo)
presentera des sauts aux memes points et des paliers sur les memes
intervalles que s — F(n).
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Le calcul de i^ ] (no) peut se faire d'une maniere analogue a celle
qui a e"te indique"e pour O (m) dans la note du colloque de Juan-les-
Pins*). Si Ton dispose des expressions explicites des lois d'intensite"
et de niveau, et si Ton peut calculer <\i, le calcul est direct (voir par
exemple 4 ci-apres, application de la loi de Poisson). Dans le cas
contraire, on peut utiliser une methode graphique ou une methode
de simulation (Monte-Carlo). Pour l'application de cette derniere,
on remarquera qu'a chaque point so (fig- 2) correspond un seul
point no, a condition de prendre, si on tombe sur une marche hori-
zontale, le niveau le plus eleve" par exemple (le plus a droite).

Fig. 2.

4. — APPLICATION A LA LOI DE POISSON

4.1. — On connait le rdle privilegie" joue en pratique, par la loi
de Poisson. Dans le cas ou les eVenements ont une probabilite petite
et si X est le nombre moyen de ceux qui se realisent pendant la
p6riode de re'fe'rence, on pourra toujours poser en premiere appro-
ximation

Cette methode est courante en recherche operationnelle.

(11)

*) Ed. FRANCKX. Sur la fonction de distribution du sinistre le plus eleve.
The Astin Bulletin. Vol II, Part III, april 1963, 415-424.
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4.2. — Des lors, on peut rechercher la forme mathe"matique prise
par les probability's 4>[fr] (n) dans ce cas important.

Or pour la loi de Poisson, on de"duit:

Q{s) = £ fts* = £ eA M - = «-x ( 1 - s ) (12)
(-0 <-0 * /

et par derivation

dkQ(s) . x a .,
ds*

Par (9) on obtient

Des lors, on constate que les probability's <!>[£] (s), sont des
probabilite"s de Poisson, avec la valeur moyenne X(i — s). On aurait
par suite avantage a disposer des tables de Poisson avec des valeurs
du parametre X tres petites.

4.3. — Si nous passons au cas ge"ne"ral, on aura par (10) et (9)

k!
et on peut e"noncer cette propriety gdn^rale:

Si la loi d'arrivee d'un evenement E, pendant un intervalle donni,
est une loi de Poisson, alors, quelle que soit la variable quantitative
,,niveau" que cette arrivee declenche, la probability pour que le ,,niveau"
atteigne ou depasse un nombre prescrit de fois un ,,niveau fixe" est
elle-meme determinee par une loi de Poisson.

4.4. — Exemple numerique

Afin de montrer que les re"sultats obtenus sont maniables en
pratique moderne, nous traitons un exemple nume"rique complet,
dont les resultats sont donnas sous forme de tableau.

Supposons un risque dont:

1) la survenance moyenne annuelle est de"finie par X = 0,001.
2) la valeur moyenne du sinistre est fixe a n = 1000 unite's

https://doi.org/10.1017/S0515036100010552 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0515036100010552


SUR LA COMBINAISON DES EVEMENENTS 203

mone'taires et le risque est suffisamment dangereux que pour ad-
mettre la loi exponentielle

n
F(n) = i — e' 1000

Dans ces conditions on a

(0,001 g-°'001 n)k ,-o,ooi»

Le tableau suivant donne les resultats du calcul de <\i[jc] (n).

\. K

\.

1000 \ ^

0,250

0,500

o,75o
1,000

1,250

1,500

!,75O
2,000

2,250

2,500

2,75O
3,000

3,250
3,5oo

3,750
4,000

4.250
4,5oo

4.750
5,000

0

0,999221

o,999393

o,999527
0,999632

o,9997I3
0,999776

0,999826

0,999864

0,999894

o,9999i7
o,999936

o,99995o
0,999961

0,999969

0,99997°
0,999981

0,999985
0,999988

o,99999i

o,999993

1

0,000778

0,000606

0,000472

0,000367

0,000286

0,000223

0,000173

0,000135

0,000105

0,000082

0,000063

0,000049

0,000038

0,000030

0,000023

0,000018

0,000014

0,000011

0,000008

0,000006

2

0,000000

Le calcul d'une colonne de ce tableau s'effectue en une minute
environ sur la calculatrice electronique frangaise CAB 500 *).

*) Programme et calcul r6alis6s par le Capitaine D'HOOGE, Ecole Royale
Militaire.
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