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QUELQUES FORMULES EXACTES POUR 
DES MOYENNES DE FONCTIONS L DE DIRICHLET 

STÉPHANE LOUBOUTIN 

RÉSUMÉ. Nous donnons une expression finie pour la valeur L( 1, x) dès lors que x 
est un caractère de Dirichlet modulo/ > 2, impair et non principal. Cette expression, 
valable même lorsque ce caractère n'est pas primitif, nous permet de généraliser au 
théorème 2 le résultat de H. Walum sur un comportement en moyenne de ces fonctions 
L (sa démonstration qui fait usage de sommes de Gauss ne semble pas pouvoir être 
adaptée au cas de caractères non primitifs.) Nous appliquons ces résultats à l'obtention 
de bornes pour le nombre de classes relatif des corps cyclotomiques: nous retrouvons 
celles de T. Metsànkylà et de K. Feng par une méthode nous permettant de les ensuite 
amender. 

PROPOSITION 1. Soit \ un caractère de Dirichlet modulo f > 2, impair et non prin
cipal, mais non nécessairement primitif. Alors, 

AT a=\ V J J 

PREUVE. Posons Ç(b,s)=T,n>o^y, ReO) > 1, b > 0. Puisque \(f) = 0 et 
\(f — a) = — x(a), 1 < a <f — 1, nous avons pour ReO) > 1: 

/ - 1 sn \ f-*/-l ( tn \ ff-a 

-,s 

Nous pouvons substituer 1 à s dans cette expression, et le résultat découle de: 

(«M) -cd - ML, = r Efcb+thù=7rcot^)' 
cette dernière égalité s'obtenant par dérivation logarithmique du produit infini de la fonc
tion sinus. • 

THÉORÈME 2. La sommation portant sur les ^ p caractères de Dirichlet impairs 
modulo m, nous avons: 

E i^xm)i^tën(i-A))^)-f^)2-
x-(-n=-i y 1 2

P / m y P 2 J J y 2m J 
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MOYENNES DE FONCTIONS L 191 

PREUVE. Les relations d'orthogonalité: 

f^f sib = a (mod m) et {a,m) = 1, 
£ Xm(a)Xm(b) = \ _#*) sibEE-a (mod m) et (a, m) = 1, 

x-("1)=-1 l o 

^ im,xm)r = j 
x«(-

E ^ 1 ' ^ ) l 2 = ^ E E 1 c o t g ( ^ ) c o t 5 ( ^ ) ( E *•(«)*•(*)) 
;-!)=-! 4 m a = l fc=l V m 7 V m 7 V

X m ( - l ) = - l J 

iT2(f)(m) 

Am2
 a=l 

(a,m)=l 

L^ résultat découle alors du lemme suivant: 

LEMME (a), (i) 

E cot g2 — . 

c / . de f^ 1 ^ 2 / ^ ( m - l ) ( m - 2 ) 
5(/n)= E cot£z — = . 

a^\ \m J 3 
(ii) 

s(m)̂  E1 cotW™) = ^ n ( i - 4 ) - ^ ) -
(a,m)=\ ' 

PREUVE, (i) découle de ce que les cotg(^), 1 < k < m — 1 sont les racines du 
polynôme unitaire/m(X) = ^ ((X + ï)m -(X- ï)m) = JT"1 - (w~1^m~2)Xm~3 + • • •. 

Puisque T,<t/n M Ô = 1 (lorsque « = 1), 0 (lorsque « > 1), le point (ii) résulte de: 

m—\ m-\ 

S(m) = E cotg2(7ra/m) E A*(<0 = E MfaO E cotg2(7ra/ra) 
fl=l rf/û d/m a= l 

= £/*(<*) E cot^2(^/(m/J)) = £/x(d)(m/J-l)(m/£/-2)/3 

= (m2/3) E MW)/̂ 2 - « E Kd)/d+(2/3) E M(<0- • 
d/ra ûf/m d/ra 

THÉORÈME 3. Soient xo ^ caractère principal modulo 2 et m un entier impair. Alors, 
la sommation portant sur les ^ p caractères de Dirichlet impairs modulo m, nous avons: 
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192 STEPHANE LOUBOUTIN 

PREUVE. Semblablement à la preuve du théorème 2, nous avons: 

£ |L(l,X0Xm)|2 

Xm(-D = - 1 

= ^ ,2 z2 12 Xo(fl)xo(*)cotg(—Jcotgl — 
4(2m)2 ^ £ ï V2m/ V2mv vXm(_1)=_1 

7T2(/>(m) 

2m-1 2m-1 f ira\ f 1ïb\ f \ 

£ £ X o ( « ) X o W c o t , ( - ) c o t , ( - ) ( Ç_ X-OOfc-O») 

2m-1 

4(2^ S C° t g 2 (S) ; 
fl=l 

(a,2m)=l 

et ce puisque £ = a (mod m), 1 < a, b < 2m — 1, et « et b impairs impliquent b = a, et 
que b = —a (mod m), 1 < a, b < 2m — 1, et a et b impairs impliquent b — 2m — a. m 

THÉORÈME 4. Soient xo le caractère principal modulo 6 et m ^ 3 un nombre pre
mier impair. Alors, la sommation portant sur les ^f^ caractères de Dirichlet impairs 
modulo m, nous avons: 

j( l - ^)</>(m) - § ( ^ ) 2 sim=\ (mod 3), 

x«(^î)=-i' v" / v u / v m / l l fg( l + ̂ )<K"0 s/m = 2 (mod 3). 
E |L(l,xoXm)|2= l i ; f — 2 V 6^ 

PREUVE. NOUS avons de même: 

*.<5J xox ' = ^ ï ( ^ S S£(è' f l )cotH6^)cotH^J 
(a,6m)=l 

avec 
e (M) = Xo(a)Xo(*) I ] Xm(û)Xm(*) 

x«(-D=-i 

I l si b = a (mod m) et (Z?, 6m) = 1, 
— 1 si b = — a (mod m) et (&, 6m) = 1, 
0 sinon. 

Le changement d'indice b\—y 6m — b nous donne alors: 

22 ^(l,X0Xm) = T77-T2 E E COt£( 7~ C°tg( — 1. 
x™(-ï)=-i 4(6m)2 ^ ^ 1 V6m/ V6m/ 

(a,6m)= 1 fb=a (mod m) 
(fc,6m)=l 

Le résultat découle finalement du lemme (a) et du lemme suivant: 

LEMME (b). Soit m ^ 3 un nombre premier impair. Alors, 

6m-i 6m-i , ̂ , f nb_\ _ \ 6 - 6m si m = 1 (mod 3), 
h hi g\6m)COtg\6m) ~ \4m+12 sim = 2(mod3). 

(a,6m)=l (b,6m)=l 

b=a (mod m) 
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MOYENNES DE FONCTIONS L 193 

PREUVE. La sommation intérieure de ce lemme ne porte que sur b = a + 2m lorsque 
3 ne divise pas a + 2m, et que sur b = a + 4m lorsque 3 divise a + 2m. En posant ka,m — 1 
lorsque a ̂  m (mod 3), et ka,m = 2 lorsque a = m (mod 3), nous avons donc en notant 
S(m) la somme double de ce lemme: 

6m-1 
~ u™ x /ira \ /"ira l TT\ 

S0n)= E co tH^)COtH^+^3) 
(a,6m)= 1 

6m-i / T O \ / T O 7 TT\ 

=6+ s cot^)cotn^+*-3> (fl,6)=l 

Nous ne prouvons maintenant ce lemme que, par exemple, dans le cas m = 
1 (mod 3). Nous avons donc: 

~ x , 6 ! ^ 1 / ™ \ /TO 27T\ 

*m)=6+ S c o tH^) c o tn^+T) 
a=l (modo) 

6^;1 [na\ fixa ir\ 
+ S c o tn^) c o tn^+3)-

a=5 (mod 6) 

Le changement d'indice a «—> 6m — a dans cette dernière sommation donne alors: 

S(W) = 6 + 2 g «*,(-)«*,(-+ y). 
a=l (mod 6) 

Nous calculons cette somme en l'exprimant à partir des coefficients d'un polynôme dont 
ces cotangentes sont les racines. Soient u> = e"?, (# = e"̂ r et jtfl = cotg(|^) = Ï ^ J , 
de sorte que cot*(f* + f ) = - ^ J et 

, TO x , TO 27r £, + 1 C, + u , 2/ 1 2iu 1 
cotg(—)cotg(— + —) = - ~ — - y - = - 1 - -;=- + 6m 6m 3 & - 1 £, - u y/3d~X V ^ C * - ^ ' 

î Les £,, a = 1 (mod 6) étant précisément les racines de X™ + UJ2, les -r-̂ -r sont celles de 

(Y + l)m + a;2*™ et les ̂  celles de (a;7 + l)m + a;2F". D'où: 

6 ^ 1 TOX / T O 2?r\ 2Ï / m \ liur ma/""1 
'^V ^TOX / T O ZTT\ li ( m \ Ziu( mufn x \ 

g cot*(6^)cotH^+Y) = ~m~ vil-Î^)+Tfl-^^j 
2/m 

a=\ (mod 6) 

2/m / 1 1 \ 
-m ^ =• = - 3 m . 

V 1 + u X+LJ1) 

D'où le résultat. • 
Nous dérivons maintenant du théorème 4 une borne effective pour les nombres de 

classes relatifs h~ des corps cyclotomiques Q(^) de conducteurs premiers. 
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194 STEPHANE LOUBOUTIN 

LEMME (C). Soit q un nombre premier ne divisant pas m et soitf Vordre de q dans 

le groupe multiplicatif (Zt / mZ)*. Alors, \[{q)= nXm(-i)=-i(l — &»I2)) vérifie 

(1 + q 2 ) / , lorsque/ est pair et tel que q ' = — 1 (mod m), 

(1 — q J) 2/ , sinon. 

De plus, pour qfixé, Yl(q) tend vers 1 lorsque m tend vers Vinfini. 

PREUVE. NOUS avons (voir [6]): 

Xm V Q J 

Si nous remarquons que G = (Z/mZ)*/{=bl} est un groupe multiplicatif d'ordre ^ , 

nous en déduisons mêmement que: nXm(-i)=+i(l — Xm(q)T) = (1 — T8) 2« avec g — 

ordc(^). Puisque g — £ lorsque/ est pair et tel que cfl2 = — 1 (mod m), et g = / lorsque 

/ est impair ou lorsque/ est pair et tel que cfl2 ^ — 1 (mod m), nous obtenons: 

T-r ( + Xmiq)} _ 1 (1 — q~2)~r, lorsque/ est pair et c/l2 = — 1 (mod m), 

XB,(-1)=+IV q J \(l—q~f)~?~, sinon. 

Le résultat s'en déduit, la dernière assertion résultant de ce que l'on a q 2 > m — 1 lorsque 
l'on est dans le premier cas, et qf > m + 1 lorsque l'on est dans le second cas. • 

THÉORÈME 5. Soient p ^ 3 un nombre premier impair et h~ le nombre de classes 
relatif du corps cyclotomique Q(<^). Nous avons la majoration effective suivante: 

V < ( l + o ( l ) ) 2 p ( | ) ¥ . 

PREUVE. Si xo désigne le caractère principal modulo 6, alors 

Du théorème 4 (en prenant m = p) et de la majoration de la moyenne géométrique 
par la moyenne arithmétique, nous déduisons le résultat des deux inégalités suivantes: 

Notons que cette preuve menée en utilisant le théorème 2 conduirait à retrouver la 
moins bonne majoration obtenue par T. Metsànkylà, à savoir: 

vïMêf 
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et que menée en utilisant le théorème 3 elle conduirait à retrouver la moins bonne majo
ration obtenue par K. Feng, à savoir: 

K~ < P (P\~ p ~ n(2)V327 ' 

Ces deux majorations ressortissent à la même idée que celle que nous développions 
ailleurs (voir [4]): pour amender une majoration sur la valeur au point 1 d'une fonction L, 
on isole les premiers termes de son produit eulérien et on majore le produit infini restant 
qui n'est autre qu'un L(l, xoXm) pour un certain caractère principal xo-

Soit xo le caractère de Dirichlet principal modulo TV pour N >2un entier. Des simu
lations numériques sur les valeurs de sommes analogues à celle du lemme (b) qui appa
raîtraient au cours de sa preuve conduisent à penser qu'il faudrait considérer un nombre 
de cas croissant avec N dans l'énoncé d'un résultat étendant celui du théorème 4. 

Il semble donc difficile d'espérer pouvoir donner une formule explicite pour la somme 
£Xm(-i)=-i |L(1, xoXm)|2- Nous en avons néanmoins l'équivalent suivant montrant qu'il 
est possible, en choisissant N divisible par suffisamment de nombres premiers distincts, 
d'amender le théorème 5 en remplaçant 36 par tout réel strictement inférieur à 4ir2. 

THÉORÈME 6. Soit N > 2 un entier et xo Ici caractère principal modulo N. Alors, 
lorsque m tend vers l'infini en restant premier à N, nous avons l'équivalent suivant: 

J- £ ii<i,xoxm)i2-c(Aon(i-è)^ùc^ = T n ( i - i ) . 
<^W) X-.(-D=-l p/mK PJ 6 p/NK PJ 

et où la sommation porte sur les ^ p caractères de Dirichlet impairs modulo m. 

PREUVE. Semblablement à la preuve du théorème 4, le lemme (a) donne: 

v- ir/i M2 n2<j)(m) m^1 m^1 fira\ / nb \ 

E \W>xoxm)\2 = JTJÏÏ E E cots[-Tr)œts[-rT) 
Xw(r^=_i 4(mN)2 ^ i £ i \mNJ \mN J 

(a,mN)=l (b,mN)=l 
b=a (mod m) 

7T2(/)(m) m ^ 1 m ^ 1 / 7TÛ \ / 7Tb \ 
+ 4 ( ^ £ £ COtH^v)COtH^v)-

(a,mN)=\ (b/nN)=l 
b^a,b=a (mod m) 

Le résultat découle alors du lemme suivant: 

LEMME (d). Avec des constantes ne dépendant que de N, nous avons: 

( ira \ ( nb \\ 
? c o t p 

mN-l 

E 
a=\ 

mN-l 

b=\ 
b^a 

b=a (mod m) 

cot^)coig\-^ï)r0(mhoz{m))-
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PREUVE. Résulte de ce que ^ et ^ ne peuvent simultanément être proches de 0 
ou de 1 (puisque | ^ — ~^\ > ^) , et de ce que | cotg(irx)\ est majoré par l/(7rx(l — X)) 
sur]0,l[. • 

REMARQUES. Dans son commentaire sur [9] que Ton trouvera dans M.R. 
82m: 10066, D. R. Heath-Brown proposait un équivalent pour les sommes 

£ |m,Xm)|2\ k>2. 
X w ( - i )= - i 

Depuis, lors cette évaluation asymptotique a été obtenue en [11]. On trouvera des for
mules asymptotiques pour des sommes de fonctions L de Dirichlet dans [8], [11] et [12]. 
On trouvera une formule exacte pour des sommes de fonctions L attachées à des car
actères de Dirichlet impairs et primitifs dans [13]. Dans cet article, il est même conjecturé 
une valeur pour des sommes analogues à celles que nous considérons au théorème 2 mais 
pour lesquelles la sommation est restreinte aux caractères impairs et primitifs modulo m. 
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