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Le splitting pour I"opérateur de
Klein—-Gordon: une approche
heuristique et numérique

E. Servat

Abstract. Dans cet article on étudie la différence entre les deux premiéres valeurs propres, le split-
ting, d’'un opérateur de Klein—-Gordon semi-classique unidimensionnel, dans le cas d’un potentiel
symétrique présentant un double puits. Dans le cas d’une petite barriere de potentiel, B. Helffer et
B. Parisse ont obtenu des résultats analogues & ceux existant pour 'opérateur de Schrédinger. Dans
le cas d’une grande barriére de potentiel, on obtient ici des estimations des tranformées de Fourier
des fonctions propres qui conduisent a une conjecture du splitting. Des calculs numériques viennent
appuyer cette conjecture.

1 Introduction

Dans cet article, on s’intéresse au splitting pour un opérateur de Klein—-Gordon semi-
classique. Commengons par définir dans R" ces deux objets: opérateur de Klein—
Gordon et le splitting. Dopérateur de Klein—-Gordon semi-classique est donné par :

P=+1-hA+V,

défini pour u € C3°(R") par:
1 . x+
_ i(x—y)E/h Y
(1.1) (Pu)e ) = s /R ¢ p( : ,5) u(y) dyde,

ol p(x,&) = /1 +&* + V(x) est le symbole de 'opérateur. On fait les hypotheses
suivantes:

(H1) V € C*°(R") est a valeurs réelles ;

(H2) V a un minimum fini non dégénéré noté E; — 1, li_rnlx‘_>OO Vix) =Fp—1>
EO —1;

(H3) V est pair, atteint son minimum en +x; et la hessienne de V' en +x; est définie
positive.

Lopérateur P est alors semi-borné inférieurement, et on considére son extension
de Friedrichs auto-adjointe, que 'on note encore P [7]. Sous ces hypotheses le spectre
de P est discret dans l'intervalle [Ey, Fy[ [2]. Des constructions WKB au voisinage de
+xy permettent de calculer les premiéres valeurs propres de P, comme dans le cas
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de Popérateur de Schrodinger [2]. La symétrie du potentiel entraine que les deux
premieres valeurs propres sont tres proches 'une de I'autre et on appelle splitting
leur différence.

Dans le cas d’un opérateur de Schrodinger, ce phénomene est bien compris [4, 6].
En particulier, lorsque h tend vers 0, le splitting décroit exponentiellement comme
e~5/ ot S est la distance d’Agmon entre les deux puits. La distance d’Agmon pour
un opérateur de Schrodinger est associée a la métrique d = (V — Ey),dx?, ol dx? est
la mesure de Lebesgue.

Rappelons maintenant les résultats de B. Helffer et B. Parisse [5] dans le cas d’'un
opérateur de Klein—Gordon. Ils obtiennent une décroissance du splitting analogue a
celle obtenue pour un opérateur de Schrodinger, ou cette fois la distance d’Agmon
est définie par la métrique

(1.2) d=(1—(Ey— V)2),dx’.

IIs doivent cependant faire ’hypothese supplémentaire :

(H) lagéodésique minimale entre les puits +x, pour la distance d’Agmon se trouve
dans la zone:

(1.3) N={xeR"V(x) < E},

IIs montrent que le splitting s(h) vérifie:

_ s(h)eSh
(1.4) }llir}) T

ou S = d(—xg,x9) et C,(V') est une constante qui dépend de la dimension et du po-
tentiel. Ce résultat s’appuie sur les techniques de séparation des puits développées
pour l'opérateur de Schrodinger [6], ainsi que sur des majorations des fonctions
propres. Si u; est la fonction propre normalisée associée a la premiere valeur propre
A(h) de Popérateur a un puits P + 3, ot 5; “bouche” le puits {xo} : pour ¢y > 0,
B € Cg°(lxg — €0, %0 + €0[), B1 > 0, Bi(x) > 0 et Br(x) = B1(—x), le splitting est
donné par le produit scalaire

= Cn(v),

(1.5) s(h) = (P = A(h))uz, uy) + O(%*0), § > 0.

Lhypotheése (H) permet ensuite de remplacer les fonctions u; par des approximations
WKB explicites pour obtenir (1.4).

Ici, nous étudions le probléeme dans la zone N = {x € R",V(x) > Ey}. Dans
cette région, peu de résultats sont connus. Dans un cadre non semi-classique, i.e.,
avec h = 1, R. Carmona, W. C. Master et B. Simon [1] étudient la décroissance des
fonctions propres lorsque la variable x tend vers 'infini. Ils mettent en évidence deux
taux de décroissance selon qu'on se trouve dans la région {V < Eg} ou {V > E;}
lorsque |x| tend vers +00. De plus, s’agissant de la premiére fonction propre, ils
montrent que leur résultat est optimal (en obtenant une minoration de cette fonction
propre positive).
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Dans un cadre semi-classique, B. Helffer et B. Parisse [5] obtiennent également
ce changement de décroissance des fonctions propres. Si u est une fonction propre
normalisée de P et si K est un compact, ils démontrent la majoration : pour hy > 0,

(1.6) Ve >0, 3C., |le"ul|pw) < Cee’", h < hy,

ou la fonction d(x) = min(d(x, xo), d(x, —x;)) désigne la distance d’Agmon aux
puits. Cette distance change en effet de comportement selon quon se trouve dans
N ou dans N¢, comme le montre la définition (1.2).

Cependant, on n’a pas ici les estimations précises qu’on obtenait dans N pour la
premiere fonction propre [5]:si K CC N,

(1.7) 3C, 3N, Vh < ho, ||e?"u|| 2 < ChN.

Le probléme vient du fait que la fonction £ — /1 + &2 n’est holomorphe que dans
le domaine C\A, ot A = i] — 0o, —1]Ui[1, +o0[. En particulier, cette fonction n’est
pas holomorphe dans une bande plus large que

(1.8) H={£eC |¥¢ <1}

Cela empéche la déformation de contours d’intégration en dehors de J{ et met en
échec la méthode de [6] pour contrdler des décroissances exponentielles trop fortes.
Ce méme phénomene empéche la construction de solutions WKB standard au dela
de N si on veut utiliser les résultats existants pour Popérateur de Schrédinger.

Venons en aux résultats de cet article. Le but est d’analyser le probléeme du splitting
lorsque I’hypothese (H) n’est plus vérifiée, dans le cas de la dimension un. Pour
simplifier les notations et sans perte de généralité, on prend désormais Ey = 0. A
partir de la formule du splitting (1.5), on montre que son terme principal ne dépend
que des transformées de Fourier des fonctions u; au voisinage de +i: pour tout
€0 > 0, soit ¥ € C3°(] — 3ep,3¢6[), X = 1 dans [—2¢, 2¢o] une fonction troncature
pres de 0, alors

Proposition 1.1  Sous les hypotheses (H1) a (H3), le splitting s(h) de l'opérateur P est
donné, modulo un facteur multiplicatif 1 + O(h*), par
(1.9)

sy = = / 9&) =40 & e )iy, ) R(RE) R (R i,
T JRe(—onexR—(1—0i), &1

out q(&) = /1 + &%, R(z) désigne la partie réelle de z et € > 0 est petit.

1 faut alors remplacer #;( -, h) par des approximations explicites. Pour cela, on
fait ’hypothese supplémentaire :

(H4) V~10)N[—x0,x0] = {&b}, V estanalytique au voisinage de +bet V'(b) # 0.
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Proposition 1.2 Sous les hypotheses (H1) a (H4), il existe W; un voisinage de i dans
C\A, il existe des fonctions holomorphes 1, et bl, n > 0 définies dans W;, tel que pour
toute; > 0 et tout N € N,

N
(110) (6, ) = h= 2O (ST HB(E) + RY(E. 1)) . Ry(E, ) = O™,

n>0
lorsque € est dans un voisinage de i[1 — 2¢;, 1 — €[ de taille O(h'/%).

On a un résultat similaire pour u, en —i.

On ne peut pas remplacer directement i; par les développements ci-dessus dans
Pexpression du splitting (1.9) car ces développements ne sont valables que dans un
voisinage de i[1 — 2¢;,1 — €[ de taille O(h'/?). Un second probléme vient de la
singularité en +i de ces développements. En effet, pour calculer le terme principal
de s(h) lorsque h tend vers 0, on prend ¢ = O(h) dans le contour d’intégration de
(1.9). On doit alors contréler la singularité en &7 des termes du développement WKB
(1.10). Le manque d’analyticité du symbole de P empéche un controéle suffisant des
restes R};. Pour passer outre ce probléme, on définit le splitting formel comme suit :

Définition 1.3 On appelle splitting formel sz(h) la quantité donnée par la formule
(1.9), ot on remplace i;( -, h) par les développements WKB (1.10) en omettant les
restes.

On peut alors calculer et on obtient:

Théoreme 1.4  Si Popérateur P vérifie les hypotheses (H1) a (H4), le splitting formel
sp(h) vérifie

(1) g O 20 = DV )t VYO

h—0 h o [V/(b)|(m) /2632 r'(3/2),

oir I est 'intégrale convergente

b
|4 1
I= / ( ) + ) dy,
50 S V1=V2(y) V7 (=x0)(y +x0)
et (s) = [p. e “u' du pour Rs > 0.
Remarquons que la puissance de h obtenue ici n’est pas la méme que celle obtenue

sous 'hypothese (H) comme le montre (1.4).
Le splitting formel (1.11) donnera le splitting réel si on démontre la conjecture:

Conjecture 1.5  Si P vérifie les hypothéses (H1) a (H4), alors pour N > 1, le dévelop-
pement (1.10) est valable sur un voisinage indépendant de h de i[1 — 2¢;,1 — €[, pour
€1 > 0. De plus, les restes R\ (- , h) sont holomorphes dans W; et vérifient

hN

1
VN > 1, 3C >0, V€ € W;, |Ry(&, h) SCW-
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Pour appuyer cette conjecture, on fait des calculs numériques du splitting et on les
compare a la valeur théorique sp. On considere la famille de potentiels :

(1.12) Ve=—-1+C(1 —x%)?% C>1.

En conjuguant opérateur de Klein—-Gordon obtenu avec ces potentiels par 'opéra-
teur unitaire de tranformation de Fourier, on ne change pas le spectre et on obtient
un opérateur différentiel. On peut alors calculer son spectre [9]. On obtient des
résultats concordant avec I'estimation du splitting formel (1.11), ce qui laisse penser
que la conjecture 1.5 est vraie.

Cet article est organisé de la maniere suivante. Dans la deuxiéme partie on étudie
les transformées de Fourier #; des fonctions propres u; pour obtenir la proposi-
tion 1.2. On étudie également la singularité des fonctions qui apparaissent dans le
développement WKB des #; en +i. Dans la troisieme partie on réécrit le splitting en
faisant intervenir les 7; (proposition 1.1) et on obtient le théoréme 1.4. Enfin dans
la derniére partie on s’intéresse a la famille de potentiels V¢, qui permettent de faire
des calculs numériques. On verra que ces calculs concordent avec la valeur théorique
(1.11). Un calcul de coefficients de normalisation des fonctions propres est donné
dans 'appendice A.

2 Transformées de Fourier des fonctions u;

Dans cette partie, on se concentre sur la fonction propre normalisée 1 de opérateur
a un puits {—xp}. La symétrie du potentiel permettra ensuite d’obtenir les résultats
pour u;.

On considére donc un opérateur de Klein—-Gordon défini par (1.1) en dimen-
sion un et on fait les hypotheses (H1), (H2), ainsi que les hypotheses (H3), et (H4)
adaptées au cas d’'un unique minimum de V. Quitte a ajouter une constante au po-
tentiel et a faire une translation, on peut supposer que Ey = 0, et que V atteint son
minimum en 0. On suppose donc:

V(0) =—1, V'(0) =0, V"(0) > 0,
Vix) > —1six#0et lim V(x)>—1.
|x| —=+00
Dans cette partie, on fait une hypothése supplémentaire :
(H4b) OnaN = {x, V(x) < 0} =]a,b[, —co <a < 0 < b < +o0.

Cette hypothese n’interviendra pas dans la suite. En effet, on pourra ajouter une
fonction au potentiel et faire en sorte que cette hypothese soit vérifiée sans pour au-
tant modifier le terme principal du splitting.

On définit la tranformée de Fourier semi-classique par

1

V27mh Jr

Le résultat principal de cette partie est la proposition 1.2 donnée dans I'introduction.

F(u) (&, h) = u(g, h) = ey (x, h) dx.
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Pour démontrer ce résultat, on construit une approximation WKB de u; dans
N =]a, b[. On montre ensuite qu’on peut utiliser cette approximation pour calculer
i et obtenir la proposition 1.2. On commence donc par le résultat suivant, déja
utilisé dans [5] :

Proposition 2.1

(i)  Pour tout € > 0, il existe des réels Ex, k > 1 et des fonctions ar, k > 0 dans
C°([a+€/2,b — ¢/2] telles que v (x, h) définie pour N € N par

N
(2.1) v (e, h) = b= AN (x, h), aN(x h) = > ha,(x)
n=0
vérifie

N
(2.2) Vx €la+e,b— e[, h/*ed@/Mp — Z WE )WY (x, h) = O(WN™Y),
n=1

x 1/2
oud(x) = ‘ / (1 — (—V)i) dt‘ est la distance d’Agmon au puits.
0 +

(ii)  Si A(h) est la valeur propre associée a u,, on a de plus

N

(2.3) YN €N, 3C, [Mh) =Y Eh"| < CyhN™,
n=1

(2.4) [l e/ () — vl 2 (arep—e) < CnhN.

Preuve Soite > 0. On adapte les constructions WKB de 'opérateur de Schrodinger

[2] a Popérateur de Klein—Gordon : on cherche des solutions de (2.2) v (x, h) et E(h)

sous forme de séries formelles:

(25)  E(h) ~ > H"Ey, vi(x,h) = b4 a(x 1), a(x,h) ~ Y Hlay(x).
n>1 n>0

La puissance 1/4 de h est issue de la normalisation de la solution comme le montre

I'Appendice A.

Dans N, |d'(x)| < 1 et donc ®(x, y) définie par ®(x, y)(x — y) = d(x) — d(y)
vérifie |®(x,y)| < 1 pour x,y € N. Lholomorphie de y/1 + &? dans H permet
de déformer le contour d’intégration dans la définition de Pv; pour obtenir la série
d’égalités:

h—1/4
27h

h—1/4 i
_ ey / e p(x + y /2,6 +iD(x, x + y))
Ry X (R—i®(x,x+y))e

Pry(x, ) = / Lo+ y)/2,€)e P aly, b dyde
R2

2mh
X a(x+ y, h) dyd¢

h71/4

e*d“)/h/ eV M p(x + y/2,€ +i®(x, x + y))alx + y, h) dyd€.
27Th R2
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La méthode de la phase stationnaire [2] donne maintenant

N n

ey = g (30

i"n!
n=0

fulx, 1) + 00

(2.6) fule, ) = O¢ [p(x+ /2,6 + (x, x + y))alx + y, h)] )0 =0

Ainsi, la fonction v; définie par (2.1) vérifie (2.2) si et seulement si les fonctions a,,
satisfont dans [a + €, b — €] les équations de transport suivantes:

(L — Ep)ag =0,
(L = EDax = ¢k + Exr1a0.
ou L est opérateur différentiel d’ordre un:

_ 1 d' dx d
21 —d'(x))3? 1—d'(x)dx’

etolicy dépenddea;, 0 <I<k—1letE,, 2 <m < ketestdonné par (2.6).
Comme d’(0) = 0, 'opérateur L est singulier en zéro. On procede alors exacte-
ment comme pour 'opérateur de Schrodinger dans le cas d’un puits ponctuel de
potentiel non dégénéré [2]: on choisit les conditions initiales ao(0) # 0. Cela
impose la valeur de E; pour avoir une fonction réguliere ag. On fixe également
ar(0) = 0,k > 1. Déquation de transport pour a, prise en x = 0 donne E,;;. On
obtient en méme temps des fonctions régulieres a,, dans N et des réels E,. 1l reste
ensuite a modifier les fonctions a, en les multipliant par une fonction troncature
Cs°(la+€/2,b—€/2]) valant 1 dans [a + €, b — €]. On calcule les premiers termes:

17 2
en  E=YT0 - c(l_V—‘ﬁf)(x)) Vb cen,
ou .
o = [ YWy
1-V2(y)
et
b 1% 1
(2:8) c:aO(O)\/Ev“(O)I/‘*exp(—El/O (\/1 _(‘y/)Z(y) ¥ \/V”(O)y) y).

L Appendice A donne de plus ao(0) = (/V77(0)/7)"/*.

On démontre maintenant (ii). Lestimation (2.3) est une conséquence classique de
lautoadjonction de P et de (2.2) [2]. D’autre part, dans [5], les auteurs considerent
Popérateur conjugué

e(l—e)d/h(P + Xf)e—(l—e)d/h’
oli pour € > 0, X (x) = x(x/e), x € C3([~1,1]), X(0) £ 0.

IIs montrent que cet opérateur est uniformément inversible (uniforme en

h < hy) et en déduisent les majorations des fonctions propres (1.6), (1.7) données

dans lintroduction. La méme méthode permet d’obtenir I'estimation (2.4) a partir
de (2.2). [ |
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On démontre maintenant la proposition 1.2 qui donne I’expression de ;.
On écrit u, (x, h) = e~4®/"g| (x, h) pour une fonction g, majorée par e/ ou h—N
selon la région ol on se trouve, comme le montre (1.6) ou (1.7). On a, pour £ € R

1

V2mh Jr

Remarque 2.2 Lorsque x € N =]a, b[¢, |d'(x)| = 1. Lexpression (2.9) ci-dessus
montre donc que #; existe et est holomorphe dans H = {¢ € Csi|3¢| < 1}.

(2.9) (&, h) = e /gm0, (x, h) dx.

Pour ¢ > 0, la fonction 7; est donc bien définie dans W un voisinage de i[1—2¢,
1 — €] de taille O(h'/?). Etudions la phase de (2.9):

P¢(x) = —ix§ — d(x).

Si €y > 0 est assez petit, les hypotheses (H4) et (H4b) montrent que ¢¢(x) a un
unique point critique noté x¢, défini par

(2.10) VEeW, d'(x) = —if.

En effet, d’ admet un prolongement analytique inversible au voisinage de b par (H4).
Soit

(2.11) P(§) = —xe€ + id(xe).

La formule (2.10) montre que ¢'(£) = —x¢.

Pourx € Ret& € i[1—2¢), 1 —¢p], la partie réelle de ¢ (x) a un unique maximum
=3P (€) en x¢ € R. De plus, la continuité de £ — x¢ donne l'existence de €; > 0 et
€2 > 0 tels que

Vg €i[l — 2€0,1 — 60], X¢ € [b— 61/2,1’) — 362/2]
On en déduit Pexistence de Cy > 0 tel que:
(2.12) V€ €i[1 —2€9,1 — €], Vx € R\[b—€1,b — €], Rpe(x) < —I(§) — Co.

La continuité des fonctions & — ¢¢(x) et { — 1 (£) montre qu'on peut diminuer h
et donc W pour avoir (2.12) sur tout W, avec Cy /2 au lieu de C.

Onintroduitalors y € C5°([b—e;1,b—e,]), x = 1dans [b—e +€; /2, b—e;—€,/2].
Revenant a 11 (&, h), on écrit maintenant, pour £ € W :

1 )
(&, h) = e My (x, )y (x) dx
1(&, h) N 1(x, h)x ()
1 .
+ e XE/hg=dx)/h x, h)(1 — x(x)) dx,
=L +1L.
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Lestimation (2.12) de la partie réelle de la phase ainsi que celle de g; montrent que
36 >0, VEe W, |e O/ < Ce/h,

On étudie maintenant I,. Soit{ = & +u € W, & € i[1 —2¢p,1 — ), u € R,u=
O(h'/?). Un développement limité de 1 en &, donne C > 0 tel que pour x € R,

(2.13) §R(—ix§—d(x)+1/)(§)) = §R(—ix§o—d(x)+@/1(§o)) +0u?) < Cu? = O(h).
Pour N > 1 fixé, on choisit v de sorte que (2.2) et (2.4) soient vérifiées dans

[a+€eb— €] pour 0 < € < €/2. Lestimation (2.13) permet alors de remplacer
xu1 par v modulo [¢©/"|O(KN). Dans la suite, on néglige les termes de cet ordre,

et donc on néglige également les termes d’ordre |¢/©/"|e=9/" On obtient, pour
Eew:
hote dx)/h N
2.14 (& h) = — | e ixE/he™ " a™ (x, h)x(x) dx.
(2.14) 1€, h) N €/ (x, h)x (x)
Définissons
1
ge(x) = x(2/ d"(xe +1tx)(1 — 1) dr)'/?
0
. . 1/2
= (26006 +ilx — "€ + dlx+x0) .
On écrit
—1/4 it () /h ,
(2.15) h(& h) = e e 8 2 g (e + x, )X (x¢ + x) dx.

\V27h R

Pour £ € W, on calcule gg’(O) = /d"(x¢) # 0, et on note f; I'inverse de g défini
dans un petit voisinage de 0 dans C. Soit

I'={xeC, gx) e[-67} d>o0.

Pour 6 = §(§) > 0 assez petit, on peut déformer le contour d’intégration dans
(2.15) pour passer par I'. On a

J=1/4giv(©)

V2rmh r

(& h) = e %W g 4 x, h)x (e + x) dx

B 1/46iv(©/h

+ —_—
\V2mh Ire

ot I' UT* est homotope a R dans la région ou I'intégrand de (2.15) est holomorphe.
762/4h)

e*gf(")z/Zha(xg +x, h)x(x¢e + x) dx,

Lintégrale sur I'* est majorée par O(e et on peut donc négliger ce terme.
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Pour calculer I'intégrale sur I', on fait le changement de variable y = g¢(x) pour
obtenir

h—1/46iv©/h o

vEeWw, L/l\l(fyh)ZW s

e Pha(xe + fe(y), Wx(xe + fe (D)) f () dy.
On calcule alors

(2.16) (& h) = WAV OMp(E B, b(E,h) ~ Y H'b,(E),

n>0

ou pour toutn € N,

2p
Q) O = X g+ KON =0,
ptq=n :

Remarquons que modulo [¢V©/"|O(hN), le calcul ci-dessus donne VN (¢, h) =
(&, h),si e W.

Il reste maintenant a prolonger les fonctions 1) et b, dans un voisinage de i dans
C\A. Avec les mémes techniques de déformation de contours que dans le calcul de
i1, lestimation (2.2) dans [b — €1, b — ¢,] implique pour la méme fonction x :

(2.18) VE €W, F(x(P — E(h)WN)(E, h) = h=1/4VOMOohN),

D’autre part, on peut calculer F(x(P — E(h))vY) en utilisant l’exp}ression de ;Nl\ en
fonction des b, et la méthode de la phase stationnaire: modulo |e”/"(5)/ " oY), on
obtient I’analogue de (2.6) pour £ € W' :

1 . —
FxPv)(&,h) = ﬂ/ 1=/ p (e, )V (n, h)dn dx,
™ JR2
h—1/4

N
_ ix(n—&)/h ,iv(n)/h Wb dnd
o A{ze e P(x,n); w()dn dx,

N
_ Vg Z h'g, (&),
n=0

ou

iP
IAGEY 10RO PGe = WIEE+ 1), €+ Mby(€ +1)y-o-0-

ptq=n

et U, (& —n) = P(€) — P(n). Avec (2.18) cela conduit a 'équation eiconale
pour ¥

(2.19) V(=) + 1+ =0,
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ainsi qu'a des équations de transport dans W pour les b, :
(2.20) (L = ENbyy = B,

ou

= 2[5V evo - vieveg).

ﬂ() =0,et

Bu-1(8) = ZEn mbm(§) = ——= 00" [p (x—‘I’(§,£+77,§))bm(§+?7)]’

m)!

n=0
x=0

Léquation (2.19) donne un prolongement analytique de %) dans W; un voisinage de i
dans C\A.
Pour £ € W;, V/(—'(£)) # 0. Les équations de transport sont donc résolues
dans W; ce qui permet d’y prolonger les fonctions b,,. On a montré la proposition 1.2.
On termine cette partie en étudiant la singularité des fonctions b, en i. Pour cela,
on choisit ici la détermination de /€ — i définie dans W, Cest-a-dire qu’on prend
maintenant Arg(§{ — i) €] —37/2,7/2[. Ona

Proposition 2.3 Les fonctions b, définies dans (2.17) vérifient :
ey

\/EV//(())S/S exp( E, fo(\/l Vz(y) = O)y) dy)
VT

(II)  Pour n > 0, il existe des fonctions holomorphes dans W; c,, continues en i, telles

bo(i) = # 0.

que
(2.21) bo(§) — bo(i) = co(§) /€ — i,
cn(€)

Démonstration Cette proposition se démontre par une étude technique des équa-
tions de transport (2.20). Introduisons

Définition 2.4 Soit F 'ensemble des fonctions f qui s’écrivent:
f&) = f&VE—i,—4"(©),

pour une fonction f holomorphe au voisinage de (i, 0, b).

Lensemble F est une algebre et on démontre par récurrence que
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Lemme 2.5

ey (&)
(2.23) Vi1 Vf € R 3 € R fU0 =
Si f est une fonction holomorphe au voisinage de b et si k € N, alors les termes

8,’;(f(—\11(§7§ +1)))(n = 0) sexpriment en fonction des dérivées de f et ¢). En
particulier, le lemme 2.5 ci-dessus donne

k gy S
(2.24) Vk > 1, 3fc € F 0,(f(—=¥(£,§+n))n=0) = E— e
On définit également les ensembles de fonctions suivants:

Définition 2.6  On note Gy U'espace vectoriel sur C des fonctions f holomorphes
dans W; telles qu’il existe k + 1 suites complexes (sfn)m, 0 <1< ktelles que

(2.25)
n k n+1—21
Ve N, (€)=Y s (E=)" 4D (€= Pn(E=i) D s (=) +gu(9),
m=0 I=1 m=0

ot g, (&) vérifie g,(€) = o(|& — i|"/?).

Cette définition donne facilement les résultats suivants:

Lemme 2.7
(i) Sif € Gpalors(E—1)f'(£) € Gy
(ii) F C G.

(ili) GoGy C Gy

(iv) Si f € Gy, alors toute primitive de f est dans Gy.

(v) Si f € Gy et h est une fonction holomorphe dans un voisinage de f(i), alors
ho f € Go.

On montre un dernier lemme avant d’étudier les fonctions b,, :

Lemme 2.8

(i)  Soit g une fonction holomorphe dans Wi, qui tend vers 0 en i, et soit § < 1 tel que
i0 € W;. Alors

1
VpEN, f(&) = (€~ iV /5 (n;ﬂ%

est holomorphe dans W; et tend vers 0 en i.
(i) SineN*etg e G,_y,alors

3
_ _ n\n—1/ g(n)
fo =iy [ S e,
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Preuve Montrons (i). W; est un ouvert simplement connexe donc f est bien définie
et holomorphe dans ce domaine. Montrons que cette fonction tend vers 0 en i.

Soit € > 0. Lintégrand est holomorphe dans C\A. On choisit le contour d’inté-
gration suivant : pour & € W;, soit C l'arc de cercle de centre i entre i — i|{ — i| et .
Ona

i—i|¢—il

- =1/ g(n) _ \n—1/ g(n)

[ == 2/us (n —i)m1/2 i, +(€ =" 2/c (n —i)m1/2 .
=N+ L.

Par hypothese, il existe ¢’ > 0 tel que si |£ — i| < €/, alors |g(€)| < €, d’on

|| <

i(1—e’)
/6 g (n — i)~/ d??’ +

<Cy+ C1€|€ — 1'|—(n—1/2)7

i—il¢—il
/ g (n — i)y~ gy
i(1—e’)

ot Cy ne dépend que de €’ et 1, et C; ne dépend que de n.
Majorons J,. Sur C on a |g(n)| < e donc:

2me

|7/2—arg(§—1)| - mi12) .
|]2|§€/0 & — i |§—1|d9§m-

Finalement on obtient €'’ > 0 tel que pour | —i| < €”, [f(§)] < Ce. On a
montré (i).

On montre maintenant (ii). Soit g € G,_; et p € N. Par définition de G,,_1, il
existe une fonction g, (&) = o(|¢ — i|)?/? et des suites (s},)m, 0 <1< n— 1 telles que

p n—1 p+1-21
gO) =D =)+ > (=) PUnE — i) DY sk (€ =DM +gy().
m=0 =1 m=0

On veut montrer que

13
fo=c-ir [ e,

11 suffit donc d’étudier les termes:

9 _ \m/2
ey [T ="
An= (€1 /5 A 0<m<p,
A _ (g o -)n—l/z ¢ (ln(n - 1))1(77 - i)l+m/2_l/2 0 S m S p +1— 21’
me e , (i — )i/ oy <i<n-1,

13
e a1/ gp(’])
B (e—iy [ S,

https://doi.org/10.4153/CJM-2007-017-3 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-2007-017-3

406 E. Servat

On obtient, pour des constantes C dépendants de la borne inférieure des inté-
grales:

(=2

1+m/2—n

A = (€ —D)"V[(€ = )2 In(€ — )] +C(€ —i)"12, sil/2+m/2—n=0,
1

—D*(In(€ — i) FIr—1)... (01— k+1
Am,IZ(E—i)l_l/2+m/2(Z( 1)*(In(§ (lll)m/;f_n)k)ﬂ ( + ))

+C(E— i), sil/2+m/2—n0,

m

k=0
+C(E— i)', sil+m/2—n#0,

_ (€= )" (g — ™!

A
ml I+1

-i-C(f—i)”*l/z7 sil+m/2—n=0.

Enfin, on écrit g,(§) = (£ — i)P2k(€) pour une fonction k qui tend vers 0 en i.
Alors

- k()
o (n—i)m1/2
¢ k
_ (f _ i)p/Z |:(£ _ i)fl*P/2+1/2 /6 (77_1)1(1% d’l7:|

1

B= (-

Le point (i) de ce lemme implique que le terme entre crochets tend vers 0 quand
& tend vers i et par suite B = o(\f—i|)l’/2_ -

On revient maintenant a la proposition 2.3 en démontrant le résultat suivant, qui
est plus précis:

Proposition 2.9  Les fonctions b, définies dans (2.17) vérifient :
(1) bo € Gy, et

(2.26) bo(i) = 2/ llijm<ba0(x)\d”(x)\’1/2 £0.

De plus, pour j > 0, il existe des fonctions ¢ ; € Gy telles que

. () _ Co,j(ﬁ)
(i) Pour j >0, n > 1, il existe des fonctions c, ; € G, telles que

€n,j (&)

U)(g) —
(2.28) b’ (€) = € iy
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Preuve Montrons (i). Léquation de transport pour by permet de calculer explicite-
ment:

¢ d
. n . —1/2
bo(&) = Cexp( =iy | L) (v ,
o(6) = Cexp( —iE, / ) (V)
ou C est une constante donnée par les conditions initiales.
Comme (V/(—1'(£)))"% € F, et (V/(—1'(€)))~" € F, le lemme 2.7(ii), (iv)
et (v) montre que by € G et par suite on a I'existence de ¢py € Gy comme dans
(2.27), pour j = 0. D’autre part, I'expression de a, en fonction de by (2.17) donne

VE €W, by(6) = ag(—¢(©)|d" (=" ()|,

Les deux membres de cette égalité se prolongent analytiquement pour £ € W; et en
particulier

N . Y e ot -1/2
bO(Z)*gJ.lrgneW,.aO( YA (= ()],

ce qui donne (2.26). Cette limite existe et est non nulle grace a Uexpression de 4
(2.7). On a donc la premiere partie de (i).
On démontre maintenant que pour # > 1, il existe ¢y, € Gy tel que

eO,n (6)

(2.29) by (€) = bo()

Gréce au lemme 2.7(iii) on aura alors ¢y, = by(§)ep .(§) € Go.
Pour n = 1, ’équation de transport pour by conduit a:

V(=€) € E

(2.30) bo(&) = VI(E) J1r e V@)

bo(8).

Cela montre donc que

601(5)
(& -2

ouey; € F:ep (§) =é1(&,vVE—i,—v'(€)) pour

bo(§) = bo(§) =17

xV'(2) . Ey
WAErT Vi)

é(),l(x7 Y, Z) =

Supposons maintenant que la dérivée eénieme de by soit de la forme (2.29), pour
ey,n(§) € F. Lexpression des dérivées des fonctions appartenant a F (2.23) donne:

(n+1) ! eO,n(g) 6(/)”(5) (Tl - 1/2)eOn(§)
b€ = bo(§)m + bo(f)m - bo(f)w
b €0,1€0,1(§) do.n (&) —1/2)eyu(§)

R T T
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pour une fonction d, , € F. Cela conclut la démonstration de (i) avec

eon1(§) = V& —ileo1(€)eon(§) +don(&)] — (n—1/2)en(§) € F C Gy.
Montrons (ii). La formule (2.24) donne

fi(©)

(2.31) Vk>1, 3k €F, O (V(=T(&,E+m) (n=0) = =T

On va montrer par récurrence sur n > 1 'existence de e,,; € G, tels que

(O = b I, 2

On aura la proposition avec ¢, ; = bye,j € G,
Cherchons b; solution de 'équation de transport sous la forme b; = byg. On
obtient

VOO = B€) = S O(VIWE €+ ) (7 = 0).

Gréce a (2.31), et a expression des dérivées de by, il existe f € F, et donc f € Gy, tel

que
bo(§) (&)
€7
Pour § < 1 tel que id € W, et pour une constante C; qui dépend des conditions
initiales (¢f. (2.17)), ona

pi(&) =

¢ h(n) / ’
g =Ci+ [ e dn ) = /v~ ) € G

Le lemme 2.8 implique alors que e; o(§) = g(£)(€ — N2 e Gy, et

e1,0(§)
b =by(§)———.
(&) = (O o
11 suffit ensuite de dériver cette expression de by (£) : les résutats sur by et bj ainsi
que le lemme 2.7(i) donnent par récurrence 'existence de fonctions e; x € Gy, k > 1
tels que
Y e1 (&)
by’ (§) = bo(f)m-
Si on suppose que cette écriture est valable pour tous les by, 1 < k < n — 1, alors
I’équation de transport pour b,, s’écrit

(E_El)bn:ﬂn:bo fEanl-

f
(5 _ l’)n+1/2 ’
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En cherchant b, sous la forme b,, = byg, on trouve une constante C,, telle que

<
fm)
g(&) =C, +/i($ mdn

Le lemme 2.8 montre que e, o(£) = g(£)(€ — )" /> € G, etona

€n,0 (5)
bul€) = bo(©) (55

11 suffit a nouveau de dériver 'expression obtenue pour b, pour obtenir 'existence
des fonctions e, x € Gy, k > 1. La proposition est démontrée. [ |

Ce dernier résultat donne la proposition 2.3 avec ¢, = ¢, 0.

On note désormais 11, b} et ¢! les fonctions construites ci-dessus. Ces fonctions
donnent une approximation de la transformée de Fourier de la fonction propre u;
associée au probléme a un puits, lorsqu’on a bouché le deuxiéme puits de sorte que
I’hypothése (H4b) soit vérifiée. Une étude similaire pour i, en —i donne Iexistence
de fonctions 1),, b2, ¢2 qui vérifient des résultats analogues a la proposition 1.2 et a la
proposition 2.3 cette fois lorsque le premier puits est bouché.

On utilise maintenant ces fonctions pour calculer un splitting formel et obtenir le
théoreme 1.4.

3 Le splitting formel

On considére désormais un opérateur présentant deux puits ponctuels de potentiel
en *x, et satisfaisant les hypotheses (H1) a (H4). On note £b les points entre les
deux puits pour lesquels le potentiel s’annule, —xp < —b < 0 < b < x.

Dans cette partie, on montre le théoréeme 1.4. La démonstration se fait en deux
étapes: on obtient d’abord une expression du terme principal du splitting qui fait
intervenir les transformées de Fourier des fonctions propres des problémes a un puits
itj au voisinage des points i : Cest la proposition 1.1 de 'introduction. On remplace
ensuite ces transformées de Fourier par les développements WKB obtenus dans la
partie précédente pour calculer un splitting formel.

Définissons la fonction troncature : pour € > 0, ¥ € C5°(] — 3¢, 3¢[), Y = 1 dans
[—2¢, 2€]. On écrit un résultat un peu plus précis qui contient la proposition 1.1:

Proposition 3.1  Le splitting s(h) est donné modulo un facteur multiplicatif 1+ O(h*°)
par

(3.1) smzifﬂQ%@WMMmmwwmwp
R?

T &+

o q(&) = /1 +&2 Onanotéfzi—i% +§,et7~7:—i+i% +npour&,n € R.
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Preuve Soit 3, € C*°(R) une fonction positive bouchant le puits {xo} et tel que
V + (3 satisfait ’hypothése (H4b). Pour des constantes o;; > 0, 0 < ap < xp, on
choisit 3 tel que son support soit inclus dans ] — co, —xg — ;] U [ay, +oo[. Soit
B>(x) = B1(—x). En suivant la démonstration de [5] basée sur les estimations (1.6),
on a la formule du splitting :

s=2w+ O(e*(s“(’)/h), w=(P— Nuy,u1), € >0,

ou A = A(h) est la premiere valeur propre de P+ (3;, ainsi que de P+ (3, par symétrie,
et S = d(—xo, xo) est la distance d’Agmon entre les deux puits. On a

(P = Nui(y,h) = =pi(y)u(y,h) =0 poury € [—xo — a1, 2]

(P = Nua(y,h) = =Ba(y)ua(y,h) =0 pour y € [—ay,xo + a1].

S+eg

Six € [—ay, az], on a modulo O(e~ S/, quitte & diminuer ¢y > 0:

w— / ((P = Nuz) (3 s (7, ) dy
R

_ / ((P = Nua) (7, By, ) dy

— 00

[ (@ = 0) Gy = (2 = )y sty )]
= o [ [ et (e au) ae. i mdsan) dy.
—oo ~JR?

On choisit x = 0 € [—ay, a;] et on intégre en y pour trouver :

h 1 q(&) —q(n) .
3.2 =-— | = h h) d¢dn.
(52) v [ TR . dedy

: ; ; ©—=aqlm >
Remarque 3.2 En dimension plus grande que un, la fonction 1 H‘]l L n’est plus

réguliere, et on ne peut plus utiliser cette formule. B. Helffer et B. Parisse résolvent ce
probleme dans [5].

Lintégrand dans w est holomorphe dans H¢ x 3, (cf. Remarque 2.2). On déforme
le contour d’intégration comme suit: pour || < 1 et R > 0, on integre sur (I'})¢ X
(g )y o

I'F:=] —o00,—R]U[-R,—R +ia] U [-R +ia, R+ ia] U [R £ ic, R] U [R, +00l.
R

Etudions le segment [R + ic, R] : soit

t:/[R i, R]e X R %};(n)ﬁl(ﬁvh)ﬁz(n, h) d¢dn.
+io,R]e X R,
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Alors

R+iu) — - . - .
t= —/ wulm + iu, h)uy(n, h)i dudn
(00lcxr, ~R+iu+n

QR+ i) —9() _iyRiuy/n ~ .
= - ——e¢ w1 (y, Wi (n, h)i dydudn
/[O.a]£><lR<,]><]R{y R+iu+n : ?

= _/ we—iy(R+iu)/h hu{(%h)ﬁ\z(n,h)l dydudn
[0.0]cxR, xR, ~ Rtiu+tmn i(R+iu)

On a fait une intégration par parties en y pour obtenir la derniére intégrale. Les fonc-
tions propres u; ainsi que leurs dérivées ont une décroissance donnée par la distance
d’Agmon au puits, en particulier elles sont dans la classe de Schwartz. Cela donne

|| < Chlldall gy gl R

Lorsque R tend vers +oo, t tend donc vers 0. On traite de méme les autres intégrales
pour montrer que lorsque R tend vers +0o0, seule I'intégrale sur [—R +icv, R+ icr]¢ X
[-R — ia, R — iar],) ne tend pas vers 0. En choisissant o« = 1 — %, on peut donc
remplacer les contours R¢ et R, par respectivement

(]R<+i—i2h—b)5 et (]Ri—i+i2£b)n.

Il reste a démontrer quon peut ajouter des fonctions troncatures x en & et n
comme dans (3.1). On écrit

iy, ) = e g () etz h) = U gy (2, h)

pour des fonctions g; dont les dérivées sont majorées par O(e/™) pour tout € > 0,
comme rappelé en (1.6) dans I'introduction. On a avec les notations de la proposi-
tion 3.1

_ZL / q(€)~ — ?(77) e—iyf/he—d(%—x(;)/hgl (v, h)
e £41)

x e #he=d@x)/hg, (2 1) dydzdédn.
Si & ou 7 est dans Supp (1 — ) on définit

- 0 1 0

Li=1-¢+id (y,—x)=—, L= —""————.

1 3 2 0)8)/’ 2 h+id'(z,x)) 0z
Alors 2L, (elCEridly—x)/hy —  plix=y)&+id(y.—x))/h et on a un résultat analogue

1

pour Ly. En appliquant plusieurs fois les opérateurs L; dans I'intégrale définissant w,
on montre que modulo un facteur multiplicatif 1 + O(h°°), on ne modifie pas w en
ajoutant les fonctions troncatures §. On a (3.1). ]
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On remplace maintenant les fonctions #; par les prolongements WKB calculés
dans la partie précédente. On appelle splitting formel, noté sp(h), le nombre ainsi
obtenu.

Preuve du théoréeme 1.4 Modulo un terme négligeable, on a pour N > 1:

L1/ Y _ a(P) . e N
iy = — / 4&) = A i @ mgiv ) iy €,y (7, W) (€)% ) i,
™ R2 £+

pour b/ = qu\]:o h"b,];, j = 1,2. En utilisant P'expression des bl dans la proposi-
tion 2.3,ona:

imsn = 3w [ g @mgivanyn e = A7)
0<pa<N §+1
cpo(&) c2o(M)

(g —)P=1/2) (7 + i)a—1/2)

, @/ i /n 4 — (7 20(M)
roy) Y / ezul(ﬁ)/hewz(rz)/hQ(f%+g(77) - jq;‘O)(:il/z) (&) x(n) dedn

X(€)x(n) d€dn

0<g<N
20 - p [ Livi(@/h iwz(i)/hq(g)_q(m C}’vo(g) ()%
D 3 b [eucmena e O dedn

+ by (i) bE(—i) / Ot &) — g(i)E + (€)% (n) dEdn.

On note I, ; les intégrales ci-dessus de sorte que:

N N N
iVhrsp(h) = > WML+ KL g+ > I, i +1_ ).
p:q=0 q=0 p=0

Calculons I_; _;.
Le développement limité des fonctions 1); en +i est donné grace a (2.11) et a
I’équation eiconale par:

—in/4
¥1(8) = id(—x0,0) + b(§ — i) + %(5 — i)+ o€ -,

—in/4

Va(n) = id(x0,0) — b(n +1i) + : (n+i)’/* +0((n +i)),

3V/(b)

pour =37/2 < arg(§ —i) < w/2et —7/2 < arg(n+1i) < 37w/2.
Une étude des lignes de niveaux 3v; = cste montre que modulo un terme ex-
ponentiellement petit quand h tend vers 0, on peut remplacer dans 'expression de
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I, 1 les contours en £ et 7 par I'; et ', ott pour € > 0 assez petit,

I :f:i—i%(l+iu—u2), | g.s/\/ﬁ7

h
: =—i—i— < < = i 1 .
Iy i leVi’ 0<wvy<e/h vy JILH&VZE i

Cela conduit a:

Iy ~i(h/b)> e S/bl ()b (—i)I,

(1+iu—u2)/2 1+2i —v/2
I= / ¢ ( iwe VY dudv,
R, X R

l+iu—u?+v

ou f(h) ~ g(h) signifie lim;,_,o f(h)g~'(h) = 1. On calcule

—w/2 ,—v/2
I= i/ u dwdv,
Cy XIRE

v—w
ou C est le contour donné par w = —(1 + iu — u?), u € R. Ainsi
, e eV /v
I= —1/ —\/_ dwdv.
RY X (C—v),, w

On déforme le contour de I'intégrale en w pour avoir un contour indépendant de v:

e

w/2
I= —iF(3/2)/ dw,
Cy w

oul(s) = ﬁw e v~ dv. Si on déforme C jusqu’a le ramener sur R, on montre
que:

s——

e—w/2 )
/ dw = lim (1 — ¥™)I'(s) = 2ir.
c, W 1

Finalement, I = 27 T'(3/2).
On estime de la méme maniére les autres intégrales pour trouver :

(3.3) Lig=e"0m ), p>o0,
(3.4) I =e "o 1), q > 0,
(3.5) Iy = e S"Om>=P=1) p>0q>0.
Finalement, le terme principal de sg(h) est donné par
2h . :
se(h) ~ e SIp (B (—)T(3/2).

Il reste a remplacer b} (i) et b3(—i) par leurs expressions données dans la proposi-
tion 2.3. Cela termine la démonstration du théoréeme 1.4. ]

Ces calculs montrent que si la conjecture 1.5 était démontrée, on aurait le méme
terme principal pour le splitting réel.
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4 Validation numérique

On consideére désormais la famille de potentiels:
Vex) = —-1+C(x*— 1), C>1

pour laquelle on va comparer le splitting formel avec un splitting numérique (mené
avec matlab).

Avec les notations précédentes, onaxy = letb = (1 — \/#5)1/ 2. De plus les
hypotheses (H1) a (H4) sont vérifiées. On peut donc calculer le splitting formel pour

C>1,
(4.1)
2(1 — b)(SC)3/4 exp( — /3C f_lb VC(yz) + 1 d}/
B —Ve V8C
sp = he Sc/h ( (\/1 V2(y) 8 (y+1)) ) IG3/2).

[4C(b® — b)|()/2b3/2
ou S¢ = dc(—1,1) est la distance d’Agmon entre les puits £1.

Remarque 4.1 Si0 < C < 1, le potentiel V¢ reste négatif entre les deux puits et on
peut calculer le splitting grace aux travaux de B. Helffer et B. Parisse [5] :

s(h) ~ \/Ee—sc/h(@) 1/2.

s

On note ici une discontinuité du terme principal du splitting en C = 1, C’est a dire
lorsque le potentiel devient positif entre les puits.

On veut maintenant calculer le splitting réel et le comparer avec le splitting for-
mel donné en (4.1). Pour cela, on se rameéne a I’étude d’un opérateur différentiel en
considérant I'opérateur de Klein—-Gordon conjugué avec la transformation de Fou-
rier:

Q=9FPF .

La transformation de Fourier est un opérateur unitaire dans L?(RR), et donc le spectre
de Q est identique a celui de P. En particulier, le splitting entre les deux premieres
valeurs propres de Q sera égal a celuide P. On a

h o
= - 2
Q_VC( i@f) +4y/1+&
484 282
= J— R 2 _
Ch 854+ZCh 8§2+\/1+§ +C—1.

On fixe un intervalle assez grand et on discrétise opérateur Q sur cet intervalle
[9]. On est alors ramené a un calcul de valeurs propres de matrices que ’on résout
avec matlab. On obtient un splitting numérique noté sy, que 'on compare avec le
splitting formel sp. Dans les graphes suivants, on a représenté le splitting formel sg
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(croix) et le splitting numérique sy (points) sur la figure de gauche. Sur la figure de
droite, on a représenté un coefficient d’erreur défini par:

_ \SF — 5N|

E
Isk|

et qui doit tendre vers 0 avec h pour valider les calculs formels. On obtient les graphes
qui suivent, pour C = 5et C = 15.

Remarquons que pour de trop petites valeurs de h, le splitting numérique n’est
pas trés bon. Cela s’explique par le fait que le splitting est exponentiellement petit, et
nécessite donc une précision trop grande.

Pour des valeurs de h de plus en plus grandes, estimation asymptotique (quand
h tend vers 0) de sp est de moins en moins valide. Les graphes obtenus semblent donc
bien montrer que le splitting formel donne le splitting réel.

A Normalisation des solutions WKB

On se place sous les hypotheses de la premiere partie, C’est-a-dire qu’on consideére un
opérateur de Klein—-Gordon présentant un unique puits ponctuel de potentiel, pris
en 0.

On va calculer ici une constante de normalisation de la solution v;(x, h). Pour
cela, on s’appuie sur deux résultats: le premier est la proposition 2.1, qui montre
que les solutions asymptotiques construites dans la premiére partie constituent une
bonne approximation des fonctions propres. Le deuxiéme résultat quon utilise est la
majoration des fonctions propres pour l'opérateur de Klein—-Gordon donnée par B.
Helffer et B. Parisse [5] et rappelée dans 'introduction (1.6).

Soit 1 une fonction propre normée pour la premiere valeur propre. On a

/|u(x,h)|2dx=/ \u|2+/ lul?,
R Vo R\Vyp

ou Vj est un petit voisinage de 0 dans N.
D’une part la majoration (1.6) conduita:

/ lul* < Ce "' p> d(R\Vy,0) > 0
R\V,
D’autre part, la proposition 2.1 donne
u]? = / e O ag (x) > dx(1 + O(h))
Vo Vo

- / e 2Vt 2 4y (0)]2 dx(1 + O()),
Vo

d’ol

1/2
1= [Ju]* = |ag(0)]? h I(O)\/ﬁ(l +O(h)).

V2/V77(0)
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Figure I: Comparaison entre les splittings formel et numérique pour C = 5
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Figure 2: Comparaison entre les splittings formel et numérique pour C = 15
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Et finalement, on obtient

vi(x, h) = h™ Ve @ h (g4 (x) + O(h)),

ol1 ay(0) = ( \/\W) 1/4.

™
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