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Abstract. We consider the Dirichlet seriesZ(P;A; s) =
P

m2A\Zn P�s(m) (s 2 C ) where
P 2 R[X1 ; : : : ; Xn] andA is an open semi-algebraic subset ofRn . We will say thatZ(P; A; s)
exists if this multiple series is absolutely convergent. In this paper we study the existence and several
properties of meromorphic continuations of such series, under certain assumption onP andA. As
an application, we show the existence of a finite asymptotic expansion of the counting function with
support inA: Np(A; t) := ]fm 2 A \ZnjP (m) 6 tg whent! +1.

Mathematics Subject Classifications:11M41, 11P21, 14B05, 14P10, 32A20 et 32A25.

Key words: Dirichlet series, meromorphic continuation, integral representation, resolution of singu-
larities, semi-algebraic set, lattice points.

1. Introduction

Soit A un semi-alǵebrique deRn et P 2 R[X1; : : : ;Xn]. On appelle śerie de
Dirichlet assocíeeàP à support dansA la fonction:

s 7! Z(P;A; s) =
X

m2A\Zn

1
P (m)s

(s 2 C );

quand elle existe.
Dans ce sujet, trois questions sont d’une importance capitale,à savoir:

(1) Déterminer le domaine de convergenceD des 7! Z(P;A; s).
(2) Prolonger ḿeromorphiquements 7! Z(P;A; s) au-del̀a deD, déterminer un

ensemble de candidats-pôles et obtenir une majoration des ordres des pôles.
(3) Obtenir des majorations du prolongement méromorphe sur les bandes verti-

cales deC .

? L’auteur exprime aussi sa reconnaissance au Max-Planck-Institut für Mathematik de Bonn òu il
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220 D. ESSOUABRI

Le cas òuA est un quadrant de la forme[B;+1[n (0 < B < 1) aét́e ǵeńeraliśe
récemment (voir [3]) òu l’historique et les diff́erenteśetapes de ce problème sont
donńes.

Dans le cas d’un ouvert semi-algébrique quelconqueA, bien que le problème ait
ét́e pośe depuis longtemps (voir [8] et [6] par exemple), et hormis l’étude de Mahler
[8] du cas particulier òuA est un secteur angulaire, il semble que ce papier soit la
premìere contribution dans la cas où A est un semi-alǵebrique ouvert quelconque.

Cet article est constitúe de deux parties. Dans la première, nouśetudions le cas
des sous-ensembles semi-algébriques deR2 vérifiant une hypoth̀ese probablement
optimale. Dans la deuxième, nous nous placerons dansRn (n > 2). Les hypoth̀eses
sur l’ensembleA dans ce dernier cas sont moins géńerales, les seuls exemples
connus les v́erifiantétant ceux des sous-ensemblessemi-algébriques asymptotiques
à l’infini à des ensembles polyédraux.

Notations
Dans toute la suite les symboles:

f(�; y; x)�y g(x) uniform�ement enx 2 X et� 2 �;

f(�; y; x) = 0y(g(x)) uniform�ement enx 2 X et� 2 �;

ont le m̂eme sens et signifie qu’il existeA = A(y) > 0, ne d́ependant ni dex ni
de�, mais pouvant̀a priori d́ependre de tous les autres paramètres du probl̀eme
consid́eŕe en particulier dey, tel qu’on ait:

8x 2 X et 8� 2 � jf(�; y; x)j 6 Ag(x):

Quand il n’y a pas d’ambiguité, on omettera le mot uniforḿement dans ce
qui pŕećede. Le symbolef � g signifie qu’on aà la fois f � g et g � f .
Soit maintenant un polyn̂ome P 2R[X1; : : : ;Xn], on le noteraP (x) =P

�2 supp(P ) a�x
� où supp(P ) désigne l’ensemble des indices des coefficients non

nuls de P. On d́efinit ensuite, comme dans [9], le polynômeP �(x) =
P

�2E(P ) x
�

où E(P ) est l’ensemble des points extrémaux du polỳedre de Newton de P̀a l’infi-
ni: E1(P ) = Convfsupp(P ) � Rn+g, Conv d́esignant l’enveloppe convexe. Nous
dirons alors que P est non déǵeńeŕe sur une partie B deRn si P � P � sur B.

On note enfin, pours 2 C , s = � + i� où � = <(s) et � = =(s).

2. Enonćes des ŕesultats

A. LE CAS DES SOUS-ENSEMBLES SEMI-ALGÉBRIQUES DER2

(1) Cas ǵeńeral
On consid̀ere un sous-ensemble ouvert semi-algébriqueA de R2 et on suppose
qu’il existe deux constantesc et > 0 tels que:

8x 2 @A d(x;Z2) > c(1+ kxk)� : (�1)
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En utilisant les propríet́es ǵeoḿetriques des ensembles semi-algébriques deR2,
on peut toujours se ramener au cas oùA est d́efini par:

A = A(Q; a) = fx = (x1; x2) 2 R
2jx1 > a et x2 > Q(x1)g;

où a 2 R�+nZ et Q est une fonction continue semi-algébrique qui poss̀ede un
développement en série de Puiseux̀a l’infini. On posed = degQ (d 2 Q) le plus
grand des exposants intervenant dans ce développement. Sid 6 0, on se ram̀ene de
façon évidente au cas déjà connu d’un quadrant [3]. On suppose donc désormais
d 2 Q�+ . On consid̀ere aussiP 2 R[X1;X2] qui vérifie:

(i) P (x)! +1 quandkxk ! +1, x 2 A et8m 2 A \ Zn, P (m) 6= 0;
(ii) d(A;Z(P )) > 0 où Z(P ) = fz 2 C 2jP (z) = 0g est l’ensemble des zéros

complexes deP ;
(iii) P est non d́eǵeńeŕe sur l’ensemble

S = fx 2 R
2jx1 > a; x2 = Q(x1)g � @A

(voir les notations pour la d́efinition de non d́eǵeńeŕe).

On a alors:

THÉORÈME 1 ET DÉFINITION. Sous l’hypoth̀ese(i), il existe� = �(P;A) > 0
tel que la śerie

P
m2A\Z2

1
P (m)s converge absolument et sa sommeZ(P;A; s) est

une fonction holomorphe des dans le demi-planfs 2 C jRe(s) > �g.
La borne inf́erieure de ces ŕeels� sera appeĺee abscisse de convergence de la

série de Dirichlet et nous la noterons�0 = �0(P;A).
En outre, si P v́erifie en plus l’hypoth̀ese(ii) et si on note�00 l’abscisse de

convergence de l’intégrale

YP (A; s) =
Z
A
P�s(x) dx; alors�0 = �00:

Remarque:La dernìere partie du Th́eor̀eme 1 nous donne un moyen efficace
pour calculer�0. En effet, il est plus facile de calculer�00 en d́esingularisant P et
les équations du semi-algébrique A (par exemple) dans l’intégraleYP (A; s), ce
qui permet de calculer�00 et donc�0 aussi. Quand̀a l’intêret du calcul de�0 il se
justifie par son r̂ole dans le Corollaire 1.

THÉORÈME 2. Sous les hypoth̀eses(�1) et (i), (ii)–(iii) , 9� = �(P;A) > 0 tel
ques 7! Z(P;A; s) poss̀ede un prolongement ḿeromorphe au demi-plan

E = fs 2 C jRe(s) > �0 � �g avec un seul p̂ole dansE qui est�0. De plus,
l’ordre du pôle �0 est soit1, soit2. En outre, il existeD = D(P;A) > 0 tel que
le prolongement ḿeromorpheeZ(P;A; s) deZ(P;A; s) vérifie: quels que soient",
"0 > 0, il existeC = C("; "0; P;A) > 0 vérifiant:

j eZ(P;A; s)j 6 C(1+ j� jD(�0��)+");
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uniformément ens = � + i� 2 C vérifiant� > �0 � � et js� �0j > "0.

COROLLAIRE 1 (Applicationà la th̀eorie Analytique des nombres).
Soit �0 = �0(P;A) l’abscisse de convergence de la série de Dirichlets 7!

Z(P;A; s). Alors il existe� = �(P;A) > 0 tel qu’on a:

NP (A; t) := ]fm 2 A \ Z
njP (m) 6 tg = t�0Q0(ln t)(1+ 0(t��))

quandt! +1 oùQ0 2 R[X] est un polyn̂ome non identiquement nul et de degré
6 1 défini par:

Q0(X) = e��0x Ress=�0

�
Z(P;A; s)

s
esx
�
:

Remarque.Selon les ḿethodes standards, on s’attendrait au comportement suiv-
ant:NP (A; t) = (un terme dominant)+ (un terme d’erreur) quandt! +1, dont
la croissance des deux termes seraità peu pr̀es la m̂eme (on utilise un th́eor̀eme de
Landau sur les śeries de Dirichlet̀a coefficients positifs et un théor̀eme taub́erien
de G. Freud, voir [6] pour plus de détails).

Le principal apport de notre résultat (i.e. Corollaire 1) est de montrer que dans
le cadre ǵeńeral de notréetude le terme d’erreur est vraiment d’ordre strictement
inférieur au terme dominant. Ce n’est pas possible de le démontrer par les ḿethodes
classiques.

(2) Cas particuliers importants

Les Th́eor̀emes 1, 2 et le Corollaire 1 sont optimaux dans leur formulation, et
pour prolonger ḿeromorphiquement au-delà de�0 � �, il faut tenir compte des
propríet́es arithḿetiques fines de la frontière. En effet m̂eme dans les cas où il y a un
prolongement ḿeromorphe au-delà de�0 � � ce prolongement n’est pas standard
si les propríet́es arithḿetiques de la frontière de A ne sont pas négligeables et ces
propríet́es peuvent engendrer alors une répartition non standard des pôles qui ne
forment plus ńecessairement une suite discrète de ŕeels voir ([8] et [4]) pour l’́etude
de tels exemples (voir Section 8 pour plus de détails).

En conclusion, le th́eor̀eme ne peut̂etre aḿelioré que pour des classes restreintes
d’ensembles semi-algébriques. Nouśetudierons ici le cas d’une classe importante,
car dans un sens géńerique des cas où l’effet arithmétique de la frontìere n’est pas
prépond́erant. Nous montrerons que pour cette classe il n’y a plus d’obstruction
a l’existence d’un prolongement méromorphèa tout le plan complexe avec une
répartition standard des pôles.

On suppose dans ce paragraphe que l’ensemble semi-algébrique

A = A(Q; a) = fx 2 R2 j x1 > a; x2 > Q(x1)g;
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vérifie a 2 R�+nZ et Q(t) =
Pd

j=0 ajt
j + o(1) quandt ! +1, où d 2 N� ,

a0 2 RnZ eta1; : : : ; ad 2 Z. On v́erifie alors facilement que, pour = 2(d�1
d+1), il

existec > 0 tel que:

8x 2 @A d(x;Z2) > c(1+ kxk)� :

Donc notre hypoth̀ese(�1) est v́erifiée. On se donne de plus un polynôme.
P 2 R[X1;X2] vérifiant (i)–(ii)–(iii). Alors le Th́eor̀eme 2 et son corollaire

peuvent̂etre aḿeliorés comme suit:

THÉORÈME 2 bis.La fonctions 7! Z(P;A; s) poss̀ede un prolongement ḿero-
morpheà C avec des p̂oles d’ordre au plus2 et contenus dans un ensemble de
la formeS = �0 � 1

M
N, où �0 = �0(P;A) 2 Q�+ etM = M(P;A) 2 N� . De

plus, l’abscisse de convergence�0 est effectivement un pôle des 7! Z(P;A; s). En
outre, il existeD = D(P;A) > 0 tel que le prolongement ḿeromorpheeZ(P;A; s)
deZ(P;A; s) vérifie8", "0 etN > 0, il existeC = C(N; "; "0; P;A) > 0 tel que
j eZ(P;A; s)j 6 C(1 + j� jD(�0��)+") uniformément ens = � + i� 2 C vérifiant
� > �0 �N etd(s;S) > "0.

Remarque.Le fait que l’abscisse de convergence�0 soit un p̂ole d́ecoule d’un
résultat classique de Landau (voir par exemple [10], p. 125) qui montre que si une
série de Dirichlet̀a coefficients positifs posséde un prolongement ḿeromorphe au
del̀a de son abscisse de convergence�0 alors�0 est forćement un p̂ole.

COROLLAIRE 1 bis (Application en th́eorie des nombres).On note(�k)k>0

la suite des p̂oles des 7! 1
s
Z(P;A; s) clasśes par ordre d́ecroissant. Pour

chaquek 2 N, on d́efinit le polyn̂omeQk 2 R[X ] par la relation Qk(X) =

e��kX Ress=�k(
Z(P;A;s)

s
esX). Alors,Qk est non identiquement nul et son degré

est inf́erieur ouégal à 2. Par ailleurs, soitD = D(P;A) le nombre donńe par le
Théor̀eme2 bis. Notonsm = m(P;A) le plus grand entierk tel que�k > �0� 1

D
.

Alors, pour tout" > 0, on a:

NP (A; t) := ]fm 2 Z2\AjP (m) 6 tg =
mX
k=0

t�kQk(ln t) + 0(t�0� 1
D
+"):

B. LE CAS DES SOUS-ENSEMBLES SEMI-ALGÉBRIQUES DERn (n > 3)

SoitA un sous-ensemble ouvert semi-algébrique deRn (n > 3) qui vérifie:

d(@A;Zn) > 0; (�2)

Et soitP 2 R[X1; : : : ;Xn] tel que:
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(a) P (x)! +1 quandkxk ! +1, x 2 A et8m 2 A \ ZnP (m) 6= 0;
(b) d(A \ Zn; Z(P )) > 0, oùZ(P ) = fz 2 C n jP (z) = 0g.

On a alors:

THÉORÈME 3.SoitP 2 R [X1; : : : ;Xn] vérifiant l’hypoth̀ese(a). Alors la śerie de
Dirichlet s 7! Z(P;A; s) posśede un demi plan de convergence et d’holomorphie
f<(s) > �0g avec une abscisse de convergence�0 = �0(P;A). En outre si P
vérifie en plus(b) alors�0 = �00 où �00 est l’abscisse de convergence de l’intégrale
YP (A; s) =

R
A P

�s(x) dx.

THÉORÈME 4. Sous les hypoth̀eses(�2), (a) et (b), on a le m̂emeénonće que
le Th́eor̀eme2 bis, à condition de remplacer‘pôles d’ordre au plus2’ par ‘pôles
d’ordre au plusn’ .

COROLLAIRE 2.Sous les hypoth̀eses(�2), (a)et (b), on a le m̂emeénonće que le
Corollaire 1 bis, à condition de remplacer‘degQk 6 2’ par ‘degQk 6 n’.

Remarque.La méthode que nous allons utiliser pour démontrer les th́eor̀emes
1, 1bis et 4 montre clairement que les pôles des śeries de Dirichlet consid́eŕes sont
rationnels. En particulier comme l’abscisse de convergence�0 est un p̂ole alors
c’est un rationnel.

3. Résultats intermédiaires

3.1. QUELQUES LEMMES DE ǴEOMÉTRIE ALGÉBRIQUE ŔEELLE

Dans cette partie,A est un sous-ensemble ouvert semi-algébrique deRn (n > 2)
etP 2 R[X1; : : : ;Xn]. Et on noteZ(P ) = fz 2 C n jP (z) = 0g.

LEMME 1. On suppose qued(@A;Zn) > 0 etd(A\Zn; Z(P )) > 0, alors il existe
des semi-alǵebriques, ouverts et connexes en nombre finiA1; : : : ; Ak deuxà deux
disjoints tels que

k[
i=1

Ai � A et A \ Zn =
k[
i=1

(Ai \ Zn); (1)

8i = 1; : : : ; n d(@Ai;Z
n) > 0 et d(Ai; Z(P )) > 0: (2)

LEMME 2. On suppose queP (x) ! +1 quandkxk ! +1, x 2 A, alors il
existec; � > 0 etr0 > 0 tel que pour toutx 2 A vérifiantkxk > r0 on a

P (x) > c(1+ kxk)�:
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LEMME 3. On suppose qued(A;Z(P )) > 0, alors il existe� > 0 tel que:
P (x+iy)
P (x) = 1+ 0(kyk) quandy ! 0 uniformément enx 2A et y 2 Rn vérifiant

kyk < �. Ce qui veut dire qu’il existe une constanteK = K(A; �; P ) > 0 tel que,

8x 2A et8y 2 Rn vérifiantkyk < � on a:
����P (x+ iy)

P (x)
� 1

���� 6 Kkyk:

LEMME 4. On suppose que pour toutx 2 A P (x) 6= 0. Les deux conditions
suivantes sont alorśequivalentes:

d(A;Z(P )) > 0; (1)

8� 2 N
n avecj�j 6 deg(P ); la fonctionx 7! @�P (x)

P (x)
(2)

est borńe surA.

Les Lemmes 2, 3 et 4 sont des géńeralisations faciles des Lemmes 1, 2 et 3 que
nous avons d́emontŕes dans ([3], Section 3). Nous nous contenterons donc ici de
démontrer le Lemme 1.

Démonstration du Lemme 1.Nous posons
� = inf(d(@A;Zn);d(A \ Zn, Z(P ))) > 0 etB = fx 2 Ajd(x;Z(P )) > �

2g,
alorsB est un sous-ensemble ouvert semi-algébrique deRn etB � A.

De plus@B � @A [K oùK = fx 2 Ajd(x;Z(P )) = �
2g.

� Si x 2 @A, on aévidemment d(x;Zn) > �.
� Si x 2 K, alors d(x;Z(P )) = �

2, d’où d(x;Zn) > �
4.

En effet, sinon alors d(x;Zn) < �
4 ) 9m 2 Zn tel qued(x;m) < �

4.
On distingue alors deux casà savoir:
Soitm 2 A, d’oùm 2 A \ Zn et on a alors

� 6 d(A \ Z
n; Z(P )) 6 d(m;Z(P ))

6 d(m;x) + d(x;Z(P )) <
�

4
+
�

2
=

3�
4
< � absurde:

Soitm 62 A, alorsm 2 Ac, d’où

�

4
> d(x;m) > d(m;@A) > d(Zn; @A) > � absurde:

Donc en conclusion, on a

d(@B;Zn) >
�

4
:
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De plus, par d́efinition deB, on a aussi

d(B;Z(P )) >
�

2
et B \ Z

n = A \ Z
n:

On pose�0 = �
4 > 0, on a alors

d(B;Z(P )) > �0; d(@B;Zn) > �0; B \ Zn = A \ Zn

etB est un semi-alǵebrique ouvert inclus dansA.
CommeB est un semi-alǵebrique ouvert deRn , alors un ŕesultat classique de

géoḿetrie alǵebrique ŕeelle (voir [2]), montre queB poss̀ede un nombre fini de
composantes connexesA1; : : : ; Ak qui sont en plus ouvertes et semi-algébriques.

Par suite:B =
Sk
i=1Ai etA \ Zn = B \ Zn = [ki=1(Ai \ Zn), d’où le point

(1) du lemme.
En outre, pouri 2 f1; : : : ; kg fixé, on a

Ai � B; doncd(Ai; Z(P )) > d(B;Z(P )) > �0 > 0:

Il resteà d́emontrer qued(@Ai;Z
n) > 0. Mais ceci d́ecoule du fait que@Ai �

@B, d’où d(@Ai;Z
n) > d(@B;Zn) > �0 > 0. Ce qui termine la d́emonstration du

lemme. 2

Remarque.Bien que ca ne soit pas nécessaire pour la suite, les Lemmes 2, 3
et 4 sont aussi valables sià la place d’un polyn̂ome P, on consid̀ere une fonction
rationnelle' et si on d́esigne parZ(') le diviseur qui lui est associé. En effet, il
est facile de v́erifier que la d́emonstration du Lemme 2 que nous avons donné dans
le cas òu A est un quadrant (voir [3],x3) et qui se ǵeńeralise sans difficulté au cas
d’un semi alǵebrique A, reste valable modulo quelques modificationsévidentes.
De plus, si ońecrit' = P=R où P etR sont deux polyn̂omes et on applique le
Lemme 3 pŕecedent̀aP etR sépaŕement, on obtient le Lemme 3 pour'.

C’està dire que si d(A;Z(')) > 0, alors

'(x+ iy)

'(x)
= 1+ 0(kyk) quandkyk ! 0 uniform�ement enx 2 Aety 2 R

n :

Et une adaptation de la m̂eme d́emonstration permet de voir qu’on a aussi:

'(x+ z)

'(x)
= 1+ 0(kzk) quandkzk ! 0 uniform�ement enx 2 A etz 2 C n :

Or d’apr̀es la formule de Cauchy, il est clair que pourr > 0 assez petit on a, pour
tout� 2 Nn et toutx 2 A

@�'(x) =
�!

(2�i)n

Z
jz1j=r

� � �
Z
jznj=r

'(x+ z) dz1 � � � dzn
z1+�1

1 � � � zn1+�n
:
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Ce qui permet de voir que la fonctionx ! @�'(x)
'(x) est borńee sur A. On obtient

ainsi l’implication (1)) (2) du Lemme 4, Quant̀a la ŕeciproque, elle est facile (il
suffit de d́evelopper en śerie entìere).

3.2. UN RÉSULTAT DE PROLONGEMENT ḾEROMORPHE

Dans cette partie,B désigne un sous-ensemblesemi-algébrique deRn de dimension
inférieur ouégaleàn etP 2 R[X1; : : : ;Xn]. Nous noterons� le degŕe total deP
et on d́efinit�1; : : : ; �q 2 Nn par:

�1 = 0 etf�1; : : : ; �qg = f� 2 Nn jj�j 6 �g:

Nous supposerons qu’il existec, � > 0 tels que:8x 2 B, P (x) > c(1+ kxk)�.
Nous poseronsH(x) = (1; @

�2P (x)
P (x) ; : : : ; @

�qP (x)
P (x) ) et nous supposons que:

x 7! H(x) est borńee surB.

Nous poserons aussi pour toutu = (u1; : : : ; un) 2 Nq et pour toutx 2 B:

(H(x))u =
qY

j=2

�
@�qP (x)

P (x)

�uj
:

Nous d́efinissons ensuite, pour touth 2 Zn, u 2 Nq ets 2 C

YP (B; h; u; s)

=

Z
B
P�s(x)(H(x))u e�ihh;xidx1 ^ � � � ^ dxr (quand elle existe): (�)

On a alors:

THÉORÈME 5. Sous les hypoth̀eses ci-dessus, il existe� = �(P;B) > 0
indépendant deu et h tel ques 7! YP (B; h; u; s) existe et est holomorphe sur
le demi-planfs 2 C jRe(s) > �g. De plus, cette fonction possède un prolongement
méromorphèa C avec des p̂oles d’ordre au plusr et contenus dans un ensemble
de la formeS = �00 � 1

M
N où �00 = �00(P;B) 2 Q�+ etM 0 = M 0(P;B) 2 N� ne

dépendent que deP etB.
En outre, il existeD0 = D0(P;B) > 0, K = K(P;B) > 1 tels que ce

prolongement ḿeromorphe v́erifie: 8"0, �, N > 0, il existeC = C(N; "0; �; P;B)
(donc ind́ependants deh 2 Rn etu 2 Nn ) positive tel que

jeYP (B; h; u; s)j 6 C(1+ j� jD0(�00��)+"0)(1+ khkD0(�00��)+"0)K juj

uniformément ens = � + i� 2 C vérifiant� > �00 �N et d(s;S) > �.
Preuve.La démonstration de ce théor̀eme est en tout point analogueà celle

du th́eor̀eme 5 que nous avonsénonće et d́emontŕe dans [3] (pages 449–468) en
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prenant comme param̀etre" = 0, n1 = 0 et doncn2 = n. La seule diff́erence et
qu’ici on intègre sur B au lieu d’un quadrant dans [3], mais ceci ne pose pas de
nouvelles difficult́es. En effet, comme B est un semi algébrique deRn alors quitte
à d́ecomposer B en un nombre fini de morceaux,à enlever des compacts (ce qui
ne pose pas de problème car nous sommes au voisinage de l’infini) età faire des
changements de variables linéaires, on peut supposer que:

B = fx 2 ]1;+1[njQ1(x) > 0; : : : ; Qr(x) > 0 etG1(x) = � � � = G`(x) = 0g
oùQ1; : : : Qr etG1; : : : ; G` sont des polyn̂omes dansR[X1; : : : ;Xn]. On effectue
comme dans [3] le changement de variables

t = (t1; : : : ; tn) 7! x =

�
1
t1
; : : : ;

1
tn

�
;

B devient,

~B = ft 2 ]0;1[nj ~Q1(t) > 0; : : : ; ~Qr(t) > 0 et ~G1(t) = � � � = ~G`(t) = 0g
où les ~Qj (respectivement les~Gj) sont des polyn̂omes qui se d́eduisent de fac¸on
évidente desQj (respectivement desGj).

Maintenant, si dans notre démonstration donńee dans ([3], p. 463) on ajoute
à la liste des fonctions̀a d́esingulariser simultańement, les~Qj (j = 1; : : : ; r)
et les ~Gj (j = 1; : : : ; `), alors apr̀es d́esingularisation et dans un ouvert de la
partition de l’unit́e cartographíe par un syst̀eme de coordonńees localesw =
(w1; : : : ; wn) décrivant l’ouvert]� 1;+1[n et si on note� le morphisme propre de
la désingularisation, on peut remplacer localement~B par

~B0 = fw 2 ]� 1;+1[nj ~Q1 � �(w) > 0; : : : ; ~Qr � �(w) > 0

et ~G1 � �(w) = � � � = ~G` � �(w) = 0g:
Et il existe des fonctionsaj (j = 1; : : : ; r) et bj (j = 1; : : : ; `) analytiques et
inversibles (̀a valeurs non nulles) sur]� 1;+1[n et des�j (j = 1; : : : ; r), �j

(j = 1; : : : ; `) appartenant̀aNn tel que

� 8j = 1; : : : ; r et8w 2 ]� 1;+1[n ~Qj � �(w) = aj(w)w
�j ;

� 8j = 1; : : : ; ` et8w 2 ]� 1;+1[n ~Gj � �(w) = bj(w)w
�j .

Ce qui permet de voir facilement, que~B0 est une ŕeunion fini d’ensembles de la
forme (̀a permutation des coordonnées pr̀es):

]� 1;0[k1 � ]0;1[k2 où k1 + k2 = n:

Ce qui via le changement de variable triviale suivant

x = (x1; : : : ; xn) 7�! w =

�
� 1
x1
; : : : ;� 1

xk1

;
1

xk1+1
; : : : ;

1
xn

�
;
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PROLONGEMENT ḾEROMORPHE DES ŚERIES DE DIRICHLET 229

nous permet de se ramener au quadrant]1;+1[n et on conclut exactement comme
dans la d́emonstration du Th́eor̀eme 5 de [3]. 2

4. Démonstration des Th́eorèmes 1 et 3, construction d’une
formule sommatoire

4.1. DÉMONSTRATION DES TH́EORÈMES1 ET 3

4.1.1. Un résultat interḿediaire

Commenc¸ons d’abord paŕetablir le ŕesultat suivant

PROPOSITION 1. Soient A un semi-alǵebrique ouvert deRn et P;' 2
R[X1; : : : ;Xn]. On pose pour toutm = (m1; : : : ;mn) 2 Zn.

Im =
Qn
j=1[mj� 1

2;mj+
1
2], on d́esigne parVol(Im\A) le volume de(Im\A).

Consid́erons les hypoth̀eses suivantes

1. 8m 2 A \ ZnP (m) 6= 0 etP (x)! +1 quandkxk ! +1; x 2 A;
2. d(A;Z(P )) > 0 oùZ(P ) = fz 2 C n jP (z) = 0g;
3. d(A;Z(')) > 0 oùZ(') = fz 2 C n j'(z) = 0g;
4. 9c > 0 tel que8m 2 A \ Zn; Vol(Im \A) > c.

Alors sous l’hypoth̀ese(1), la śerie de Dirichlet,

s 7! Z(P;A; '; s) =
X

m2A\Zn

'(m)

P s(m)

poss̀ede un demi plan de convergence et d’holomorphie de la formef<(s) > g
avec une abscisse de convergence qu’on notera

�0 = �0(P;A; '):

Si en plus les hypothèses(2), (3) et (4) sont v́erifiées, alors�0 = �00 où �00 =
�00(P;A; ') est l’abscisse de convergence de l’intégrale

YP (A; s) =
Z
A
'(x)P�s(x)dx:

Démonstration.L’existence, sous l’hypoth̀ese (1) d’un demi-plan de conver-
gence et d’holomorphie ainsi que d’une abscisse de convergence�0 = �0(P;A; ')
découle de fac¸on évidente du Lemme 2. Donc pour terminer la démonstration de
la proposition 1 il suffit de montrer que sous les hypothèses (1), (2), (3) et (4) on a,
�0 = �00.
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Or pour toutm 2 A \ Zn et pour toutx; y 2 Im \ A on a par la formule de
Taylor

0 <
P (y)

P (x)
=
P (x+ y � x)

P (x)
=

X
�2Nn

j�j6 deg(P )

@�P (x)

P (x)

(y � x)�

�!
:

Et commey � x 2 [�1;+1]n et8� 2 Nn �! > 1 alors:

0 <
P (y)

P (x)
6

X
�2Nn

j�j6 deg(P )

����@�P (x)

P (x)

���� :
Ce qui implique, d’apr̀es le Lemme 4, qu’il existeR > 0 tel que, pour tout
m 2 A \ Zn et pour toutx; y 2 Im \A on a: 0< P (y)

P (x) 6 R.
On en d́eduit qu’il existeR > 0 tel que pour toutm 2 A \ Zn et pour tout

x 2 Im \A on a: 1
R
P (m) 6 P (x) 6 R P (m).

D’où pour tout� > 0, pour toutm 2 A \ Zn et pour toutx 2 Im \A on a:

R�� P��(m) 6 P��(x) 6 R� P��(m):

De la m̂eme fac¸on, il existeM > 0 tel que pour toutm 2 A\Zn on a: 1
M
'(m) 6

'(x) 6M '(m). On en d́eduit que pour tout� > 0 et pour toutm 2 A \Zn on a

M�1R�� vol(Im \A) '(m)P��(m)

6

Z
Im\A

'(x)P��(x) dx 6MR� vol(Im \A)'(m)P��(m):

Et comme l’hypoth̀ese (3) implique qu’il existec > 0 tel que pour toutm 2 A\Zn,
Vol(Im \A) > c.

Alors, pour tout� > 0 et pour toutm 2 A \ Zn on a

MR�P��(m) >

Z
Im\A

'(x)P��(x) dx

> cR��M�1 P��(m)(car Vol(Im \A) 6 1):

Ce qui permet de voir facilement que�0 = �00. 2

4.1.2. Démonstration du Th́eor̀eme 3

Pour d́emontrer le Th́eor̀eme 3, il suffit de montrer que ses hypothèses impliquent
celles de la Proposition 1. Il est clair que l’hypothèse (1) est vraie. De plus le
Lemme 1 permet de supposer que l’hypothèse (2) est aussi vérifiée. Quant a

comp4132.tex; 23/07/1998; 11:08; v.7; p.12

https://doi.org/10.1023/A:1000433009678 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1000433009678
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l’hypothèse (3), elle est aussi vérifée puisque on ait dant le cas où ' � 1. Il ne
reste donc que l’hypoth̀ese (4)̀a vérifier.

On noter = d(@A;Zn), par hypoth̀eser > 0. Et alors il est clair que pour
tout m 2 A \ Zn; Im \ A � B(m; r2) où B(m; r2) est la boule deRn de cen-
trem et de rayonr2. On en d́eduit que pour toutm 2 A\ZnVol(Im\A) > ( r2)

n.2

4.1.3. Démonstration du Th́eor̀eme 1

Pour la preuve, comme dans 4.1.2, il suffit de vérifier l’hypoth̀ese (4) de la
Proposition 1: Posons

A = A(Q; a) = fx = (x1; x2) 2 R2jx1 > a etx2 > Q(x1)g;

où a 2 R�+nZ et Q est une fonction continue algébrique et qui possède un
développement en série de Puiseux̀a l’infini de la forme:

Q(t) = K1t
d1 +K2t

d2 + � � � quandt! +1;

oùd1 > d2 > � � � est une suite d́ecroissante de rationels etK1 6= 0. Il s’ensuit qu’il
existet0 > a tel que la fonctiont 7! Q(t) est monotone sur]t0;+1[ et on peut
même supposer, sans restreindre la géńeralit́e du probl̀eme, qu’elle y est croissante
(le cas d́ecroissant se traı̂te de la m̂eme fac¸on).

Soit maintenantm = (m1;m2) 2 A \ Z2 avecm1 > t0 +
1
2. On rappelle que

Im = [m1 � 1
2;m1 +

1
2] � [m2 � 1

2;m2 +
1
2] et on poseI0

m = [m1 � 1
2;m1] �

[m2;m2+
1
2], on a alorsI0

m � Im\A. En effet, six = (x1; x2) 2 I0
m alors comme

m 2 A on a:x2 > m2 > Q(m1). De plus on at0 < x1 6 m1 commeQ est
croissante sur l’intervalle]t0;+1[ alorsQ(x1) 6 Q(m1). Doncx2 > Q(x1) et
par suitex 2 A \ Im.

En conclusion on a, pour toutm = (m1;m2) 2 A \ Z2 avecm1 > t0 +
1
2,

I0
m � A \ Im. On en d́eduit que.

Pour toutm = (m1;m2) 2 A \ Z2 avecm1 > t0 +
1
2 on a Vol(Im \ A) > 1

4.
Maintenant si on posè0 = 2+ supfQ(t)jt 2 [a; t0+1]g, il est clair, que pour tout
m = (m1;m2) 2 A \ Z2 vérifiantm2 > `0 etm1 6 t0 +

1
2 on a, Vol(Im \ A) =

Vol(Im) = 1 (carIm \A = Im).
De plus, l’ensembleK = fm 2 A \ Z2jm1 6 t0 + 1 etm2 6 `0 + 1g est fini

et pour toutm 2 K on a Vol(Im \A) > 0. Par suite,c0 = inf fVol(Im \A)jm 2
Kg > 0. En conclusion si on posec = inf(c0; 1

4) alors, c > 0 et pour tout
m 2 A \ Zn on a Vol(Im \ A) > c. Ce qui montre que les hypothèses de la
Proposition 1 sont v́erifiées. 2
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4.2. FORMULE SOMMATOIRE

Nous consid́erons dans cette partie un semi-algébrique ouvert connexe deRn qui
vérifie9c,  > 0 tels que8x 2 @A, d(x;Zn) > c(1+ kxk)� . Nous consid́erons
aussiP 2 R[X1; : : : ;Xn] qui vérifie:

P (x)! +1 quand kxk ! +1; x 2 A: (1)

� = d(A;Z(P )) > 0: (2)

On sait alors, d’apr̀es le Lemme 2, qu’il existe�, k > 0 tels que:

8x 2 A P (x) > k(1+ kxk)� : (�IV.2)

De plus, d’apr̀es le Lemme 4, le point (2) montre qu’il existeR > 0 tel que
8x 2 A, 8� 2 Nn , j@�P (x)j 6 RP (x). On a alors8x 2 A et 8z 2 C n vérifiant
kzk < inf(1; 1

2R�n ) (où � est le degŕe deP ):

jP (x+ z)� P (x)j =

�������
X
j�j6�
�6=0

@�P (x)

�!
z�

�������
6

X
j�j6�
�6=0

j@�P (x)jkzk(car�! > 1)

6 R�nP (x)kzk 6 1
2P (x):

) ReP (x+ z) > P (x)� jP (x+ z)� P (x)j > 1
2P (x);

ce qui permet de voir facilement d’après (�IV.2) que:9"0, �, c, c0 > 0 ne d́ependant
que deP etA, tels que sur l’ensemble:8<:z = x+ iy 2 C n jx 2 A et

nX
j=1

sh2(�yj) < "2
0

9=;
on a:

ReP (z) = ReP (x+ iy) > c(1+ kxk)� > c0(1+ kzk)� (�IV.3)

et ceci va nous permettre de justifier l’utilisation de la conséquence suivante de
Bochner–Martinelli:

THÉORÈME ([1], p. 34, Corollaire 2.10).SoitU un domaine borńe deC n à fron-
tièreC1 par morceaux. Soitf1; : : : ; fn n fonctions holomorphes dans un voisinage
deU . On posef = (f1; : : : ; fn) etZ(U; f) = fz 2 U jf1(z) = � � � = fn(z) = 0g.
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Et soients1; : : : ; sn n fonctions de classeC1 dans un voisinage de@U . On pose
s = (s1; : : : ; sn) et on suppose que

8z 2 @U; hs(z); f(z)i =
nX
i=1

si(z)fi(z) 6= 0:

Alors,Z(U; f) est discret dansU (donc un ensemble fini) et quelle que soit l’ap-
plicationh:U ! C continue, holomorphe surU , on a

X
�2Z(U;f)

h(�) =
(�1)

n(n�1)
2 (n� 1)!

(2i�)n

�
Z
@U

h(z)

Pn
k=1(�1)k�1sk(z)ds[k] ^ df

hs(z); f(z)in (�)

où pour chaquek 2 f1; : : : ; ng, ds[k] = ds1 ^ � � � ^cdsk ^ � � � ^ dsn.
Ceciétant, on pose pour" 2]0; "0[ etN 2 N�

U";N =

8<:x+ iy 2 C
n jx 2 A;

nX
i=1

jxij <
p

2N et
nX
j=1

sh2(�yj) < "2

9=; :

On aU";N est un domaine borné deC n à frontìereC1 par morceaux. On pose
pourz = (z1; : : : ; zn) 2 C n et j 2 f1; : : : ; ng ets fixé2 C

h(z) = P�s(z); fj(z) = sin(�zj) et sj(z) = sin(�zj):

On a d’apr̀es (�IV.3) et pours fixé vérifiant� = Re(s) � 0 : h:U ";N ! C

continue et holomorphe surU";N .

De plus.@U";N = F 1
";N [ F 2

";N [ F 3
";N où

F 1
";N =

8<:x+ iy 2 C n jx 2 @A;
nX
i=1

jxij 6
p

2N et
nX
j=1

sh2(�yj) 6 "2

9=; ;

F 2
";N =

8<:x+ iy 2 C n jx 2A;
nX
i=1

jxij =
p

2N et
nX
j=1

sh2(�yj) 6 "2

9=;
et

F 3
";N =

8<:x+ iy 2 C
n jx 2A;

nX
i=1

jxij 6
p

2N et
nX
j=1

sh2(�yj) = "2

9=; :

comp4132.tex; 23/07/1998; 11:08; v.7; p.15

https://doi.org/10.1023/A:1000433009678 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1000433009678


234 D. ESSOUABRI

Ces trois ensembles sont (à des ensembles de mesures nulles près) deux̀a deux
disjoints. De plus, il est facile de voir queZn\ @U";N = ;. Or

8z = x+ iy 2 @U";N hs(z); f(z)i =
nX
i=1

j sin(�zj)j2

=
nX
j=1

sin2(�xj) +
nX
j=1

sh2(�yj);

d’où hs(z); f(z)i = 0 ssiz 2 Zn, d’où 8z 2 @U";N , hs(z); f(z)i 6= 0.
De plus,

Z(U";N ; f) = fz 2 U";N jf(z) = 0g =
(
m 2 Z

n\Aj
nX
i=1

jmij <
p

2N

)
:

Donc pour� = Re(s) > 0 on a, d’apr̀es(�)X
m2A\ZnPn

i=1
jmij<

p
2N

P�s(m)

=
(�1)

n(n�1)
2 (n� 1)!

(2i�)n

Z
@U";N

Pn
k=1(�1)k�1sk(z)ds[k] ^ df

hs(z); f(z)in (��)

=
(n� 1)!(�1)

n(n�1)
2

(2i�)n

3X
j=1

Z
F
j
";N

P�s(z)
Pn

k=1(�1)k�1sk(z)ds[k] ^ df

hs(z); f(z)in :

De plus on a le lemme suivant:

LEMME 5. Pour toutz = x+ iy 2 C n on a:

(1) Siz 2 [3
j=1F

j
";N alors:

hs(z); f(z)i =
nX
j=1

sin2(�xj) +
nX
j=1

sh2(�yj);

(2) Siz 2 F 3
";N alors:

hs(z); f(z)i >
nX
j=1

sin2(�yj) = "2;

(3) Siz 2 F 1
";N alors:

hs(z); f(z)i >
nX
j=1

sin2(�xj)� d(x;Zn)� (1+ kxk)� ;
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(4) Siz 2 F 2
";N alors:

hs(z); f(z)i >
nX
j=1

sin2(�xj)� 1
(1+ kxk)2 :

Démonstration.Les points (1), (2) et (3) sont clairs. Nous allons donc nous
concentrer sur la d́emonstration du point (4).

On pose pour toutt 2 R d(t) = d(t;Z) 2 [�1
2;

1
2].

On a alors, pour toutz = x+ iy 2 F 2
";N :

hs(z); f(z)i >
nX
j=1

sin2(�xj) >
1
n

0@ nX
j=1

j sin(�xj)j
1A2

:

Et comme la fonctiont 7! sin(�t) sur[0; 1
2] est concave, il est clair que:

8t 2 R j sin(�t)j = j sin(�d(t))j > 2jd(t)j:
On en d́eduit que, pour toutz = x+ iy 2 F 2

";N

hs(z); f(z)i >
nX
j=1

sin2(�xj) >
1
n

0@ nX
j=1

j sin(�xj)j
1A2

>
4
n

0@ nX
j=1

jd(xj)j
1A2

:

Or on sait que8j = 1; : : : ; n, 9mj 2 Z tel quexj = mj + d(xj). De plus
8j = 1; : : : ; n, 9"j 2 f�1;+1g tel quejxjj = "jxj . Donc comme surF 2

";N on ap
2N =

Pn
j=1 jxjj. On obtient

p
2N =

nX
j=1

"j(mj + d(xj)) =
nX
j=1

"jmj +
nX
j=1

"j d(xj)

)
nX
j=1

jd(xj)j >
������
nX
j=1

"jd(xj)

������ =
������
p

2N �
nX
j=1

"jmj

������
> j
p

2N � aj o�u a =
nX
j=1

"jmj 2 Z:

On poseu = N(
p

2N � a). Si a 6 0 oujuj > 1, on aévidemment

j
p

2N � aj > 1
N
:
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On suppose maintenanta > 0 etjuj < 1. On a alors

1 6 a 6
p

2N + ja�
p

2N j =
p

2N +
juj
N

<
p

2N +
1
N
6 2

p
2N;

d’où

juj = N j
p

2N � aj = N
j2N2 � a2jp

2N + a
>
N j2N2 � a2j

3
p

2N

) juj > 1

3
p

2
j2N2 � a2j > 1

3
p

2
(car 2N2 � a2 2 Zet 6= 0 car

p
2 62 Q)

d’où jp2N � aj = juj
N
>

1
3
p

2N
.

En conclusion, on a:jp2N � aj > 1
3
p

2N
, d’où,

Pn
j=1 jd(xj)j > 1

3
p

2N
. Et par

suite surF 2
";N

hs(z); f(z)i > 4
n

0@ nX
j=1

jd(xj)j
1A2

>
2

9nN2

� 1

1+
�Pn

i=1 jxij
�2 > 1

(1+ kxk)2 :

Ce qui termine la d́emonstration du Lemme 5.
En conclusion,on a :9c = c(") > 0, tel que:

8z 2 @U";N = F 1
";N [ F 2

";N [ F 3
";N hs(z); f(z)i > c(1+ kzk)�(+2):

Comme en plus pour� = <(s) > 0 et8z 2 @U";N jP (z)�sj � (1+ kxk)���
pour un� > 0, on voit bien que pour� = Re(s) � 0, siN ! +1 par valeur
entìere(��) implique

Z(P;A; s) =
X

m2A\Zn
P�s(m)

=
(n� 1)!(�1)

n(n�1)
2

(2i�)n

Z
U"

P�s(z)
Pn

k=1(�1)k�1sk(z)ds[k] ^ df

hs(z); f(z)in

+
(n� 1)!(�1)

n(n�1)
2

(2i�)n

Z
L"

P�s(z)
Pn

k=1(�1)k�1sk(z)ds[k] ^ df

hs(z); f(z)in :

où

U" =

8<:z = x+ iy 2 C
n jx 2 A et

nX
j=1

sh2(�yj) = "2

9=;
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PROLONGEMENT ḾEROMORPHE DES ŚERIES DE DIRICHLET 237

et

L" =

8<:z = x+ iy 2 C
n jx 2 @A et

nX
j=1

sh2(�yj) 6 "2

9=; :

On pose:

K(z) =
(n� 1)!(�1)

n(n�1)
2

(2i�)n

Pn
k=1(�1)k�1sk(z)ds[k] ^ df

hs(z); f(z)in

D’où, d’apr̀es les d́efinitions dessj et desfj, on v́erifie facilement qu’il existe des
polynômes universelsHk et H 0

k k = 1; : : : ; n de C [X1; : : : ;X4n] tels que si on
pose,8k 2 f1; : : : ; ng;8x; y 2 Rn

eHk(x; y) = Hk(cos(�x1); : : : ; cos(�xn); sin(�x1); : : : ; sin(�xn);

ch(�y1); : : : ; ch(�yn);

sh(�y1); : : : ; sh(�yn));eH 0
k(x; y) = H 0

k(cos(�x1); : : : ; cos(�xn); sin(�x1); : : : ; sin(�xn);

ch(�y1); : : : ; ch(�yn);

sh(�y1); : : : ; sh(�yn));

on a:

� pourz = x+ iy 2 U"

K(z) = K1(x; y) =
nX
k=1

eHk(x; y)dx ^
�Vn

j=1
j 6=k

dyj

�
hPn

j=1 sin2(�xj) + "2
in

et

� pourz = x+ iy 2 L"

K(z) = K2(x; y) =
nX
k=1

eH 0
k(x; y)

�Vn
j=1
j 6=k

dxj

�
^ dyhPn

j=1 sin2(�xj) +
Pn

j=1 sh2(�yj)
in

et avec ces notations on obtient alors la proposition suivante:

PROPOSITION 2 (Formule sommatoire).Il existe"0 = "0(P;A) 2]0;1[ et� =
�(P;A) > 0 tel que: pour� = Re(s) > � on a uniforḿement en" 2]0; "0[:

Z(P;A; s) = Z1(P;A; s) + Z2(P;A; s) (� � �)
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où

Z1(P;A; s) =
Z
U"

P�s(z)K(z) =

Z
U"

P�s(z)K1(x; y)

et

Z2(P;A; s) =
Z
L"

P�s(z)K(z) =

Z
L"

P�s(z)K2(x; y)

avec

K1(x; y) =
nX
k=1

eHk(x; y)dx ^
�Vn

j=1
j 6=k

dyj

�
hPn

j=1 sin2(�xj) + "2
in

et

K2(x; y) =
nX
k=1

eH 0
k(x; y)

�Vn
j=1
j 6=k

dxj

�
^ dyhPn

j=1 sin2(�xj) +
Pn

j=1 sh2(�yj)
in :

Remarque.Dans la suite de ce travail, nous n’avons pas besoin des expressions
explicites deseHk et eH 0

k, mais il estévident qu’on peut les calculer facilementà
partir des formules des pages préćedentes. Il va de soi que ceci peut s’avérer utile
si l’on veut rendre effectifs les résultats de ce papier.

5. Etude du prolongement ḿeromorphe des 7! Z1(P;A; s)

Le but de cette partie est de démontrer le lemme suivant.

LEMME 6. SoitA un semi-alǵebrique ouvert connexe qui vérifie: 9c, � > 0 tel
que:8x 2 @A d(x;Zn) > c(1+ kxk)�� . SoitP 2 R[X1; : : : ;Xn] qui vérifie:

(1) P (x)! +1 quandkxk ! +1; x 2 A;
(2) d(A;Z(P )) > 0.

Alors: 9"0 = "0(P;A) 2]0;1[ fixé tel que8" 2]0; "0[,

s 7! Z1(P;A; s) =
Z
U"

P�s(z)K(z);

poss̀ede un demi-plan de convergence et d’holomorphie. Nous noterons�0 =
�0(P;A) son abscisse de convergence(qui ne d́epend pas de").

De plus,s 7! Z1(P;A; s) poss̀ede un prolongement ḿeromorphèa C avec des
pôles d’ordre au plusn et contenus dans un ensemble de la forme:S = �0 � 1

M
N

oùM = M(P;A) 2 N� . En outre il existeD = D(P;A) > 0 etk = k(P;A) > 0
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PROLONGEMENT ḾEROMORPHE DES ŚERIES DE DIRICHLET 239

tel que8"0 > 0, 8N > 0, 8� > 0, il existeC = C(N; "0; �; P;A) > 0 tel que le
prolongement ḿeromorpheeZ1(P;A; s) deZ1(P;A; s) vérifie

j eZ1(P;A; s)j 6 C"�4(DN+2)n(1+ j� jD(�0��)+"0)ek"j� j

uniformémentens = �+i� 2 C vérifiant� > �0�N ,d(s;S) > � et uniforḿement
en" 2]0; "0[.

Démonstration.D’après la Proposition 2 (formule sommatoire), il est facile de
voir qu’il suffit de montrer que

s 7! Z�
1(P;A; s) =

Z
U"

P�s(z)
R(x)G(y)dx ^ dy1 ^ � � � ^ dyn�1hPn

j=1 sin2(�xj) + "2
in ;

Vérifie les conclusions du Lemme 6 où

R(x)est un mon̂ome en(cos(�x1); : : : ; cos(�xn); sin(�x1); : : : ; sin(�xn))

et

G(y)est un mon̂ome en(ch(�y1); : : : ; ch(�yn); sh(�y1); : : : ; sh(�yn)):

Le Lemme 2 et les calculs qui ont préćed́e la Proposition 2 montrent qu’il existe
"0 = "(P;A) > 0, c0 = c0(P;A) > 0 et�0 = �0(P;A) > 0 tels que uniforḿement
en" 2]0; "0[ on a,8z 2 U 0

" jP�s(z)j 6 c0(1+ kzk)��0<(s).
Ce qui permet de d́emontrer l’existence d’un demi-plan de convergence et

d’holomorphie et d’une abscisse de convergence�0 = �0(P;A).
Nous noterons� le degŕe total deP et nous d́efinissons�1; : : : ; �q 2 Nn par

�1 = 0 etf�1; �2; : : : ; �qg = f� 2 Nn jj�j 6 �g les�j deuxà deux distincts.
Soitz = x+ iy 2 U". On a

P (x+ iy) =
X
j�j6�

@�P (x)
(iy)�

�!
=

qX
j=1

ij�j j

�j !
@�jP (x)y�j :

Or: ������
qX

j=2

ij�j j

�j !
@�jP (x)y�j

������� P (x)kyk � P (x)";

car d’apr̀es le Lemme 4,8j x 7! @�iP (x)
P (x) borńe surA. Donc quitteà diminuer

"0 = "0(P;A) 2]0;1[, on peut supposer que:

8z = x+ iy 2 U"

������
qX

j=2

ij�j j

�j !
@�jP (x)y�j

������ 6 1
2P (x);
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ce qui permet de voir que8s 2 C , 8z = x+ iy 2 U"

P (x+ iy)�s =

24P (x) +
qX

j=2

@�jP (x)
ij�j j

�j!
y�j

35�s

= P (x)�s
X
u2Nq
u1=0

 
�s
u

!�
H(x)

�u
~yu;

où

H(x) =

�
1;
@�2P (x)

P (x)
; : : : ;

@�qP (x)

P (x)

�
;

~y =

 
1;
ij�2j

�2!
y�2; : : : ;

ij�qj

�q!
y�q

!
;

 
�s
u

!
=

�s(�s� 1) � � � (�s� juj � 1)
u!

(avecu! = u1! � � � uq!)

et la convergence est uniforme sur tout compact ens. Donc pour� > �0

Z�
1(P;A; s)

=
X
u2Nq
u1=0

 
�s
u

!Z
U"

P (x)�s(H(x))u~yu
R(x)G(y)dx ^ dy1 ^ � � � ^ dyn�1hPn

j=1 sin2(�xj) + "2
in

=
X
u2Nq
u1=0

 
�s
u

!
Gu(")

Z
A
P�s(x)(H(x))uR(x)

dxhPn
j=1 sin2(�xj) + "2

in
où

Gu(") =

ZnPn

j=1
sh2(�yj)="2

oG(y)~yu dy1 ^ � � � ^ dyn�1:

En particulier on a:

jGu(")j � "juj+n�1 � "juj;

uniformément enu 2 Nq et " 2]0; "0[. Mais par d́efinition deR(x), et en utilisant
la théorie de Fourier̀a plusieurs variables, on a:8" 2]0; "0[

R(x)hPn
j=1 sin2(�xj) + "2

in =
X
h2Zn

Cn
h (")e�ihh;xi;
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avec convergence uniforme surRn , donc surA et

8h 2 Z
n Cn

h (") =
1
2n

Z
[�1;1]n

R(x)e��ihh;xi dxhPn
j=1 sin2(�xj) + "2

in :
On obtient donc: uniforḿement en" 2]0; "0] et pour� = Re(s) > �0

Z�
1(P;A; s) =

X
h2Zn

X
u2Nq
u1=0

 
�s
u

!
Gu(")C

n
h (")

Z
A
P�s(x)H(x)u e�ihh;xi dx

=
X
h2Zn

X
u2Nq
u1=0

 
�s
u

!
Gu(")C

n
h (")YP (A; h; u; s):

Avec les notations de Section 3.2 (Théor̀eme 5), on notera8h 2 Zn, 8u 2 Nq

s 7! eYP (A; h; u; s) le prolongement ḿeromorphe des 7! YP (A; h; u; s) qui existe
d’apr̀es le Th́eor̀eme 5.

SoitN > 0 fixé et� > 0 fixé aussi. D’apr̀es le Th́eor̀eme 5, siS = �0 � 1
M
N

est l’ensemble des candidats pôles commun auxeYP , on a:9K > 1 tel que8"0 > 0.
On a: uniforḿement ens = � + i� vérifiant� > �0 �N et d(s;S) > �

eYP (A; h; u; s) �N;"0;� (1+ j� jD0(�0��)+"0)(1+ khkD0(�0��)+"0)�K juj

�N;"0;� (1+ j� jD0(�0��)+"0)(1+ khk2D0N )K juj:

D’où pours = � + i� 2 C vérifiant� > �0 �N etd(s;S) > � on a

R def
=
X
h2Zn

X
u2Nq
u1=0

�����
 
�s
u

!
Gu(")C

n
h (")

eYP (A; h; u; s)

�����
�N;"0;�

X
h2Zn

X
u2Nq
u1=0

�����
 
�s
u

!����� jGu(")jjCn
h (")j(1+ khk2D0N )

�K juj(1+ j� jD0(�0��)+"0):

Or on sait quejGu(")j � "juj et des int́egrations par parties montrent que

Cn
h (") �n;N;�

"�2n�4(D0N+1)nQn
j=1(1+ jhj j)2D0N+2

d’où

R�N;"0;�
X
u2Nq
u1=0

�����
 
�s
u

!�����K juj"juj�2n�4(D0N+1)n � (1+ j� jD0(�0��)+"0)
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)R�N;�;"0

0BB@X
u2Nq
u1=0

�����
 
�s
u

!����� (K")juj

1CCA "�4(D0N+2)n(1+ j� jD0(�0��)+"0):

Or �����
 
�s
u

!����� 6
jsj(jsj+ 1) : : : (jsj+ juj � 1)

u!

�N
j� j(j� j + 1) : : : (j� j+ juj � 1)

u!
:

D’où,

X
u2Nq
u1=0

�����
 
�s
u

!����� (K")juj �N

X
u2Nq

j� j(j� j + 1) : : : (j� j+ juj � 1)
u!

(K")juj

�N

X
u2Nq

j� j(j� j + 1) : : : (j� j+ juj � 1)
u!

(K"; : : : ;K")u

= (1�K"� � � � �K")�j� j = (1� nK")�j� j:

Donc:

R�N;"0;� "
�4(D0N+2)n(1� nK")�j� j(1+ j� jD0(�0��)+"0)

et quitteà diminuer"0 = "0(P;A) 2]0;1[, il est facile de voir que nous pouvons
supposer que8" 2]0; "0[ (1� nK")�j� j 6 e2nK"j� j. Donc

R�N;"0;� "
�4(D0N+2)n(1+ j� jD0(�0��)+"0)e2nK"j� j:

Ceci permet de voir que

s 7! eZ�
1(P;A; s) =

X
h2Zn

X
u2Nq

 
�s
u

!
Gu(")C

n
h (")

eYP (A; h; u; s);

existe en tant que fonction ḿeromorphe surC à pôles dansS et qu’elle constitue
le prolongement ḿeromorphe deZ�

1(P;A; s) recherch́e. 2

6. Démonstration du Théorème 4

Dans cette partie,A désigne un semi-alǵebrique ouvert qui v́erifie d(@A;Zn) > 0
(�2) etP 2 R[X1; : : : ;Xn] un polyn̂ome qui v́erifie:
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� P (x)! +1 quandkxk ! +1;
� d(A \ Zn; Z(P )) > 0.

Alors, d’apr̀es le Lemme 1, on peut supposer queA est connexe et qu’il v́erifie

d(A;Z(P )) > 0 et d(@A;Zn) > 0: (b0)

On pose alors:� = 1
100 inf(d(A;Z(P ));d(@A;Zn);1) > 0.

Soit �0 = �0(P;A) l’abscisse de convergence des 7! Z(P;A; s) qui existe
d’apr̀es le th́eor̀eme 3. On a8s = � + i� 2 C vérifiant� = Re(s) > �0

Z(P;A; s) = Z1(P;A; s) + Z2(P;A; s): (Proposition 2)

Dans le Lemme 6, nous avons traı̂té le cas des 7! Z1(P;A; s) sous une
hypoth̀ese(�1) plus ǵeńerale que(�2). Nous allons ici faire la m̂emeétude de
s 7! Z2(P;A; s), mais cette fois-ci sous l’hypothèse(�2) et bien ŝur sous (a) et
(b), donc sous (a) et (b0).

Mais comme dans le cas des 7! Z1(P;A; s), pourétudiers 7! Z2(P;A; s), il
suffit d’étudiers 7! Z�

2(P;A; s) où

8" 2]0; "0] Z�
2(P;A; s) =

Z
L"

P�s(z)
R0(x)G0(x)(dx1 ^ � � � ^ dxn�1 ^ dyhPn

j=1 sin2(�xj) +
Pn

j=1 sh2(�yj)
in ;

etR0(x) est un mon̂ome en(cos(�x1); : : : ; cos(�xn); sin(�x1); : : : ; sin(�xn)) et
G0(y) est un mon̂ome en(ch(�y1); : : : ; ch(�yn); sh(�y1); : : : ; sh(�yn)).

Mais pour toutz = x + iy 2 L" on a,x 2 @A et
Pn

j=1 sh2(�yj) 6 "2. Donc
en utilisant les m̂emes notations que dans Section 5, on obtient en développant
P�s(z) de la m̂eme fac¸on que dans la d́emonstration du Lemme 6

Z�
2(P;A; s)

=
X
u2Nq
u1=0

 
�s
u

!Z
@A

P�s(x)H(x)uR0(x)T (x; u; ")dx1 ^ � � � ^ dxn�1;

où

T (x; u; ") =

Z
f
Pn

j=1
sh2(�yj)6"2g

~yu dyhPn
j=1 sin2(�xj) +

Pn
j=1 sh2(�yj)

in :
Or la condition d(@A;Zn) > 2� > � > 0 implique que, quittèa diminuer�, on
peut supposer que:8x 2 @A

Pn
j=1 sin2(�xj) > �2 et quitte à diminuer"0 =

"0(P;A) 2]0;1[, on peut supposer que 0< "0 < 1
2�. On obtient donc que pour
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� = Re(s)� 0 et8" 2]0; "0[, 8u 2 Nq :

T (x; u; ") =

Z
f
Pn

j=1
sh2(�yj)6"2g

~yu dyhPn
j=1 sin2(�xj) +

Pn
j=1 sh2(�yj)

in
=

+1X
`=0

��n
`

�
Gu;`(")hPn

j=1 sin2(�xj)
in+` ;

où

Gu;`(") =

ZPn

j=1
sh2(�yj)6"2

~yu

0@ nX
j=1

sh2(�yj)

1A`

dy:

En particulier on a:Gu;`(") � "juj+2`+n uniformément en" 2]0; "0], u 2 N et
` 2 N.

On obtient donc pour� = Re(s)� 0 et uniforḿement en" 2]0; "0[

Z�
2(P;A; s) =

X
u2Nq
u1=0

+1X
`=0

 
�n
`

! 
�s
u

!
Gu;`(")

�
Z
@A

P�s(x)
H(x)uR0(x)dx1 ^ � � � ^ dxn�1hPn

j=1 sin2(�xj)
in+` : (��2)

On poseV� = fx 2 Rn jd(x;Zn) > 2�g. C’est un ouvert deRn et on a:@A � V�
etV � = fx 2 Rn jd(x;Zn) > 2�g.

CommeK = fx 2 [�5
8;+

5
8]
njkxk > 2�g est un compact inclu dans l’ouvert

W� =
n
x 2 ]� 3

4;+
3
4[
njkxk > �

o
alors il est clair, qu’il existe une fonction'

définie surRn de classeC1, et qui v́erifie

1. ' � 1 surK;
2. 8x 2W� '(x) 2 [0;1];
3. 8x 2 RnnW� ' = 0

On d́efinit maintenant la fonction~' surRn par les deux relations suivantes

8u 2 [�1
2;+

1
2[
n ~'(u) = '(u); (1)

8m 2 Z
n;8u 2 [�1

2;+
1
2[
n ~'(m+ u) = '(u): (2)

On pose enfin pour tout̀2 N:

8x 2 RnnZn �n+`(x) =
~'(x)hPn

j=1 sin2(�xj)
in+` et 8x 2 Zn �n+`(x) = 0:
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On a alors le lemme suivant:

LEMME 7. Les fonctions~' et�n+` sontC1 surRn et elles v́erifient

1. ~' � 0 surfx 2 Rn jd(x;Zn) 6 �g;
2. ~' � 1 surfx 2 Rn jd(x;Zn) > 2�g;
3. �n+` est 1-périodique par rapportà chaque variable et possède donc un

développement en séries de Fourier de la forme:

8x 2 R
n �n+`(x) =

X
h2Zn

dn+`h e2�ihh;xi

où

dn+`h =

Z
[� 1

2 ;+
1
2 ]
n
�n+`(x)e�2�ihh;xi dx =

Z
[� 1

2 ;+
1
2 ]
n

'(x)e�2�ihh;xi dxhPn
j=1 sin2(�xj)

in+`
vérifie pour toutN 2 N, touth 2 Zn et uniforḿement eǹ:

dn+`h �n;N
`nN��2(n+`+nN)Qn
j=1 (1+ jhj j)N

(��3)

Démonstration.Comme' � 0 sur f[�1
2;+

1
2[
njkxk 6 �g et ' � 1 sur

f[�1
2;+

1
2[
njkxk > 2�g alors il est clair par ṕeriodicit́e que: ~' � 0 sur fx 2

Rn jd(x;Zn) 6 �g et ~' � 1 sur fx 2 Rn jd(x;Zn) > 2�g et par suite,~' est
localement constante au voisinage de tout point de la frontière de[�1

2;+
1
2]
n
. On

en d́eduit donc facilement par périodicit́e que~' estC1 surRn . Et comme

8x 2 Rn n Zn �n+`(x) =
~'(x)hPn

j=1 sin2(�xj)
in+`

et que~' � 0 surfx 2 Rn jd(x;Zn) 6 �g, alors il est clair que�n+` est aussiC1
surRn .

Pour terminer la d́emonstration du lemme il nous reste doncà vérifier l’inégalit́e
(��3):
SoientN 2 N� eth 2 Znnf0g il existe alorsi0 tel que.
jhi0j = supfjhijji = 1; : : : ; ng > 1 et quitte à faire une permutation des

coordonńees on peut́evidement supposer quei0 = 1, on a en particulierjh1j > 1.
Ceci étant, si on note pour toutx = (x1; : : : ; xn), x0 = (x2; : : : ; xn) et x =

(x1; x
0) on a alors:

dn+`h =

Z
[� 1

2 ;+
1
2 ]
n

'(x)e�2�ihh;xi dxhPn
j=1 sin2(�xj)

in+`

=

Z
[� 1

2 ;+
1
2 ]
n�1

0B@Z +1
2

�1
2

'(x1; x
0) e�2�ih1x1 dx1hPn

j=1 sin2(�xj)
in+`

1CA e�2�ihh0;x0i dx0: (��4)
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On pose maintenant:

G =
�
]3
8;

5
8[�(]� 5

8;+
5
8[)

n�1
�
[
�
]�5

8 ;
�3
8 [�(]� 5

8;+
5
8[
�n�1

�
:

Alors pour toutx 2 G, d(x;Zn) > 2� et par suite pour toutx 2 G '(x) = 1. On
en d́eduit que pour toutk 2 N et pour toutx0 2 [�1

2;+
1
2]
n�1

@k'(�1
2; x

0)
@xk1

=
@k'(+1

2; x
0)

@xk1
:

Et ceci plus des intégration par partieśevidentes montrent que pour toutx0 2
[�1

2;+
1
2]
n�1 fixé pour toutN 2 N� , il existe des polyn̂omesHj;j0; Rj;j0 (j; j0 2 N

vérifiantj + j0 6 nN ) les degŕes desRj;j0 n’excédant pasnN tel que,Z +1
2

�1
2

'(x1; x
0)e�2�ih1x1 dx1hPn

j=1 sin2(�xj)
in+`

=
X
j;j02N

j+j06nN

Hj;j0(`)

(2�ih1)
nN

�
Z 1

2

�1
2

@j'(x1;x
0)

@x1
j e�2�ih1x1Rj;j0(sin(2�x1); cos(2�x1))dx1�Pn

t=1 sin2(�xt)
�n+`+j0 : (��5)

Or il est clair, d’apr̀es ce qui pŕec̀ede que, pour toutj 2 N et pour toutx =
(x1; x

0) 2 [�1
2;+

1
2]
n

on a

@j'(x1; x
0)

@xj1
= 0 si kxk 6 �:

On en d́eduit que pour toutj 2 N et pour toutx = (x1; x
0) 2 [�1

2;+
1
2]
n

on a

Si
@j'(x1; x

0)
@xj1

6= 0 alors
nX
t=1

sin2(�xt)� d(x;Zn)2 � kxk2
> �2:

Et ceci en plus de(��5) implique que

M =

�����
Z +1

2

�1
2

'(x1; x
0)e�2�ih1x1 dx1�Pn

t=1 sin2(�xt)
�n+`

����� v�erifie:

M �
X
j;j02N

j+j06nN

jHj;j0(`)j
jh1jnN

��2(n+`+j0)

�
Z 1

2

�1
2

�����@j'(x1; x
0)

@xj1

����� ��Rj;j0(sin(2�x1); cos(2�x1))
�� dx1

comp4132.tex; 23/07/1998; 11:08; v.7; p.28

https://doi.org/10.1023/A:1000433009678 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1000433009678
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�N;n
`nN��2(n+`+nN)

jh1jnN
(car deg(Hj;j0) 6 nN)

�N;n
`nN��2(n+`+nN)Qn
j=1 (1+ jhj j)N

(car on a suppos�e quejh1j = supfjhj jjj = 1; : : : ; ng):
Maintenant si on injecte cette dernière relation dans(��4) on obtient:

dn+`h �N;n
`nN��2(n+`+nN)Qn
j=1 (1+ jhj j)N

:

Ce qui termine la d́emonstration du lemme.
Ceci étant revenons maintenantà notre formule(��2). D’après ce qui pŕec̀ede

on a: pour� = <(s)� 0 et uniforḿement en" 2 ]0; "0[,

Z�
2(P;A; s) =

X
h2Zn

X
u2Nq
u1=0

+1X
`=0

 
�n
`

! 
�s
u

!
Gu;`(")d

n+`
h

�
Z
@A

P�s(x)
�
H(x)

�u
R0(x)e2�ihh;xi dx1 : : : dxn�1:

D’après la d́efinition deR0(x), il est clair qu’il existe des constantesr 2 N� ,
k1; : : : ; kr 2 Zn etc1; : : : ; cr 2 C tel que

8x 2 Rn R0(x) =
rX

�=1

c� e�ihk
� ;xi:

On en d́eduit que, pour� = <(s)� 0 et uniforḿement en" 2 ]0; "0[,

Z�
2(P;A; s)

=
rX

�=1

c�
X
h2Zn

X
u2Nq
u1=0

+1X
`=0

 
�n
`

! 
�s
u

!
Gu;`(")dn+`h YP (@A;2h+ k� ; u; s);

où, avec les notations du Théor̀eme 5, pour touth 2 Zn et toutu 2 Nq :

YP (@A; h; u; s) =
Z
@A

P�s(x)
�
H(x)

�u e�ihh;xi dx1 : : : dxn�1:

Nous noterons8h 2 Zn, 8u 2 Nq , s 7! eYP (@A; h; u; s) le prolongement
méromorphe des 7! YP (@A; h; u; s) donńe par le Th́eor̀eme 5 etS 0 = �0

0 � 1
M 0N

l’ensemble des candidats-pôles commun de ces prolongements.
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Quitteà diminuer"0, on peut supposer que 0< "0 <
1
2�.

SoientN > 0,"0 > 0 et� > 0. On a alors, d’après le Th́eor̀eme 5: uniforḿement
ens = � + i� 2 C vérifiant� > �0

0 �N et d(s;S 0) > �:

eYP (@A; h; u; s) �N;� (1+ j� jD00(�0
0��)+"0)(1+ khkD00(�0

0��)+"0)K juj;

où D00 = D00(P;A) > 0 et K = K(P;A) > 1 sont deux constantes qui ne
dépendent que deP etA.

Ceciétant, soit maintenantN 2 N� et� > 0 alors en utilisant en plus de ce qui
préćede la relation suivante facilèa vérifier:

8u 2 Nq et 8` 2 N Gu;`(")� "juj+2`+n

et la relation(��3), que nous avons déjà etablie (Lemme 7):

dn+`h �n;N
��2n�2`�2nM `nMQn

j=1(1+ jhj j)M ;

avecM = 2[D00]N + 2N + 2.
On obtient uniforḿement ens = � + i� 2 C vérifiant � > �0

0 � N et
d(s;S 0) > � et uniforḿement en" 2]0; "0[:

R0 def
=

rX
�=1

jc� j
X
h2Zn

X
u2Nq
u1=0

+1X
`=0

�����
 
�n
`

! 
�s
u

!�����
�Gu;`(")dn+`h

��� eYP (@A;2h+ k� ; u; s)
���

�N;�

rX
�=1

jc� j
X
h2Zn

X
u2Nq
u1=0

+1X
`=0

�����
 
�n
`

!�����
�����
 
�s
u

!�����
�"juj+n+2`jdn+`h j(1+ k2h+ k�k2D00N )K juj

�(1+ j� j2D00N )

�N;�

X
h2Zn

X
u2Nq
u1=0

+1X
`=0

�����
 
�n
`

!�����
�����
 
�s
u

!�����
�"juj+n+2`jdn+`h j(1+ khk2D00N )K juj

�(1+ j� j2D00N )

�N;�

X
u2Nq
u1=0

+1X
`=0

�����
 
�n
`

!�����
�����
 
�s
u

!�����
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�"juj+2`��2(n+`)�2nM `nM (1+ j� j2D00N )K juj

�N;� ��2n�2nM
X
u2Nq
u1=0

+1X
`=0

�����
 
�s
u

!�����
�����
 
�n
`

!�����
�"juj+2`K juj��2``nM (1+ j� j2D00N )

�N;� ��2n�2M

0BB@X
u2Nq
u1=0

�����
 
�s
u

!����� (K")juj

1CCA
�
 
+1X
`=0

�����
 
�n
`

!�����
�
"

�

�2`

`nM
!
(1+ j� j2D00N ):

Quitte à diminuer"00 on peut supposer que 0< "00 < inf
�

1
2nK ;

1
2�

�
, on a alors

8" 2 ]0; "00[:

X
u2Nq
u1=0

�����
 
�s
u

!����� (K")juj = (1� nK")�jsj �N (1� nK")�j� j �N e2nK"j� j

(car 0< nK" < 1
2)

et

+1X
`=0

�����
 
�n
`

!�����
�
"

�

�2`

`nM 6

+1X
`=0

�����
 
�n
`

!�����
�
"

�

�2`
0@nMY
j=1

`+ j

1A
=

dnM+1

dtnM+1

 
+1X
`=0

�����
 
�n
`

!����� t`
! �����

t= "2

�2

=
dnM+1

dtnM+1(1� t)�n
�����
t= "2

�2

=

0@nMY
j=0

(n+ j)

1A (1� t)�n�nM�1

������
t= "2

�2

=

0@nMY
j=0

(n+ j)

1A 1�
�
"

�

�2
!�n�nM�1
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�n;N 1
�

car 0<
"

�
<

1
2

�
:

Donc:

R0 �N;� (1+ j� j2D00N )e2nK"j� j;

ce qui permet de voir que

s 7! eZ�
2(P;A; s)

=
rX

�=1

c�
X
h2Zn

X
u2Nq
u1=0

+1X
`=0

 
�n
`

! 
�s
u

!
Gu;`(")d

n+`
h

eYP (@A;2h+ k� ; u; s);

est une fonction ḿeromorphe surC à pôles d’ordre au plusn et contenus dans
S = �0

0 � 1
M 0N, qu’elle prolonge ḿeromorphiquements 7! Z�

2(P;A; s) et qu’on
a:8N > 0,8� > 0, et uniforḿement en" 2 ]0; "00[ et ens = � + i� 2 C vérifiant
� > �0

0 �N etd(s;S 0) > �:

eZ�
2(P;A; s) �N;� (1+ j� j2D00N )e2nK"j� j:

En conclusion, d’apr̀es ce qui pŕec̀ede et l’́etude d́ejà faite du termeZ1(P;A; s)
(Lemme 6), on obtient que:s 7! Z(P;A; s) poss̀ede un prolongement ḿeromorphe
à C not́e s 7! eZ(P;A; s) dont les p̂oles sont d’ordre au plusn, contenus dans un
ensemble de la formeS = �0� 1

M
N où�0 = �0(P;A)est l’abscisse de convergence

des 7! Z(P;A; s) etM = M(P;A) 2 N� .
De plus, il existe des constantesB; k > 1,B0 2 R+ ne d́ependant que de P et A

tels que:8N > 0,8� > 0, on a uniforḿement en" 2 ]0; "0[ et ens = � + i� 2 C

vérifiant� > �0 �N etd(s;S) > �:

eZ(P;A; s) �N;� (1+ j� jBN+B0
)ek"j� j"�BN :

Maintenant vu l’uniformit́e en" 2 ]0; "0
0[, on peut choisir dans la relation préćedente

" = 1
2
"0
+(1+j� j) 2 ]0; "00[. On obtient alors,eZ(P;A; s) �N;� (1+ j� jBN+B0

) et ceci

8N tel que� > �0�N , donc pourN = [�0��]+1, on obtienteZ(P;A; s)�N;�

(1+ j� j�B�+B00
) oùB = B(P;A) > 0 etB00 = B00(P;A) 2 R+ .

La même ḿethode que celle que nous avons utilisée dans ([3], p. 478) (utilisation
d’une conśequence de th́eor̀eme classique de Phragmen–Lindelöf) montre alors
que:8N > 0,8"0; � > 0 et uniforḿement ens = �+ i� 2 C vérifiant� > �0�N
etd(s;S) > �0:

eZ(P;A; s) �N;"0;� (1+ j� jB(�0��)+"0):

Pour terminer la d́emonstration du Th́eor̀eme 4, il nous restèa prouver que
l’abscisse de convergence�0 est un p̂ole, mais ceci est une conséquence d’un
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résultat classique de Landau (voir par exemple [10], p. 125) sur les séries de
Dirichletsà coefficients positifs. Ce qui termine la démonstration du Th́eor̀eme 4.

7. Démonstration des Th́eorèmes 2, 2 bis et des Corollaires 1 et 1 bis

7.1. QUELQUES LEMMES

LEMME 8. Soient� 2 R�+ et b 2 Z fixés. Soitt 7! Q(t) une fonction continue
semi-alǵebrique posśedant un d́eveloppement en série de Puiseux en+1 de degŕe
d 2 Q et on suppose qued > 0 et8m 2 Z;m> b, on a:Q(m) 62 Z.

On pose alors

�(Q;�; s) =
+1X
m=b

X
n>Q(m)

1
m�sns

(s 2 C ):

Alors il existe� > 0 tel ques 7! �(Q;�; s) converge absolument et est holomorphe
dans le demi-planfs 2 C jRe(s) > �g. Nous noterons�00 = �00(�; d) l’abscisse de

convergence de cette série. On a alors�00 = sup
�
1; 1+d

�+d

�
et�00 est un p̂ole d’ordre

1 ou 2 (1 si � 6= 1 et 2 si � = 1). En outre, il existe� = �(�; d) > 0 tel ques 7!
�(Q;�; s) se prolonge ḿeromorphiquementau demi-planfs 2 C jRe(s) > �00��g
avec�00 comme seul p̂ole dans ce demi-plan. En plus, il existeD = D(�; d) > 0
tel que le prolongement ḿeromorphe~�(Q;�; s) de�(Q;�; s) vérifie:8"0; � > 0

~�(Q;�; s) ��;"0;�;Q 1+ j� jD(�00��)+"

uniformément ens = � + i� vérifiant� > �00 � � et js� �00j > �.

LEMME 9. Soient� 2 R�+ et b 2 Z et t 7! Q(t) =
Pd

j=0 ajt
j + o(1) quand

t! +1 où d 2 N� et8j = 1; : : : ; d� 1, aj 2 Z,ad 2 N� eta0 2 RnZ. Alors

s 7! �(Q;�; s) =
+1X
m=b

X
n>Q(m)

1
m�sns

(s 2 C )

poss̀ede un demi-plan de convergence et d’holomorphiefs 2 C jRe(s) > �g. On
note�00 son abscisse de convergence. On a�00 = sup(1; 1+d

�+d) et �00 est un p̂ole
d’ordre 1 ou 2 (1 si � 6= 1 et 2 si � = 1). En outres 7! �(Q;�; s) poss̀ede un
prolongement ḿeromorphèa C avec des p̂oles d’ordre au plus2 et contenus dans
un ensemble de la formeS = �00� 1

M
N oùM = M(�;Q) 2 N� . En plus, il existe

D = D(�;Q) > 0 tel que le prolongement ḿeromorphe~�(Q;�; s) de�(Q;�; s)
vérifie:8"0; � > 0 et8N > 0

~�(Q;�; s) ��;"0;�;Q;N 1+ j� jD(�00��)+"0
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uniformément ens = � + i� 2 C vérifiant� > �0 �N etd(s;S) > �.

LEMME 10. SoientP 2 R[X1;X2] etQ une fonction continue semi-algébrique
et posśedant un d́eveloppement en série de Puiseux au voisinage de l’infini de
degŕed 2 Q�+ . On poseP (x) =

P
�2 supp(P ) a�x

� etP �(x) =
P

�2E(P ) x
� (voir

Notations). Et on suppose que:

� P (x)! +1 quandkxk ! +1, x 2 A(Q; a)
oùA(Q; a) = fx 2 R2jx1 > a etx2 > Q(x1)g.

� P non d́eǵeńeŕe surS = f(x1; Q(x1))jx1 > ag.
On pose� = supf�1+d�2j� = (�1; �2) 2 supp(P )g et� = (��d;1). Et soit

L =
P

�2 supp(P )
�1+d�2=�

a�K
�2�1 oùK est le coefficient dominant deQ (i.e.Q(t) � Ktd

quandt! +1).
Alors L > 0 et il existe� > 0 et � = �(P;A; �) > 0 tel que si on pose

S� = fz = x+ iy 2 C 2jx 2 S etkyk < �g � C 2, alors8N 2 N� et8s 2 C

P (z)�s = L�s
N�1X
`=0

 
�s
`

!
z�(s+`)�H(z)` +O�;P;A;N((jsj+ 1)N jzj��N )

quandjzj ! +1, z 2 S� oùH 2 C [z1; z2] ne d́epend que deP etQ.

Démonstration du Lemme 8.On écrit pour<(s)� 0:

�(Q;�; s) =
+1X
m=b

X
n>Q(m)

1
m�s

1
ns

=
X

m>b�1

X
n>[Q(m)]

1
m�s

1
ns
: (���1)

Ensuite par la formule d’Euler–Maclaurin (voir par exemple [10], p. 5–6), on
obtient pour� = <(s)� 0

X
n>[Q(m)]

1
ns

=

Z +1

[Q(m)]
t�s dt� 1

2
1

[Q(m)]s
� s

Z +1

[Q(m)]
B1(t)t

�s�1 dt

=
1

s� 1
1

[Q(m)]s�1 �
1
2

1
[Q(m)]s

+O

�
(1+ jsj) 1

Q(m)�+1

�
;

maisd = degQ 2 Q�+ , donc il existe� 2 ]0; d[ tel queQ(m) = Kmd+O(md��)
oùK > 0 le coefficient dominant deQ.

Donc[Q(m)] = Q(m) +O(1) = Kmd +O(md��), et par suite8� 2 C

[Q(m)]�� = K��m�d�[1+O(m��)]��

= K��m�d� +O((j�j+ 1)K�<(�)m�d<(�)��):
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En utilisant cette formule pour� = �s � 1 et pour� = �s, il est clair qu’il
existe� 2 ]0; �[ tel que pour� = Re(s)� 0

X
n>[Q(m)]

1
ns

=
1

s� 1
1

Ks�1m
�d(s�1) +O

�
(jsj+ 1)A�� 1

md(��1)+�

�
;

et en injectant ceci dans(���1), on obtient le ŕesultat. Quant aux majorations du
prolongement ḿeromorphe elles d́ecoulent de celles classiques de la fonction zêta
de Riemann. 2

Démonstration du Lemme 9.Dans ce cas on aQ(m) = adm
d + � � � + a1m +

a0 + o(1), d 2 N� , ad 2 N� , a0 2 RnZ et8j = 1; : : : ; d� 1 aj 2 Z. On pose

H(X) =
dX

j=1

ajX
d + [a0] 2 Z[X]:

Alors: Il existem0 2 N� tel quem0 > b et:

8m 2 N v�erifiantm > m0 [Q(m)] = H(m): (���2)

Maintenant pourN 2 N� fixé, si on utilise la formule d’Euler–Maclaurin, déjà
cité ci-dessus,̀a l’ordreN , on obtient pour� = Re(s)� 0 etm > m0:X

n>[Q(m)]

1
ns

=

Z +1

[Q(m)]
t�s dt+

N�1X
r=0

Br+1

(r + 1)!
s(s+ 1) � � � (s+ r � 1)

[Q(m)]s+r
+ON

 
(jsj+ 1)N

[Q(m)]�+N

!

=
1

s� 1
1

H(m)s�1 +
N�1X
r=0

Br+1

(r + 1)!
s(s+ 1) � � � (s+ r � 1)

H(m)s+r
+ON

 
(jsj+ 1)N

md(�+N)

!

d’où

�(Q;�; s) =
m0X
m=b

X
n>Q(m)

1
m�sns

+
+1X

m=m0+1

1
s� 1

1
m�sH(m)s�1

+
N�1X
r=0

Br+1

(r + 1)!
s(s+ 1) � � � (s+ r � 1)

+1X
m=m0+1

1
m�sH(m)s+r

+ON

�
(jsj+ 1)N�

�
(�+ d)� + dN

��
et ceci en plus du fait queH est un polyn̂ome permet de se ramener aux propriét́es
de la fonction ẑeta de Riemann. Ce qui permet d’obtenir le résultat.
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Démonstration du Lemme 10.Il est facile de voir que commeS = f(x1;

Q(x1))jx1 > ag et queQ(x1) = Kxd1+O(xd�1 ) pour un 2 ]0; d[, alors il existe
� > 0 et" > 0 tels que si on poseS� = fz 2 C 2jx 2 S etkyk < �g, on a:

8z = x+ iy 2 S� et 8� 2 Q2
+

z� = K�2x�1+d�2
1 +O(x�1+d�2�"

1 ): (���3)

On pose

B =
X

�2 supp(P )
�1+d�2=�

a�K
�2;

où � = supf�1 + d�2j� = (�1; �2) 2 supp(P )g.
On a alorsB 6= 0. En effet siB = 0, alors(���3) impliquerait queP (x) =P
�2 supp(P ) a�x

� � x��"1 surS.

Or P �(x) =
P

�2E(P ) x
� � x�

0
1 surS où �0 = supf�1 + d�2j� = (�1; �2) 2

E(P )g. Et par hypoth̀ese on aP (x) � P �(x) surS. Donc

�0 6 �� "pour un" > 0: (���4)

Mais un ŕesultat standard de la théorie d’optimisation des fonctions linéaires
sur des polỳedres implique que� = �0. D’où la contradiction.

On en d́eduit donc queB 6= 0 et comme on aP (x) � Bx�1 quandx1 ! +1,
x 2 S, alorsB > 0. Et par suiteL = K�1B > 0.

Ceciétant, on a, pourz 2 S�:

P (z) =
X

�2 supp(P )

a�z
� =

X
�1+d�2=�

a�z
� +

X
�1+d�2<�

a�z
�

=
X

�1+d�2=�

(a�K
�2)K��2z� +

X
�1+d�2<�

a�z
�

=
X

�1+d�2=�

(a�K
�2)K�1z� +

X
�1+d�2=�

(a�K
�2)[K��2z� �K�1z�]

+
X

�1+d�2<�

a�z
� o�u � = (�� d;1) 2 Q2

+

= Lz� +
X

�1+d�2=�

(a�K
�2)[K��2z� �K�1z�] +

X
�1+d�2<�

a�z
�:

Or d’apr̀es(���3), il existe� > 0 tel que surS�8><>:
1
z�

[K��2z� �K�1z�]� jzj��; si�1 + d�2 = �

z�

z�
� jzj��; si�1 + d�2 < �:
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En conclusion, il existeR 2 R[X1;X2] tel que

P (z) = Lz� +R(z) avec
R(z)

z�
� jzj�� sur S�;

et il suffit d’écrireP (z)�s = L�sz�s�[1 + R(z)
z�

]�s et d’utiliser la formule de
Taylor pour conclure.

7.2. DÉMONSTRATION DES TH́EORÈMES2 ET 2 BIS

D’après la Proposition 2, on a pour� = Re(s)� 0 et uniforḿement en" 2 ]0; "0[:

Z(P;A; s) = Z1(P;A; s) + Z2(P;A; s);

où

Z1(P;A; s) =
Z
U"

P�s(z)K(z) et Z2(P;A; s) =
Z
L"

P�s(z)K(z):

Le Lemme 6 permet de voir ques 7! Z1(P;A; s) poss̀ede un prolongement
méromorphèa C vérifiant les conclusions du Théor̀eme 2 bis (donc du Th́eor̀eme
2 aussi). Il reste donc̀a étudiers 7! Z2(P;A; s).

Or:

L" =

8<:z = x+ iy 2 C 2jx 2 @A et
2X

j=1

sh2(�yj) < "2

9=;
= L1

" [ L2
"

où

L1
" =

8<:z = x+ iy 2 C
2jx 2 R

2; x1 = a; x2 > Q(x1) et

2X
j=1

sh2(�yj) < "2

9=;
et

L2
" =

8<:z = x+ iy 2 C
2jx1 > a; x2 = Q(x1) et

2X
j=1

sh2(�yj) < "2

9=;
=

8<:z = x+ iy 2 C
2jx 2 S et

2X
j=1

sh2(�yj) < "2

9=;
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où

S = f(x1; Q(x1))jx1 > ag:

Et comme d(L1
";Z

2) > 0 (car a 2 RnZ), alors s 7! Z1
2(P;A; s) =R

L1
"
P�s(z)K(z) se trâıte de la m̂eme faon ques 7! Z1(P;A; s) et vérifie la

conclusion du Th́eor̀eme 2 bis (donc du Th́eor̀eme 2 aussi). De plus on a pour
� = Re(s)� 0

Z(P;A; s) = Z1(P;A; s) + Z1
2(P;A; s) + Z2

2(P;A; s) (����)

où

Z2
2(P;A; s) =

Z
L2
"

P�s(z)K(z):

Il reste donc̀a trâıter le termes 7! Z2
2(P;A; s). Mais quitteà diminuer"0, on

peut supposer queL2
" � S� où S� est d́efini dans le Lemme 10, ce m̂eme lemme

permet de voir qu’il suffit d’́etudiers 7! Z2
2(P;A; s) dans le cas òu P est un

monôme de la formeP (z) = z�; � 2 Q�2
+ . Or dans le cas deP (z) = z� , on a

pour� = <(s)� 0 et d’apr̀es(����)

Z2
2(z

� ; A; s) = Z(z�; A; s) � Z1(z
� ; A; s)� Z1

2(z
� ; A; s):

s 7! Z1(z
� ; A; s) et s 7! Z1

2(z
� ; A; s) vérifient évidemment les conclusions

du Th́eor̀eme 2 bis (donc du Th́eor̀eme 2 aussi). Il suffit donc d’étudier (avec les
notations des Lemmes 8 et 9)

s 7! Z(z�; A; s) =
X
m2A

m��s

=
X

m=(m1;m2)2Z2
m1>a etm2>Q(m1)

1

m�1s
1 m�2s

2

=
X
m>a

X
n>Q(m)

1

m�1sm�2s
2

= �

�
Q;

�1

�2
; �2s

�
:

Et les Lemmes 8 et 9 permettent de conclure, le Lemme 8 pour le Théor̀eme 2
et le Lemme 9 pour le Th́eor̀eme 2 bis. 2

7.3. DÉMONSTRATION DES COROLLAIRES1, 1BIS ET 2

Les Corollaires 1, 1 bis et 2 découlent des th́eor̀emes pŕećedents. En effet le
dévelopement asymptotique deNP (A; t) quandt ! +1 s’obtient, en utilisant
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les propríet́es analytiques de la série de Dirichlet associées 7! Z(P;A; s), par
une ḿethode standard dueà Landau [5]. Ńeanmoins, Landau suppose que la série
de Dirichlets 7! Z(P;A; s) vérifie uneéquation fonctionnelle, mais il est clair
d’apr̀es son argument, comme l’a remarqué B. Lichtin dans ([7], p. 353), que cette
hypoth̀ese n’est pas ńećessaire pour obtenir le développement deNP (A; t). Pour
plus de d́etails sur cette ḿethode classique on peut consulter l’article original de
Landau [5] ou celui de Lichtin [7] òu d’autres ref́erences sont données. 2

8. Remarques finales

Il est clair d’apr̀es ce qui pŕec̀ede que tous les résultats, sauf le Lemme 8, conduisent
à un prolongement ḿeromorphe de la série:s 7! Z(P;A; s) à tout le plan complexe.
L’obstruction vient donc du lemme 8 et la démonstration de ce lemme montre que
cette obstruction est liée au comportement de la fonctionm 7! fQ(m)g quand
m! +1. Plus pŕeciśement, si on a un d́eveloppement limit́e

fQ(m)g = H(m) + 0(m�N )quandm! +1:

où H est une fonction alǵebrique (donc possédant un d́eveloppement en série de
Puiseux̀a l’infini) et oùN 2 Q+ , alors il existe un prolongement méromorphe de
la śerieZ(P;A; s) à un demi plan de la formef<(s) > �0� �(N)g où �(N) > 0
vérifie�(N)! +1 quandN ! +1.

La réciproque est aussi vraie. C’est ainsi, comme sous les hypothèses ǵeńerales
du Th́eor̀eme 2, on n’a quefQ(m)g = O(1), il est clair qu’on ne peut pas prolonger
la śerie au del̀a d’une bande. Par contre dans le cas du Théor̀eme 2 bis, les hypothèses
impliquent que, pour m assez grand,fQ(m)g = fa0g = fa0g + 0(m�N ) pour
toutN > 0. Ce qui, par conśequent, permet de comprendre la raison pour laquelle
dans ce cas on a un prolongementà tout le plan complexe.

En conclusion, il resort de ce qui préc̀ede une connection entre notre problème
et lesétudes classiques d’approximations diophantiennes y compris les résultats
plus ŕecents de Huxley, Sargos et al sur les points entiers au voisinage d’une courbe
et cette connection donne un nouveau point de vue pour approcher ces derniers
probl̀emes.

Avant de terminer, je voudrai signaler que tous les résultats que nous avons
donńe sont aussi valables pour la série

s 7! Z(P;A; '; s) =
X

m2A\Zn

'(m)

P s(m)
;

où P etA vérifient les m̂emes hypoth̀eses qu’avant et' 2 R[X1; : : : ;Xn] vérifie
d
�
A;Z(')

�
> 0.
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Les seules modifications̀a faire concernent les Lemmes 8 et 9 où il faut con-
sidérer,à la place de la śerie�(Q;�; s), la śerie

s 7! �(Q;G;�; s) =
+1X
m=b

X
n>Q(m)

G(m;n)

m�sns
;

où G 2 R[X1;X2]. On obtient les m̂emesénonćesà l’exception de l’expression
de l’abscisse de convergence de�(Q;G;�; s). Expression dont on ne s’en sert pas
dans la suite. Plus précisement.

Dans le cas du Lemme 9, il suffit d’écrire G comme somme de monômes et de
trâıter chaque terme comme avant pour conclure.

Dans le cas du Lemme 8, il faut supposer en plus que

8(x1; x2) 2 R
2 v�erifiantx1 > b et x2 > Q(x1); G(x1; x2) > 0:

Ceciétant, on pose alors pour tout� > 1

��(Q;G;�; s) =
+1X
m=b

X
n>Q�(m)

G(m;n)

m�sns
;

et on note�0(�) son abscisse de convergence, qui est aussi dans le cas où la
série se prolonge son plus grand pôle. On notera aussi�0 = �0(1) l’abscisse de
convergence de la série�(Q;G;�; s). Il est clair alors, d’apr̀es nos hypoth̀eses que
pour tout� > 1,�0(�) 6 �0.

On pose aussi,

G(X1;X2) =
X

2 supp(G)

cX1
1X2

2;

R(s) =
Y

2 supp(G)

(s� 2 � 1) et � = supf1 + d2j(1; 2) 2 supp(G)g:

Alors, enécrivant G comme somme de monômes et en trâıtant chaque terme comme
nous l’avons fait dans le Lemme 8, on montre facilement qu’il existe� > 0 tel que
pour<(s)� 0 on a:

�(Q;G;�; s)

= K�s+1

0BB@ X
=(1;2)2 supp(G)

1+d2=�

cK
2

s� 2 � 1

1CCA �((�+ d)s� � � d) +
H�(s)

R(s)
; (1)
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où K et d sont d́efinis dans l’́enonće du Lemme 8 (i.eQ(x) � Kxd quand
x ! +1), � est la fonction zeta de Riemann ets 7! H�(s) est une fonction

holomorphe dans un demi-plan de la forme
n
<(s) = 1+d+�

d+� � �
o

.

Dans un premier temps on va montrer que:�0 >
1+d+�

d+� .
Comme on sait que�0(�) 6 �0 on va commencer paŕetudier les�0(�) pour

tout� > 1.
Un calcul analoguèa celui qui a conduit̀a l’equation (1), montre que pour tout

� > 1 on a:

��(Q;G;�; s)

= K 0�s+1

0BB@ X
=(1;2)2 supp(G)

1+d
02=�

0

cK
02

s� 2 � 1

1CCA �
�
(�+ d0)s� �0 � d0

�
+
H�(s)

R(s)
; (2)

oùd0 = d0(�) = �d,K 0 = K 0(�) = K� et�0 = �0(�) = supf1+d02j(1; 2) 2
supp(G)g.

Soit maintenant� > 1 tel qued0 = �d 62 Q(�). On distingue alors deux cas:
1er cas:On suppose qu’il existe0 2 supp(G) tel que0

1 + d00
2 = �0 et

1+ 0
2 =

1+ d0 + �0

�+ d0
:

Il est clair, d’apr̀es l’equation (2), que la fonctions 7! ��(Q;G;�; s)est ḿeromorphe
dans le demi-planf<(s) > s00 � �g où s00 = s00(�) = 1+d0+�0

�+d0 . De plus les
1+ 2; ( = (1; 2) 2 supp(G)nfs0

0g) ets00 sont les seuls candidats pôles dans
ce demi-plan et il sont tous au plus simples saufs00 qui est d’ordre au plus 2. Mais
il est facile de voir ques00 est effectivement un p̂ole d’ordre deux. En effet, comme
d0 62 Q(�) alors il n’y a qu’un et un seul0 2 supp(G) tel que0

1 + d00
2 = �0. Il

en d́ecoule que la partie principale d’ordre deux ens00 est

c0K 0�s00+1+0
2

(�+ d0)(s� 0
2 � 1)2

:

Ce qui permet de voir que dans ce cas on a bien�0(�) > s00 =
1+ d0 + �0

�+ d0
.

2�eme cas:On suppose que pour tout 2 supp(G) vérifiant1 + d02 = �0 on a
s00 =

1+d0+�0
�+d0 6= 1+ 2.

On a alors:s00 =
1+d0+�0
�+d0 6= 1+ 2 pour tout = (1; 2) 2 supp(G). En effet,

sinon alors il existerai1 = (1
1; 

1
2) 2 supp(G) tel que s00 =

comp4132.tex; 23/07/1998; 11:08; v.7; p.41

https://doi.org/10.1023/A:1000433009678 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1000433009678


260 D. ESSOUABRI

1+d0+�0
�+d0 = 1+ 1

2. De plus par definition de�0 on sait qu’il existe0 = (0
1; 

0
2) 2

supp(G) vérifiant0
1 + d00

2 = �0. On en d́eduit donc que

1+ 1
2 =

1+ d0 + �0

�+ d0
=

1+ 0
1 + d0(1+ 0

2)

�+ d0
:

Et par suite,d0(0
2 � 1

2) = �(1+ 1
2)� (1+ 0

1).
Mais comme on a supposé qued0 62 Q(�) alors ceci implique que1

2 = 0
2. On

obtient donc que,0 2 supp(G) et vérifie0
1 + d00

2 = �0 et s00 = 1+ 0
2. Ce qui

contredit les hypoth̀eses de ce deuxième cas.
On a donc d́emontŕe que dans ce deuxième cas, on a:s00 = 1+d0+�0

�+d0 6= 1+ 2

pour tout = (1; 2) 2 supp(G). On en d́eduit que pour v́erifier ques00 est
effectivement un p̂ole de��(Q;G;�; s) il suffit d’après la formule (2) de montrer
que

J =
X

=(1;2)2 supp(G)
1+d

02=�
0

cK
02

s00 � 2 � 1
6= 0:

Or commed0 62 Q(�) alors il est clair que pour tout = (1; 2) et0 = (1
0; 2

0) 2
Z2 on a:1 + d02 = 01 + d002 =)  = 0.

Ce qui implique, d’apr̀es la definition de�0, qu’il existe un unique0 =

(0
1; 

0
2) 2 supp(G) vérifiant0

1 + d00
2 = �0. Et par suite on a:J =

c
0(K

0)
0
2

s00�0
2�1

.

De plus comme0 2 supp(G) alorsc0
 6= 0 et il est clair alors queJ 6= 0. On en

déduit ques00 est effectivement un p̂ole de��(Q;G;�; s). Et par suite,�0(�) > s00.
En conclusion de l’́etude des deux cas on a démontŕe que�0(�) > s00 =

1+d0+�0
�+d0

pour tout� > 1 vérifiantd0 = �d 6= Q(�).
Et comme�0 > �0(�), alors pour tout� > 1 vérifiantd0 = �d 62 Q(�) on a

�0 >
1+ d0 + �0

�+ d0
=

1+ d0(�) + �0(�)
�+ d0(�)

:

De plus, il est facile de v́erifier que l’on peut trouver une suite (�n)n>0 d’élements
de[1;+1[ vérifiant:

1. �n ! 1 quandn! +1;
2. 8n > 0; d0(�n) = �nd 62 Q(�);
3. �0(�n)! � quandn �! +1.

Le dernier point vient du fait que si 2 supp(G) vérifie 1 + d2 < �
alors il existe" > 0 tel que1 + d2 6 � � " et par suite pour tout� vérifiant
1 6 � 6 "=2d(1+ 2), d0 = d� vérifie

1 + d02 = 1 + d2 + (d0 � d)2 = 1 + d2 + d(�� 1)2 6 � � "

2
:
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Et comme supp(G) est fini on peut choisir" indépendant de 2 supp(G) vérifiant
1 + d2 < �. On note en suiteB = f 2 supp(G)j1 + d2 = �g, alors comme
cet ensemble est fini, il est clair qu’il existe% > 0 tel que pour tout� 2 [1;1+ %[
et pour tout 2 B, d0 = �d vérifie:

1 + d02 > � � "

3
> supf1 + d02j 2 supp(G)nBg:

Il en découle que pour tout� 2 [1;1+ %[ il existe0 2 B tel qued0 = �d vérifie:
supf1+ d02j 2 supp(G)g = 0

1 + d00
2. Et ceci plus un argument de continuité

permet de v́erifier facilement le 3�emepoint énonće plus haut.
Ceci étant, les trois points préćedents, impliquent par passageà la limite que:

�0 >
1+d+�
�+d . Et ceci plus l’́equation (1) implique que la séries 7! �(Q;G;�; s)

poss̀ede un demi plan de convergencef<(s) > �0g, qu’elle se prolonge ḿeromor-
phiquement dans un demi-plan de la formef<(s) > �0 � �g où � > 0 et que�0

est effectivement un p̂ole. Ce qui permet de conclure.
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