SUR I’ALLURE DES FONCTIONS MEROMORPHES
NOBUSHIGE TODA

1. Introduction

Récemment J. L. Doob [8] a trouvé quelques théorémes intéressants sur
I'allure des fonctions méromorphes au voisinage d'un point singulier essentiel
isolé en utilisant la topologie fine c’est-a-dire la topologie la moins fine qui fait
toutes les fonctions sous-harmoniques continues. A I'égard de ces résultats, on
étudie dans ce mémoire quelques aspects de fonctions méromorphes au voisinage
d’'un point singulier essentiel isolé ou d’'un point-frontiére irrégulier.

Dans le paragraphe 2, on donne un théoréme d'unicité et le paragraphe 3
est consacré aux applications.

Les résultats de J. L. Doob sont locaux, mais, dans le paragraphe 4, on
étudie l'allure des fonctions méromorphes globales c’est-a-dire dans le plan fini.
On obtient des résultats concernant des valeurs exceptionnelles au sens de
Nevanlinna et de Borel pour des fonctions méromorphes dans le plan fini ayant
un point singulier essentiel isolé 4 l'infini et admettant des limites fines en ce
point.

Le paragraphe 5 donne un théoréme sur des ensembles des valeurs d'adhérence
ordinaire en utilisant I'’ensemble des valeurs d’adhérence fine.

Ces recherches ont été faites pendant mon séjour a Paris comme boursier

du Gouvernement frangais.

2. Théoréme d’unicité

Dans ce paragraphe on trouve un théoréme d'unicité qui est une extension
du théoréeme d'unicité classique.

Soit D un domaine dans le plan, ¢, un point-frontiére irrégulier de D, G(z,
2o) la fonction de Green de D de pdle 2, f une fonction méromorphe dans D.

On introduit un sous-domaine :

2:(20) ={z€ D ; G(z, 20) >e>0, §>e>0},
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ot lim sup G(z, z0) =6>0. On met 2(z) = D.
Ed )

On sait que %Qs'(zo) est effilé en ¢, pour 6>¢>0 quelconque.

TuéorEME 1.

Soit f lindéléfienne ([9]). S'il existe une suite (2,) convergeant vers C telle
que f(z2) =0 (n=1,2,3,...) et la suite (2,) est contenue dans 2:(z,) pour un
>0, alors f=0.

Pour démontrer cela, il suffit de trouver le lemme suivant:

LemMe 1. Soit f non-constante lindélifienne et v'r(w) le nombre de points de
2:(20) on f est égale & w, w quelconque de la sphére de Riemann. Alors v'r(w)
est fini.

Démonstration Puisque f est lindélofienne, par définition,

ST %Gz, 20) < + o,

J(z)=w

pour w quelconque de f (D), w= f(z), ol #n(2) est I'ordre de multiplicité de
fen z. Dans 2 (2),

inf G(z, z0)=¢>0,

par conséquent, pour we f(2:(20)) — (f(20)), »r(w) est fini.
Pour w,= f(2)), »’#(wo) est aussi fini. En effet, prenons V,, un voisinage
de z et z; dans V%, tels que

1) 20z,
2)  f(z) = f (20,
3) |Gz, 2)) -Gz, 2)]< —; z quelconque de GV,
4) G(z, z0) >8>0 dans Vg,
alors

G(z, z(,)>min(G(z, 20) — %, 6>zmin(~§ R 6)>0

dans 2:(z), de sorte que, par l'inégalité

ST #(2)G(z, z0) < + o,

J(z)=wy

v (wo) est fini.

3. Applications

Ici on applique le résultat ci-dessus et obtient deux corollaires. On utilise
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les mémes notations comme dans le paragraphe 2. Soit (z,) une suite dans
D convergeant vers un point-frontiere. On dit que la suite (z,) est réguliere
si G(zn, z)) tend vers 0 ([3], [6]). C. Constantinescu [5] a donné une condi-
tion suffisante pour que (z,) soit régulidre en un point-frontiere irrégulier en

utilisant la compactification de Royden. On a le

CoroLLAIRE 1
Soit f lindélofienne. Si f west pas constante, et s'il existe une suite (zn)
convergeant vers Cy telle que f(z,) = w pour w quelconque de la sphére de Riemann,

alors elle est régulicre.

" Démonstration
S'il existe une suite (z,) convergeant vers ¢, telle que f(zs) = w et appar-
tenant 3 2.(z) pour un >0, d’aprés le Théoréme 1, f est constante. Contra-
diction.
COROLLAIRE 2
Si f est lindélofienne dans D, f admel une limite fine en C,.

Démonstration
11 suffit de traiter le cas ou f n'est pas constante. D’aprés le Lemme 1,
vy(w) est fini pour toutes les valeurs w de f(2:(z)) et G 2:(2) est effilé en &.

Par conséquent, en vertu du corollaire 2 de [11], ¥ admet une limite fine en ¢,.

4. Fonctions méromorphes dans |z| <+

Des fonctions méromorphes dans le plan fini ayant un point singlier essentiel
isolé a l'infini et admettant des limites fines en ce point ont des caractéres
intéressants : elles n'out pas de valeurs exceptionnelles au sens de Nevanlinna
et de Borel. D’abord on donne quelques lemmes que 'on connait bien.

LeMME 2. Soit u(z) une fonction sur-harmonique dans un domaine D tel que
le point a linfini (=w) est un point-frontidrve irrégulier de D. Si u(2)/log|zl
est bornée inferieurément dans un voisinage fin de w, alors u(2)[log|z| admet une
limite finie en o ([2]).

LeMME 3. Si un ensemble E quelconque dans le plan est effilé en w, il existe
des circonférences arbitrairement grandes de centre 0 ne rencontrant pas E ([4D.

LemME 4. Si f(2) est une fonction méromorphe dans le plan fini qui a un

point singulier essentiel isolé & linfini, alors lim T(z, f)/log r= + o, on T(r, f)
r>+o
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est la caractéristique de f au sens de Ahlfors-Shimizu (voir [12]).

TutorEME 2. Soit f(2) une fonction méromorphe dans le plan fini ayant un
point singulier essentiel isolé & U'infini. Si f(2) admet une limite fine en o, alors
f(2) wa pas de valeurs déficientes, par conséquent, pas de valeurs exceptionnelles
au sens de Picard.

Démonstration

On peut supposer que la limite fine soit «<. Soit D la patie non relative-
ment compacte connexe de (z; | f(2)|>1) dont le complémentaire est effilé en
. Puisque log |f(2)] est sur-harmonique positive dans D et admet la limite
fine « en o, d’aprés le Lemme 2, log [f(2)|/log |z| a une limite fine finie (soit
«) en w, c'est-a-dire, en dehors d'un ensemble E effilé en w, f(2) tend vers o«
et loglf(2)|/loglz| vers a si z tend vers w parce que lintersection de deux
voisinages fins de w est aussi voisinage fin de v et d’aprés un théoréme de J.
Deny [7]. Grice au Lemme 3, il existe une suite (r,) telle que 7, + o,
(zl=7r)NE=¢, et f(rae®) tend vers © et log |f(r»€"®|/log 7» vers a unifor-
mément par rapport 4 8 si » tend vers + o, de sorte que pour ¢>0 quelconque,

il existe un #, tel que pour n'importe quel » plus grand que 7, on a

2n .
m(rn, ©) = 71;; So log*lf (rae®)|dO< (a + ¢) log 7n,
par conséquent,

: mra, ®) im _log7a _
Oslim sup =iy, 7y < (@ + ) lim o Ty =0

en vertu du Lemme 4. Cela veut dire que o n’est pas une valeur déficiente.
Pour a quelconque fini dans le plan,

=1 (et 1 =
m(ry, @) = anj log If(r,,e"")-—a |d0—0(1).

parce que f (7€) tend vers o si n tend vers + . D’aprés le Lemme 4, a
n'est pas une valeur déficiente, et on en conclut qu'il n'y a pas de valeurs
déficientes pour f. En ce qui concerne des valeurs exceptionnelles au sens de
Borel, on trouve le

TréoREME 3. Soit f une fonction méromorphe dans le plan fini ayant un
point singulier essentiel isolé & U'infini. Si f admet une limite fine en w, alors f

n'a pas de valeurs exceptionnelles au sens de Borel.
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Pour le démontrer, on utilise quelques lemmes:

LeMME 5. Soit E un ensemble fermé borné sur l'axe de x et L la mesure
linéaire de E, alors la capacité logarithmique v(E) de E est plus grande que L[4
(voir [12]).

LeMME 6. Soit E comme dans le Lemme 5 et E, la partie de E contenue dans
lzlg7 et v(r) =7v(E,). Silimsup 7(r)/r>0, alors 0 est un point-frontiére régulier
r—0

du domaine €E (voir [12]).

LemMme 7. Soit E= ULbi, ail os 0<a;v\<bi<a; pour tout i=1,2,3, ...qui
est fermé et effilé en 0 et qui w’a que lorigine comme points d accumulation de la

suite des intervals [b;, ail, alors lim a;/b; = 1.

1>+ 2
Démonstration
Supposons que lim sup ai/b; = 8>1. Soit L,= >)(ai— b;). D’aprésle Lemme

1>+

5, r(@x)>Lax/4, en conséquence,

1(@n) _ Lx (@n = ba)
an = Za, 2__45,,' ’
et
. r(an) 1. _bay_ 1, 1
limsup TZ = Jlimsup(1- ) = (1~ 5)>o0.

C'est-a-dire que 0 est un point régulier du domaine YE d’aprés le Lemme 6,
mais on sait que 0 est régulier si et seulement si E est non effilé en 0; et la

conclusion ci-dessus est contraire & I'hypothése du Lemme.

Démonstration du Théoréme 3

On peut supposer que la limite fine soit «. Soit £ la partie non relative-
ment compacte connexe de (z ; |f(z)|>1) dont le complémentaire est effilé en
o et Q= (z 3 Gz, z0) > ;— >O) ou G(z, z) est la fonction de Green de £ de
pole z, et lirr: sup G(z, z9) =¢ qui est positif parce que G2 est effilé en w. 2.
est aussi eﬂ‘ilémen . On sait que sur 2: f tend vers « (Th. 3 [11]). Soit E
ensemble sur 'axe positif de x qui est rabattement de 2. d’origine 0 sur I'axe
positif de x, alors E est effilé en w. Parce que la capacité de EN "< lzl<
A"*1) est plus petite que celle de T2: N (A"<|z]<a™") pour z quelconque (1>1)
et pour que E soit effilé en o, il faut et il suffit que l'inverse de E soit effilé
en 0 ([11), et grace a un théoréme de Wiener. On peut écrire E= L‘J [ai, &1
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ou a;<b;<ai+; pour tout i, parce que o0f est un ensemble des courbes de
niveau de f et 942: e5t un ensemble des courbes de niveau de la fonction de
Green de 2. En considérant que l'inverse de E est effilé en 0, d’aprés le Lemme

7, lim b;/a; =1, par conséquent, il existe une suite (7,), 71>1, telle que 75,/ +
1>+

o, (Izl=r) NEZ:=¢, f(rae®) tend vers la limite fine © et 7n+y/ra<2.

On sait que pour tout ¢ de la spdére de Riemann,
T(r, ) =m(r, a) + N(r, a) )]

(le premier théoreme fondamental de Nevanlinna).
Dans ce cas, comme dans la démonstration du Théoréme 2, pour a quelconque

fini

. m(rs, @) _
Jm w7y =
par conséquent, en vertu de I’égalité (1), on a

lim N(7,, a)

Bm e 7y = L 2)

Pour r positif quelconque plus grand que 7;, il ¥y a un z tel que 7,<7<7n+1

et on a, en considérant que T(», f) est croissante, des inégalités suivantes:

log T(rns+1, f) _ log T(rns1, f)

log Tz, f_)_S log T(7, f) <

T logr log 74 log 7 log rp+1—log2 "’
de sorte que I'on a
; log T(r, f) _.. log T(7x, f)
limsup—og, ~ =lmsup ==y (3)
En outre, l'inégalité N(r, a)<T(r, f) entraine que
) log N(r,a) _,. log T(7, )
lim sup =157 <lim sup == 02— @
En combinant (2), (3) et ’(4), on a
. log N(r, @) - .. log T(r, f)
hf-r-l. WP ogr hr}.’,fgp— logr

En ce qui concerne o, on montre comme suivant. D’aprés le Lemme 2,
log |f(2)i/log |z} dans 2 admet une limite fine finie (soit ) en v, par conséquent,
pour un &' positif,
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D={ze g ; loglf(2!/log lz]|< (a +¢)}

est un voisinage fin de w. 9D est la réunion de I'ensemble des courbes de
niveau d’une fonction harmonique (a+¢')log |z|—log|f(2)| dans 2-{pdles de
f(2)} et 22, de sorte que I'on peut discuter pour o aussi comme dans la
premiére partie de cette démonstration. Cest-a-dire, comme E, on prend
I'ensemble E; qui est rabattemant de ©D d'origine 0 sur l'axe positif de x.
E, a le méme caractére que E, de sorte que l'on peut prendre une suite (7)),
n>1, telle que 75,/ + o, (|2l =ra) NED=¢ : log| f(rae®)|/logra< (a+¢) et

rn+1/7a<2. Pour cette suite,

2 7 .
m(rp, ©) = él—f log*lf (r4€®)|do< (a+¢') log 7»
mTJo

et
. m(7rn, ©) . log 7»
MA\ra, =) - ' _987n _
0<lim sup =pcy 7 = @+ e) lim 70 0 =0,
par conséquent, d’apres (1)
. lv_(rn, m) - !
Sm G ) b )
On a aussi
. log N(7, ) .. log T(r, )
IIT’EED —‘-'*-—log p Shl;r—l’fgp—k)gT— (4"
parce que N(r, )< T(r, f).
En combinant (2"), (3) et (4", on a
. log N(r, ©) _ .. log T(7, f)
hrﬂfgp lig r - h?-}fg P logr
En conséquence, pour tout a fini ou non, on a
. logN(r, @) _.. log T(r, f)
limsup—jogy = HMSUP g
Cette relation est valable si lim sup log T(7, f) = 4 o,

roto log
Et, on a démontré ce Théoréme.

5. Sur des ensembles des valeurs d’adhérence

Soit D un domaine dans le plan, I" la frontiére de D, z, un point de I, f
une fonction méromorphe uniforme dans D. On rappelle des notations et
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quelques résultats sur des ensembles des valeurs d’adhérence:

Co(f, z): I'ensemble des valeurs d’adhérence ordinaire en z,
Cr(f, z0) : l'ensemble des valeurs d’adhérence de la frontiere en z,
Co(f, z) . I'ensemble des valeurs d’adhérence fine en z,.

Tous les trois sont fermés et non-vides; Cn(f, 20) 2Cr(f, 20),Co(f, 20) D Cu(f,
20).

L'ensemble 2 =Cp(f, 20) —Cr(f, 20) est vide ou ouvert, et s'il n'est pas
vide, soit £, un composant connexe quelconque de £, alors f prend toutes les
valeurs de £, sauf au plus deux dans un voisinage quelconque de z, (voir [10]).
Si z est un point irrégulier de D, Cp(f, z) est total ou se compose d'un seul
point ([11D).

Sous quelques conditions, on peut diminuer des valeurs exceptionnelles :

THEOREME 4 |
Supposons que R ne soit pas vide et Co(f, z0) se compose d'un seul point. Si
20 est un point régulier, il n’y a pas de valeurs excepti’onnelles dans 2. Si 2, est

un point irrégulier, il W'y a au plus qu'une valeur exceptionnelle dans 2.

Démonstration

1) le cas ol z est un point régulier

S'il y a une valeur exceptionnelle w, dans 2, w, est une valeur asymptotique
de f(2) en z d’'aprés le théoréme 1 (p. 14 [101), de sorte que w, est contenue
dans Co(f, z0). Pour un ¢>0 t&l que (|w - wo|<e) €2, f(lw — wol =¢) n'est
pas effilé en z. En effet, s'il est effilé en z, par la définition d’effilement, en
vertu du principe de minimum, f7'(Jw— ws| <e) ou Ef'(|w— wi|<e) est effilé
en z,, mais ils ne sont pas effilés eﬁ 205 f Y(Jw — wol <e¢) contient une courbe
qui termine 2 z et Ef '(lw - ws| <¢) contient FD qui n'est pas effilé en z
puisque 2z, est régulier de D. On en conclut que Cp(f, 2) contient au moins
deux points, c’est contraire a2 'hypothése.

2) le cas ot 2z est un point irrégulier

S'il y a deux valeurs exceptionnelles dans 2, elles sont valeurs asymptotiques
de f(2) en z grice au théoréme 1 (p. 14 [101), par conséquent, elles sont
contenues dans Cr(f, ). Contradiction,
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