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RESOLUBILITE LOCAL POUR 
DES EQUATIONS SEMI LINEAIRES COMPLEXES 

B. DEHMAN 

1. Introduction. Dans ce travail, nous construisons des solutions pour 
une certaine classe d'équations semi-linéaires complexes dans le plan. Plus 
précisément on considère prés d'un point XQ de R2 l'équation 

(*) Pu = f(x, w, 3xw,... ,3"w), \a\^m— 1 

où P est un opérateur différentiel d'ordre m(m ^ 1) à coefficients C°° complexes, 
et o ù / est à valeurs complexes, analytique en w,... ,3aw, |a| ^ m — 1, et 
seulement C°° en x. En supposant alors que P est de type principal près de xo et 
vérifie la condition de Nirenberg-Trêves sous elliptique (que nous noterons ((P), 
voir [5]), nous construisons une solution locale de (*), de classe C°° (Théorème 
2.1). 

Ce résultat échappe évidemment aux théorèmes classiques d'existence de 
Hamilton-Jacobi et de Cauchy-Kowalevsky. En outre il généralise dans une 
certaine direction le théorème de résolubilité locale de Nirenberg-Trêves. 

La démonstration repose essentiellement sur la procédure d'itération de Nash-
Moser (cf. par exemple [1] ou [2]) et est inspirée du travail de G. Nakamura 
et Y. Maeda [3]. A l'aide de la paramétrix construite par Trêves dans [5], 
nous construisons de même une paramétrix droite pour la partie principale de 
l'opérateur P. Cela nous permet de trouver une solution à l'équation linéarisée 
de (*), vérifiant une inégalité douce, essentielle au fonctionnement du schéma 
d'itération que nous utilisons. 

1. Préliminaires - notations. On travaille dans un ouvert Çl voisinage de 
l'origine de R2. On notera x le point courant de R2 et £ sa variable duale. 

Si u est une fonction numérique définie et derivable sur Q on notera sju son 
gradient: 

( du du \ 
\/u(x) = — (x), — (x) . 

\âXi ÔX2 J 
Pour un couple a — (ai, 0C2) G N2, on désignera par 3" la dérivation 3"1 d^. 

D'autre part, pour un réel s, on notera HS(R2) l'espace de Sobolev d'ordre 
s, muni de sa norme habituelle : 

\ 1/2 

(i + l£l2)1û(Ol2^ • 
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EQUATIONS SEMI LINEAIRES COMPLEXES 127 

Nous rappelons de même qu'un symbole différentiel homogène p(x, £) défini 
sur T*Q\0 est dit de type principal sur Q. si pour tout (JC, £) G r*Q\0,p(x, 0 — 0 
implique \7p(x, £) ^ 0. Et on appellera courbe bicaractéristique nulle de/?, toute 
courbe intégrale du champ Hp sur laquelle p — 0. 

2. Enoncé du résultat - remarques. Dans Q voisinage de l'origine de R2, 
on considère l'équation semi-linéaire. 

(2.1) pu=f(x,u,dxu,...,dx
xu), \a\t^m— 1 

où P est un opérateur différentiel homogène d'ordre m(m ^ 1) à coefficients dans 
C°°(£2) et o ù / est une fonction à valeurs complexes, C°° de ses arguments et 
analytique en w, dxu,..., 3"w, \a\ ^ m—1. On notera Re/?(x, £) (resp. Imp(x, 0 ) 
pour désigner la partie réelle (resp. imaginaire) de p(x, £). 

THÉORÈME 2.1. Dans le cadre défini ci-dessus, on suppose en outre que 
V opérateur P est de type principal sur Q et que 

{
Pour tout (xo, £o) £ QxR2\0 et pour tout nombre complexe 
z tels que p{xç)1 £o) = 0 et Vc Re(zP)(*o> £o) ¥" ®> la fonction 
Im(z/?)(x, £) restreinte à la bicaractéristique de Re(z/?)(x, Ç) 
issue de (JCO, £o)> possède des zéros d'ordre pair (donc fini) 
inférieur ou égal à 2k. 

Il existe alors un voisinage Qo de l'origine sur lequel l'équation (2.1) possède 
une solution de classe C°°. 

Exemple 2.2. Près de l'origine de R2 dont on note (t,x) le point ordinaire, on 
considère l'équation : 

du lh du 
(2.2) — + irKa(t. x) — = f(t, x, U) 

at ôx 

avec k G N, a de classe C°°, a(0,0) ^ 0 e t / de classe C°°, analytique en u. 
Il existe alors un voisinage de l'origine sur lequel l'équation (2.2) possède 

une solution C°°. 

Remarque 2.3. Le Théorème 2.1 généralise dans le plan (et dans le cadre sous 
elliptique) le théorème de résolubilité locale de Nirenberg-Trêves [4]. 

Remarque 2.4. Nous justifions ici les deux hypothèses du Théorème 2.1 qui 
nous semblent les plus restrictives, à savoir, la dimension deux et l'hypothèse 
de Nirenberg-Trêves "forte" (qui fait que l'équation soit sous elliptique). 

En fait, en partant simplement de l'hypothèse de résolubilité locale de [4], 
l'équation (2.1) est en général au mieux sous elliptique. Ce qui nous amène 
alors naturellement à la résoudre à l'aide du procédé d'itération de Nash-Moser 
(cf. par exemple [1] ou [2]). En notant donc 

F(x, M, 3M, . . . , dau)\a\zm = Pu - / ( * , w,..., 3aw)|a|^m_1, 
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128 B. DEHMAN 

on veut résoudre F(x, w,...) = 0 localement. 
Or le point crucial de cette méthode consiste à établir une inégalité "douce" 

pour le linéarisé de F sur u. Plus explicitement si 

(2.3) Luv = g 

il s'agit d'établir une estimation du type 

(2.4) \v\s-dÛCs{\g\s + \u\s\v\d} 

pour tout s e R, d fixé (dépendant de l'équation). 
Malheureusement, sous une simple hypothèse de résolubilité locale, une telle 

inégalité semble difficile à obtenir. Par contre, dans le cadre du Théorème 2.1, 
nous construisons une paramétrix à droite pour P, qui nous permet de résoudre 
localement (2.3) et nous fournit une estimation du type (2.4). 

D'autre part, la dimension deux est justifiée par le fait qu'elle permet, grâce 
à une bonne factorisation de P, de construire (d'abord microlocalement puis 
localement) cette paramétrix. 

Enfin, le cadre semi-linéaire est dicté par "l'instabilité" de la condition de 
Nirenberg-Trêves (même sous elliptique). En effet, sans une hypothèse de struc
ture assez rigide (et donc peu raisonnable) sur le linéarisé LM, la condition {T) 
peut être vérifiée par LUQ, sans l'être par LM, pour u arbitrairement "proche" de 
MO-

Remarque 2.5. Il est important de noter (voir aussi [4]) que la condition ((P) 
est vérifiée par l'operateur P si et seulement si elle est vérifiée par son transposé 
*P. Ce fait sera utilisé implicitement lors de la construction de la paramétrix 
droite pour P. 

3. Demonstration du théorème. Nous nous contenterons d'établir la démon
stration pour les équations d'ordre 1 (m = 1) puis nous indiquerons les modi
fications à introduire pour les équations d'ordre supérieur, et qui se situent 
uniquement au niveau de la construction de la paramétrix à droite de P. 

On se place donc dans un voisinage ouvert £1 de l'origine de R2 dont on note 
(t,x) le point courant. Et on considère sur £2 l'équation. 

(3.1) P(t,x\ 3„ dx)u=f(t,x,u) 

où P est homogène d'ordre 1, vérifiant la condition ((P) et o ù / est C°° de ses 
arguments, et analytique en u. 

A l'aide d'un changement de variables classique (redressement d'un champ 
de vecteurs non singulier) : 

tf,x')-><p(t',x') = (t,x), 
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et grâce à l'invariance de la condition (^P), on ramène (3.1) à : 

(3.2) £ + ia(t',x')^=nt',x', v). 

On reprend donc les notations habituelles, et on résout 

du du 
(3.3) — + ia(t, x) — = /(f, x, u) 

le symbole (r+ ia(t,x) £) vérifiant (îP). 
La preuve repose sur la méthode d'itération de Nash-Moser. Elle est con

stituée de 3 étapes essentielles. 
a) Construction d'une solution "approchée" de l'équation (3.3). Nous verrons 

plus loin que l'approximation se fera au sens d'une certaine norme Sobolev. 
Cette construction fera l'objet du Lemme 3.1 que nous énoncerons d'ailleurs 
dans un cadre plus général que celui du Théorème 2.1. 

b) Construction d'une paramétrix droite pour l'opérateur linéaire associé à 
(3.3), et preuve de l'estimation douce du type (2.4). 

c) Le fonctionnnement du schéma d'itération de Nash-Moser pour la résolu
tion de (3.3). C'est une légère modification de la méthode classique, que nous 
développons afin que l'exposé soit auto-contenu. 

A. Construction d'une solution approchée. 

LEMME 3.1. On considère sur un voisinage ouvert £1 de l'origine de Rn 

l'équation non linéaire 

(3.4) F(x, M, V") = 0 

où F est une fonction à valeurs complexes C°° de ses arguments et analytique 
en u et \/u. Et on suppose qu'il existe qo G C et ro G Cn vérifiant 

(3.5) F(0,<7o,r0) = 0 et \Jr F(0,q0,r0) ? 0. 

Alors pour tout N G N et tout rj > 0 il existe un voisinage Q! de l'origine de 
R* et une fonction u$ analytique sur Ql vérifiant 

(3.6) |F(x, w0, Vo)|//"(Q') < rç. 

Preuve. Soit N G N et 77 > 0. Définissons la fonction G par : 

G(x, w, VM) — ^(0, u-> VM) 
dF dF 

+ X\ zr— (0, M, V " ) + * ' * + Xn -z— (0, M, V " ) 
ÔX\ ÔXn 

cr^F dN F 
+ *f ^ Â T (0,u,sju) + ---+x%— ( 0 , M , V « ) . 
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130 B. DEHMAN 

G est la partie polynÔmiale du développement de Taylor de F à l'ordre N, selon 
son premier argument x. G est analytique de ses arguments, et vérifie en outre 

{ G(0, <7o> ro) = 0 et par exemple (cf. (3.5)) 

dG 
^ ( O , , o , r o ) ^ 0 . 

On résout donc le problème du Cauchy-Kowalevsky suivant 

f G(x, w, \ju) = 0 

(3.8) I A 
l j=2 

où on a noté r0 = (roi,. . . , ron) e Cn. 
On trouve ainsi une fonction UQ analytique dans un petit voisinage Q.' de 

l'origine vérifiant (3.6). 

B. Construction d'une paramétrix à droite pour le linéarisé. Dans ce para
graphe nous changeons légèrement de notations. Posons 

du du 
(3.9) F(t.x, w, \7u) = — + ia(t,x)- /(f, JC, u). 

at àx 
(Nous essayons donc de résoudre localement F = 0. ) Puis écrivons le linéarisé 
de F sur w sous la forme : 

(3.10) Lu(t,x; dhdx) = P(t,x; 3„ 3,)+ &(*,*, M) 

où P est l'opérateur différentiel homogène de symbole p — /(r+ iaÇ) et fr une 
fonction C°° en (f,x) et analytique en u. 

Rappelons à présent que dans [5], F. Trêves à construit une paramétrix à 
droite, pseudo-differentielle pour l'opérateur P (en fait pour une classe plus 
large). 

Plus précisément, il a construit deux opérateurs intégraux de Fourier K\ et R\ 
vérifiant : 

{ PKiv = u(t,x)v+Riv Vv G C0°°(R2) 

Ki = //°'5(R2) -> H°>S+*(R2) Vs e R, continûment 

Ri : L2(R2) - • H°>S(R2) Vs G R, continûment 
où u E C^°, u; — 1 prés de (0, 0) et supp a; est contenu dans un petit voisinage 
de (0, 0); et où pour S , S ' G R , nous avons noté : 

HS'S'(R2)= «GD'fR2), 
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\u\s,s< = {JJ(l +S)S(l + \ti\2y'\Ù(T,0\2dTdA <Oo). 

Enfin, 6 — l/2k + 1 où k est l'entier naturel introduit dans l'énoncé de la 
condition (&). Nous remarquons d'autre part que dans la direction { T ^ 0} i.e., 
dans un cône du cotangent de la forme {|£| < c\r\} l'opérateur P est elliptique; 
il admet donc dans cette région un inverse pseudo-différentiel. 

Soient alors c et c' deux constantes positives telles que 0 < c < c'. Et soient 
Xi(r5 0 e t Xi(Ji 0 deux fonctions C°° hors de (0, 0) réelles, homogènes de degré 
0, constituant une partition de l'unité subordonnée au recouvrement de R2\0 par 

{M>c |£ | } et {\r\<c'\i\}. 

Nous pouvons trouver un opérateur pseudo-différentiel classique Ko élément de 
OPS^Q, proprement supporté, vérifiant 

(3.12) PK0v = u(t,x)xi(DhDx)v+R0(t1x; Dt,Dx)v, Vv G C0°°(R
2) 

où /?o est un opérateur infiniment régularisant. 
Définissons alors l'opérateur pseudo-différentiel Q(t,x; Dt,Dx) par 

(3.13) Q = <p{t,x)K* + <p{t,x)x2Kx 

où(f e C£°(R2), ip = 1 prés de (0, 0) et 

supp le {(r,jc), u;(t,x) = 1}. 

En tenant compte de la remarque suivante (cf. (3.15)) on vérifie aisément que 

(3.14) LuQv = ip(t,x)v+Rv Vv G C0°°(R2), 

où R est un opérateur ^-régularisant dans le sens suivant : Pour tout s *£ 0, R 
est borné de Hs dans Hs+6 (On rapelle que 6 = l/2k + 1). 

Remarques. (3.15) Il est facile de voir que si v est une distribution dans 
Hos(s ^ 0) dont le spectre est contenu dans un cône de la forme {|r| < 
c0|Ç|}, c 0GR+ , alors v G//5. 

(3.16) Il est important de noter que les opérateurs À̂o et K\ (et donc Q) 
ne dépendent .pas de (la fonction inconnue)*/. Seul le reste régularisant R en 
dépend, de manière d'ailleurs assez pratique. C'est là l'avantage direct du cadre 
semi-linéaire, que nous allons mettre à profit pour établir notre estimation douce. 

(3.17) Dans (3.14) la fonction u est supposée de classe C°°. 

C - Estimation douce pour Lu. Dans cette section et dans la suivante, la preuve 
est une adaptation de celle développée par G. Nakamura et Y. Maeda dans [3]. 
Nous reprenons la fonction «o construite au Lemme 3.1, et quitte à la tronquer 
prés de (0, 0), nous la supposons dans C^°(R2). Nous établissons alors la. 
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PROPOSITION 3.2. Sous les hypothèses du Théorème 2.1, // existe un voisinage 
ouvert de V origine £l\ CQ, à bord régulier, a G N ^ r G ] 0 , l [ tels que pour 
toute fonction u G C°°(R2), \u - u0\a ^ r, et tout s G R+ et g G //5(IR2), 
Véquation 

(3.18) Luv — g dans Q\ 

admet une solution v G HS(R2) vérifiant l'estimation 

(3.19) \v\s^Cs(\g\s + \u\s\g\3) 

où Cs est une constante > 0, indépendante de u et g. 

Preuve. Considérons trois fonctions 0i, <fo, </>3 dans CQ°(Q) vérifiant </>i = 1 
sur Q,\ et ^ C ^ C </>3 (i.e., fa = 1 sur supp </>i...). Et définissons l'opérateur 
7 comme suit 

(3.20) T = fcRfo = </>2(LMG - Id)03 (cf.(3.14)). 

Du fait que l'opérateur R est continu de HS(R2) dans //5+<5(R2) pour tout s ï̂  0, 
il est clair que l'opérateur Id+7 est inversible dans //5(R2) pour tout s ^ 0. Par 
un choix approprié des fonctions Oi, O2 et O3 et quitte à multiplier Q à droite 
par une fonction convenable de CQ°(Q), on obtient 

(3.2i) MLMead+rrV2 - w} = o 

ce qui prouve que pour tout g G //*(R2), on peut prendre comme solution de 
(3.18) dans Qi 

(3.22) v = ô(Id + 7 T W 

Il nous reste maintenant à établir l'estimation (3.19). 
Remarquons tout d'abord que, compte tenu de la remarque (3.16), il existe 

C > 0 telle que 

(3.23) |v | s <C|( Id + 7 r V 2 S | , V J ^ O . 

Notons de même que l'opérateur T s'écrit sous la forme 

(3.24) T = fabif, *, u)Q(t, x\ A , Dx)fc + Tf(t, x; Dt,Dx) 

où Q est la paramétrix construite au B j et T' un opérateur ^-régularisant. Nous 
écrirons pour abréger que T se met sous la forme 

(3.25) T = b(t,x,u)Tx(t,x\ DtlDx) 
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où b est C°° de ses arguments, nulle pour t et x grands et T\ un opérateur 
«^-régularisant. 

Posons w = (ld-\-T)~l(f)2g ; on a alors w — fcg — Tw. On en déduit 

(3.26) H , ^ C | ^ | , + |6 ( r , j c ,M^H, . 

Soit, en tenant compte de l'inégalité d'interpolation classique 

\hih2\s ^ Cs{\hx\s\h2\L^ + \h\\L™\h2\s) 

et en utilisant une estimation du type Cagliardo-Nirenberg 

(3.27) \w\s û C\g\s + Cs(\u\s\w\2 + (1 + |w|2)|w|^) s ^ 8 + 2. 

Ici, comme dans les inégalités qui suivent, nous notons par Cs différentes con
stantes > 0, indépendantes de u et g. 

En itérant ce procédé jusqu'à un rang so £ [2 + £, 2 + 2£[, on obtient 

(3.28) |w|,0^C|^U+C,0( |WU|w|2 + (l + |w|2)k|3). 

Maintenant, si on note par ||r||3 la norme de T en tant qu'opérateur de 7/3(R2) 
dans lui-même, on sait qu'il existe a G N tel que 

| |r| |3^c(i + Ha)voi(Supp^3)-

En fixant alors r > 0 (par exemple 1 /2) et en réduisant au besoin supp 03 on 
peut avoir ||r||3 ^ 1/2 dés que \u — woU — r- D'où 

(3.29) W 3 ^ C | g | 3 

En remontant alors la chaine d'inégalités (3.28) à (3.27), on établit aisément 
(3.19), pour s ^ 6 + 2, le cas 0 ^ s < 6 + 2 étant trivial. 

D. determination de u : Procédé de Nash-Moser. La démonstration qui va 
suivre est une légère variante de la méthode de résolution classique de Nash-
Moser. Elle est inspirée de [3]. Rappelons que nous cherchons à résoudre lo
calement prés de (0,0) l'équation 

du du 
(3.30) F {t. x, w, V") — T" + ^ ( ^ x) ^ f(fi x,u) = 0 

at ox 
où l'opérateur 
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vérifie l'hypothèse (^P). Pour cela, posons 

(3.31) G(u) = F(u + uo)-F(u0) et h = -F(u0) 

où UQ est la fonction déterminée au Lemme 3.1 et où nous avons omis, pour 
alléger l'écriture les variables (t,x). 

Il est clair que si u est une solution de 

(3.32) G(u) = h dans a{ 

u + UQ vérifie sur le même ouvert l'équation (3.30). 
Récrivant alors la proposition 3.2 en termes de G'(w), linéarisé de G sur w, on 

obtient que pour toute u G C°°(R2), \u\a < r, pour tout s G R+ et g G HS(R2), 
l'équation 

(3.33) G'(u)v = g dans Qx 

admet une solution v G HS(IR2) vérifiant l'estimation 

(3.34) \v\s£Cs(\g\s + \u\s\g\3) 

Cs > 0, indédpendante de u et g. 
Avant d'entamer la démonstration, nous rappelons quelques résultats clas

siques concernant la fonction non.linéaire G définie en (3.31). C'est l'objet du 
Lemme 3.3 suivant, dont nous omettons la preuve. Dans tout ce qui suivra, nous 
noterons pour s G R, la norme | \HS(ÇIX) par | |J. 

LEMME 3.3. Pour toute constante CQ > 0, /'application u —• G(u) est deux 
fois differentiable Fréchet par rapport à u G Hs(£l) , s > 2, \u\2 < Co- On a 
de plus dans ces conditions, pour v, w G Hs(£l) , s > 2, 

(3.35) \G(u)\°sÛCs\u\°s+i V ^ ° 

(3.36) |G'(K)V|? ^ C5(|v|?+1 + \u\°s\v\°2) Vs^2 

(3.37) |G"(II)(V,H0|? ^ C,(l + M?)|v|?M? V̂  ̂  2. 

Remarque. Ce lemme admet un énoncé plus général, dans lequel on permet 
à la fonction G d'être non linéaire en sju. 

Maintenant pour résoudre (3.32), considérons la suite de fonctions (un)n^\ 
définie par 

f ux = 0 
(3.38) 

{ un+{ = un+S9npn (n ^ 1) 
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où les SQ(9 ^ 1) sont les opérateurs de régularisation classiques associés à la 
chaine d'espaces de Banach Hs(R2)(s G R), 0n = 0Ti,+"°0 > 1,AI0 assez grands, 
r = 4/3 et pn vérifiant : 

(3.39) [G'^P^eRgn 

[gn = h- G(un) 

e : Hs(Q.i)-+Hs(R2) et R : / /5(R2)-*/ /5(Qi) 

étant respectivement les opérateurs d'extension et de restriction. 

LEMME 3.4. Supposons qu'il existe un nombre réel rj > 0 assez petit et un 
entier s* assez grand tels que 

(3.40) |gi|?. = | F ( I I O ) | ^ < Î 7 et \uk\a ^ r pour k = 1,.. . ,/i . 

Alors 

(3.41), \gk\
0

s£Cs(\gl\
0
5 + \uk\

0
s+l) V s ^ 0 , V * = l , . . . , / ! . 

jPowr rowr ree/ £o = 1 > // existe 0 > l assez grand tel que 

(3.42), \uk\s è eîlgil0^ Vs,l£sûs0, V * = l , . . . , n + 1 . 

// dmte «« r ^ / /I > 0 tel que 

(3.43), Ig t^gC^lg i lS . V * = l , . . . , « + 1 . 

Démonstration, a) Preuve de (3.41)^. Supposons a > 5. En écrivant alors: 

l**l?^M? + ls*-*il? 
= \gl\°s + \G(uk)\

0
1 

et en utilisant (3.35), on établit facilement (3.41),. 
b) Preuve de (3.42),. On a 

W,+l = Uk+SQkpk 

d'où 

|w,+i|s ^ |M*|J + C 5 0 , | p , | 5 _ i . 

En utilisant alors la continuité des opérateurs e et /?, (3.34), (3.40) et (3.41),, 
on obtient : 

(3.44) k + i | ^ C A ( k l 5 + |^i|?-i). 

Et (3.42), en découle par récurrence, en prenant 6 assez grand. 
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c) Preuve de (3.43)*. On a 

gk+i -gk = -(G(uk+X) - G(uk)) 

d'où 

gk+i =gk- G\uk)(Sokpk) + Qk 

où nous avons noté 

f tG" 
Jo 

(3.45) Qk = - tG"(tuk + (1 - t)uk+i)(S0kPk,S0kpk)dt. 
Jo 

Grâce à (3.39), on obtient donc 

(3.46) gk+l = G'(uk)(\ - S9k)pk + Qk sur £lx 

d'où 

(3.47) \gM\l ^ | G\uk){\ - S9k)Pk \l + \Qk\°a. 

Estimons le terme 0 . 
Grâce à (3.36) et (3.40) on obtient facilement 

(3.48) © ^ C|(l - SeMU+i ^ Cs^-a-2)\pk\s^. 

De la même manière, et à l'aide de (3.34), (3.41)^ et (3.42)*, on établit 

(3.49) © ^ O ^ ' - ^ l g , ! ? . , , . 

Estimons à présent le terme (2). 
On a : 

tuk + (1 - t)uk+\ =uk + (l— t)Sokpk, 

d'où en appliquant (3.37) et (3.40) 

(3.50) © ^ Ca(l + \SekPkÙ(\SekPk\0
a)

2. 

De même manière on obtient 

(3.51) \S0kPk\°a S Ca0k\gk\°a^ 

d'où grâce à (3.41)^ 

(3.52) © ^ C„(l + |«i|°_i)fl?(|«*|°_,)2. 
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Finalement, on a donc 

(3.53) \gk+1\°a S Cs.8t^\gx\%_l+Ca{\ + IsilîU.tftflgtIÎU,)2. 

Considérons alors la suite 

(3.54) dk = %\gk\°a, k>\ 

avec p, > 0 à déterminer. 
En prenant 0 assez grand et 

(3.55) 
[ s* > Tfi + a + 6 et 

( 3 +r/i < 2p. 

On montre facilement que 

(3.56) dM£C\gl\%+dl l^k^n. 

Puis, en choisissant r\ assez petit, on montre par récurrence que 

(3.57) d * £ C ' | s , | ° , l ^ t ^ / i + 1 , 

ce qui établit (3.43)* et achève la preuve du Lemme 3.4. 

Nous aurons besoin d'un dernier lemme pour démontrer le Théorème 2.1. 

LEMME 3.5. Si \g\\®* <f]1T] assez petit, alors \un\a < r pour tout n ^ 1. 

Preuve. Comme u\ — 0, on peut supposer le lemme établi jusqu'à l'ordre n. 
Pour s E R+, s ^ s* — a, on a 

Wn+l\s ^ X ) 1*^*1* ~ C X ] lP^5 

£=1 *=1 

En utilisant alors (3.34), (3.39) et les Lemmes 3.3 et 3.4, on obtient par inter
polation, pour k = 1, . . . , n 

(3.58) \Pk\s ^ C l A t l ^ J f t l J " ^ ^ Cs.et\8l\°s„ 

avec 

(3.59) fl = (4 + / x ) ^ //. 
5* — a 

Choix des constantes. On rappelle que (3.55) s'écrit aussi 

(3.60) \»>9'2 

U * > a + 1 2 . 
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Choisissons en outre 

(3.61) 
fi) s ̂  a 

1 ii) a < 0. i) 

La condition (3.61)ii) est équivalente à 

s <-£-(**- a), 
p,+ 4 

qui est compatible avec (3.61)i) et (3.60) dés que 

(3.62) s* >max ( a + 1 2 , — a) . 

La série Y1T ^t e s t a l ° r s convergente pour s G R, 

a ^ s < ——A (s* - a). 
jx + 4 

Et on achève la preuve du Lemme 3.5 en prenant rj > 0 assez petit. 

Fin de la preuve du Théorème 2.1. Le Lemme 3.1 et le fait que u\ = 0 
garantissent la validité des hypothèse du Lemme 3.4 et celles du Lemme 3.5, et 
donc leurs conclusions. La suite (un)n^\ vérifie, grâce à (3.58), 

(3.63) \un+ï - un\a < Cs.9l\gi\%. 

C'est donc une suite de Cauchy dans Ha(R2) et converge dans cet espace vers 
une fonction u. 

En outre, on obtient grâce à (3.43)* que gk tend vers zéro dans Ha(Çl\) 
lorsque k —*• +oo. 

Par suite u est bien solution de (3.32). 
Nous montrons enfin, par un argument classique, que u est de classe C°° sur 

R2. Pour cela, nous allons établir que u est dans HS(R2) pour tout s. 
Considérons un réel 7 > 1, et écrivons l'inégalité d'interpolation 

(3.64) \pk\s ^ Cs^\Pk\y"\pk\VXl\ s > 0. 

On soit déjà (cf. la preuve du lemme précédent) que 

(3.65) \pk\o£Cs.0^\gl\%. 

D'autre part, on obtient grâce à (3.42)* 

(3.66) \pk\lt£CsA\8i\i, 
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et donc 

(3.67) k l ^ C ^ d g . l » , ) " / ^ , ! » ) ' - ' / 1 

avec 

(3.68) ft=^(4 + M)-/x. 

Il est alors clair que si 

4 + a 
(3.69) 7 > 

la suite (un)„^\ est une suite de Cauchy dans HS(R2) et converge dans cet espace 
vers une fonction u solution de (3.32). 

4. Preuve du théorème pour les équations d'ordre supérieur. On considère 
à présent dans un voisinage Q de l'origine de R2, l'équation 

(4.1) P(t,x, d„ dx)u = /(*,*, w, v « , • • •, Vm_1") 

où P est homogène d'ordre m, P e t / vérifiant les hypothèses du Théorème 2.1. 
Nous allons montrer comment on peut construire une paramétrix droite pour 

P, le reste de la preuve étant similaire à celui développé dans les paragraphes 
précédents. 

Il est tout d'abord clair qu'il suffit de travailler microlocalement. De plus, le 
traitement étant trivial pour les régions du cotangent où P est elliptique, nous 
allons nous occuper plus précisément des zones où le symbole /?(r,x,r, £) de P 
possède des zéros réels. 

Soit donc (r°, £°) ^ 0, un zéro réel de /?(0,0,r, Ç). Grâce à l'hypothèse "type 
principal" du Théorème 2.1, il existe un voisinage conique VxT de (0, 0,T°, £°) 
dans lequel P admet une factorisation de la forme 

(4.2) p ( / ,x ; r ,0 = ( r - A(f,*)©?(*,*; T , © 

où q(t,x,r,Ç) est homogène de degré m — 1,(7(0,0; T ° , £ ° ) ^ 0, À(J,;t) est de 
classe C°° à valeurs complexes. 

L'essentiel, à présent, est d'inverser le symbole 

(4.3) L(t,x; r , 0 = T-A(f,*)£. 

Posons 

(4.4) û(f, ;t) = Re A(f, JC) et Z?(r, JC) = Im A(r, JC) 
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et notons Ao(t) la partie auto-adjointe de l'opérateur différentiel a{t,x)Dx. La 
différence Ao(t) — a(t,x)Dx étant une fonction C°°, elle n'aura pas d'importance 
dans ce qui va suivre. 

Considérons alors le changement de variables qui redresse le champ de 
vecteurs Dt — AQ{Î) ; il correspond en fait à l'opérateur unitaire U(t) défini 
dans [5]. Avec les notations de cet auteur, on a donc 

(4.5) U-\t){Dt-A0(t) - ib(t,x)Dx)U(t) = Dt- ib(t,x)Dx. 

Soit enfin la paramétrix K construite dans [5] pour Dt — ib(t,x)Dx (notons 
que grâce à ses propriétés d'invariance, la propriété (*P) est aussi vérifiée par 
Dt—ib(t,x)Dx). On vérifie sans difficulté que pour des fonctions p(r, x) et ^(t^x) 
de C^° convenables 

(4.6) #i = ifUKU'lx¥ 

constitue une paramétrix droite pour Dt — A0(t) — ib{t,x)Dx. Plus précisément, 
il existe uj(t,x) G CQ°(£2),LL; = 1 prés de (0, 0) telle que 

(4.7) (Dt-A0(t) - ib(t,x)Dx)Kxv = u(t,x)v +Rv, Vv G C0°°(R2). 

En outre ^ i est a un opérateur borné de //°'5(R2), dans H°'S+6(R2) pour tout 
s e R(6 = 1/(2* + 1)) et R est un opérateur borné de L2(R2) dans 7/°^(R2), 
pour tout s. 

A partir de là, il est aisé de construire à l'aide d'un jeu convenable de pseudo
différentiels de troncture sur T*Q!\0 (où Q.' est un petit voisinage ouvert de 
l'origine) une paramétrix droite pour l'opérateur P dans le sens suivant. Il existe 
deux opérateurs Q et R vérifiant 

(4.8) PQy = u(t, x)v +Rv Vv G C0°°(R2) 

où a; G C™(Q.'), UJ = 1 prés de (0, 0) et <2(resp. R) est un opérateur continu de 
HS(R2) dans Hs+m~l^(R2) (resp. HS+6(R2)), pour tout s ^ 0. 
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