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SUR LA CONVERGENCE PONCTUELLE DE QUELQUES 
SUITES D'OPERATEURS 

PAR 

I. ASSANI 

ABSTRACT. Let (a,,.*) be a sequence of positive numbers. We define a 
regular sequence (resp. a weakly regular sequence) and then show the 
existence of a unitary operator (resp. a contraction T) L2[0, 1] —» L2[0, 1] 
and a function/ E L2[0, 1] such that the pointwise convergence of the 
sequence of functions R„(T)f = 2^1,, a„,KTKf is not satisfied almost 
surely. As a first corollary the pointwise convergence of the Abel means of 
a contraction from L2 into L1 does not hold necessarily almost surely. As 
a second corollary there exists a contraction T for which the means (and 
powers) of Brunei's operator A do not converge pointwise a.s. We also 
show that, for/? > 1 fixed, there exists a sequence of positive numbers a„.A-
for which we have the pointwise convergence in U of the sequence of 
polynomials V„(T) — 2£l], OL,,.KTK where T is a contraction of V and 
L". The dominated theorem does not, however, always hold for such 
//-contractions. 

Introduction. Soient LP(X, 9% |JL) les espaces de Banach usuels associés à un espace 
mesuré fini ou a-fini (X,9%|ui), p étant un nombre réel compris entre 1 et l'infini 
(1 < p < +œ). 

Soit T.U —> U un opérateur. Nous dirons que Test à puissances bornées sur U (resp. 
à moyennes de Césaro bornées) si 

sup \T% < +oo resp. sup ||M„(r)|L < + ^ avec 
n > 0 \ » > 1 

/ + T + T2 + . . . + T" 
Mn(T) 

La convergence presque sûre de la suite de fonctions M„(T)fa. été étudiée dans L2 

pour T contraction, [4] et pour T inversible à puissances bornées dans Z/[0,2], 1 < 
p < 2, [6]. Il est obtenu dans ces articles à partir d'un résultat de [9], un opérateur T 
et une fonction/telle que M„(T)fne converge pas ponctuellement presque sûrement. 
Considérons pour 0 < K < 1 les expressions (\ — K) S,|ro KnT" appelées moyennes 
d'Abel de T. L'exemple de l'opérateur 
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\ 0 ( -1 ) / 

à moyennes de Césaro bornées sur LF(X, 3% |JL), X = {1,2}, |x{l} = |x{2} = 1, montre 
que les moyennes d'Abel peuvent converger fortement ou presque sûrement lorsque K 
tend vers 1 alors que les moyennes de Césaro divergent. Il semble donc intéressant de 
savoir si les moyennes d'Abel convergent ponctuellement dans les situations envisagées 
plus haut. Nous montrons dans une première partie que ce n'est pas le cas pour les 
contractions de L2[0, 1]. 

Dans une deuxième partie nous nous intéressons à la validité du théorème dominé et 
du théorème ponctuel dans LP (+oo > p > 1) lorsque T est une contraction de L1 et L00 

pour des suites de polynômes barycentriques 
/? - 1 « - 1 

W„(T) = 2 0 ^ 7 * où <*„,* H et E a,,* = 1 

pour tout n. Plus précisément partant d'une suite de nombres (<*„)„; a0 ^ a! > a2 

> . . . > a„ ^ . . . > 0 considérons les opérateurs 

V„(T) = Ml a,T + a0r-' 
\ ; /= î 

avec S„ = SJTQ
 a/- P° u r P ^x^ P > ^ e n prenant 

1 1 1 , 
a, = avec - + - = 1 

(/ + 1)1A> P q 
on montre que Vr>p,VfELr, Vn( T)f convergent presque sûrement vers une fonction 
de U lorsque T est une contraction de L1 et L". Pour r = p on obtient une inégalité 
maximale de type faible (p,p). Il existe une transformation inversible qui préserve la 
mesure et une fonction/de U telle que sup„ V„( T)f n'appartient pas à LP. La structure 
d'espaces réflexifs se relève donc insuffisante pour assurer dans U la validité du 
théorème dominé bien que la convergence ponctuelle ait lieu. 

1. On se propose de montrer ici que les moyennes d'Abel d'une contraction ne 
convergent pas, en général, ponctuellement presque sûrement. Nous nous appuyons sur 
un lemme [ 1 ] qui modifie une idée de [4]. Nous nous plaçons tout d'abord dans un cadre 
plus général et obtiendrons le résultat annoncé comme corollaire. 

DÉFINITION 1. Soit (an,K),nÇzN, K ŒN une suite de nombres réels positifs ou nuls. 
Nous dirons que la suite est régulière si elle vérifie les conditions suivantes : 

/ ) V/i E N, 2 CL„,K = 1. 

2)Mz E C, \z\ < 1, z * 1, S antKzK 

K = 0 

- > 0 . 
n 
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3) V A , les séries 2J a,uKzK ont un rayon de convergence r„ > 1. 
K = 0 

DÉFINITION 2. Soit (oinK), nEN,K EN une suite de nombres réels positifs ou nuls. 
Nous dirons que la suite est faiblement régulière si elle vérifie les conditions suivantes : 

+ x 

D V / i E N , I a„.K= 1 
K = 0 

2 ) V r G [ R + , 0 ^ r < l É «W ̂ - » 0. 

Il est clair qu'une suite régulière est faiblement régulière. Donnons deux exemples de 
suite faiblement régulière et non régulière. 

EXEMPLE 1. On considère une suite ai ^ ̂  0 tels que 2^ = o ex ] ( £ — 1 et la série entière 
S(x) = L^Z0aUKxK a un rayon de convergence 1. On définit Sn(x) = [S(x)]" = 2 ^ 0 

aluKxK. La suite (a,,,*) est faiblement régulière. L'opérateur de Brunei A associé à T 
vérifie ces conditions. Les puissances de cet opérateur sont données par les coefficients 
des puissances de la série entière définie par 

1 +x 

S(x) = -(1 - Vl - x) = S a u / 
X K = 0 

(voir [3]). 

EXEMPLE 2. Cet exemple montre que généralement pour une suite faiblement 
régulière (anK) la condition 2 de la définition 1 n'est pas vérifiée. 

Notons pour chaque n, Sn la somme de la série de terme général \/{{n + A')2) et posons 

1 +x 

P,,,* = ; on a bien X 0,,,* = 1, V/i. 
S„(n + K)~ K-o 

Définissons maintenant a,,,* de la façon suivante 

Oit,AK = fin.K e t CLnAK \ \ = <*nAK + 2 = <*nAK+3 = 0 . 

On a 

1 1 ^ 
2 a ^ r * = 2 pa.Kr<K < —±— X r4 4 ^ — — T 

K^O K = O 5„ X « 2 ^ T 0 S„ x n2 (1 - r 4 ) « 

pour 0 = r < 1. 
Si l'on prend X = / on a 

+ OC + OC + X 

2 a,,,**'* = 2 $„,K = 1 V« et donc 2 aIKKiK J-> 0 
AT = 0 AT = 0 K = 0 W 

La proposi t ion suivante se démont re de manière analogue à celle util isée dans [ 1 ]. Dans 
le cas réel on prend une suite str ictement croissante de nombres réels 0 < X, < X2 
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< . . . < 1 et on utilise la continuité à gauche de 1 des fonctions 
-fx 

t->R„(T) = 2 cL„.KtK. 
K = 0 

PROPOSITION 3. Considérons L^fO, 1] (resp. L^[0, 1]), une base orthonormale 
$„, n ^ 1, Qn la projection sur le sous espace engendré par {<[>„+ i, <|>„ + 2> • • •}• Soit 
(a„ K) une suite régulière de nombres positifs, (resp. faiblement régulière), posons 
z £ C , \Z\ < r„ (resp. 0 ^ t < \) 

Rn(z) = S CL„.KZK (resp. Rn(t) = 2 a,, ,***/ 
K = 0 K = 0 

5/ (e,-) est ŵ ze .sw/te d£ nombres réels positifs, il existe un opérateur unitaire T (resp. 
une contraction T) et une suite croissante d'entiers (n ;) / i n tels que \\Rn.(T) — Qj\\ 
< e,-, pour tout j . 

THÉORÈME 4. Soit (a„,K) une suite régulière (resp. faiblement régulière) de nombres 
réels positifs. 

Il existe sur L^[0, 1] (resp. LR[0, 1] ) un opérateur unitaire T (resp. une contraction 
T) et une fonction f de L2

C[0, 1] (resp. L^[0, \]) tels que la suite de fonctions 
+ 30 

RAT)f= S a„.K1*f 

ne converge pas ponctuellement presque sûrement. 

DÉMONSTRATION. Il suffit d'appliquer le résultat de Menchoff [9]. Il existe une base 
orthonormale $„ et une fonction/telle que Q,Jnz diverge presque sûrement. Prenons 
une suite e7 telle que 2 e, < +<*> et appliquons la proposition 3. La suite Rn (T)f diverge 
presque sûrement. 

PROPOSITION 5. 

1 ) Il existe un opérateur unitaire T:L^[0, 1] —> Lc[0, 1] et une fonction f G L^[0, 1] 
tels que les moyennes d'Abel (1 — K) 2*= 0 K"T"f divergent lorsque K tend vers I. 

2) Il existe aussi un opérateur unitaire T de L^[0, 1 ] —» L^ [0, 1 ] et une fonction f tels 
que les puissances (les moyennes) de l'opérateur de Brunei A associé àT ne convergent 
pas ponctuellement presque sûrement. 

DÉMONSTRATION. 

1) On applique le théorème précédent en prenant 

RAT) = -(ï(l--)KT« 
n\^0\ n! 

moyennes d'Abel pour la valeur (1 — \/n) provenant de la suite régulière a,uK = 
\/n(\ - \/n)K. 

2) Une simple application du théorème 4 nous donne l'existence d'une contraction 
T ayant la propriété annoncée. On peut néanmoins obtenir plus de la façon suivante. 
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Remarquons tout d'abord que VX E C, |X| = 1 et X ^ 1 du fait que a ,^ > 0, pour 
tout K, on a \S(k)\ < 1 et donc 

\Sn(\)\ = |(S(X))"|->0. 
n 

On peut donc obtenir dans L c un opérateur unitaire ayant la propriété annoncée. Le 
passage de L2

C à L2
U peut se faire par les arguments de [6] Corollaire 1. 

II. Dans cette partie nous proposons de montrer que la structure reflexive des espaces 
U n'est pas suffisante pour assurer à la fois la validité de la convergence ponctuelle et 
celle du théorème dominé pour certains opérateurs barycentriques (positifs). Pour la 
suite p sera un nombre fixé strictement supérieur à 1. 

On note % une famille d'opérateurs bornés définis sur un espace Z/(fi, si, |x), 
(fl, ^i, |JL) étant un espace mesuré fini ou a-fini quelconque. 

DÉFINITION II. 1. Soit (aluK) une suite de nombres positifs ou nuls tels que pour tout 
« E N; 2^ = 0 a,uK = 1. Nous dirons que la suite (CL„,K) est /^-universelle, (resp. 
p-ergodique) pour la famille d'opérateurs % si V7 E % il existe 7(7) > 0 tel que 

||sup|| V„(T)f\\P ^ l(T)\\f\\p 

(resp. V/ E L'\ Vn(T)f converge presque sûrement) où l'on a posé 

Vn(T)f=2+
KZQa„.KTKf. 

Nous nous proposons de montrer qu'il existe quelque soit/? > 1 une suite de nombres 
(a,,,*) qui est /7-ergodique et non /^-universelle pour la famille des contractions de L1 

et Lx. Soit (a,) une suite de nombres 1 = a0 > ax > ai > . . . > a/? > . . . > 0. Pour 
la suite nous posons 

V„(T) = - \ E a-T + a0T"'1) avec sn = S a,-. 

Il suffit de considérer des contractions positives pour la /7-ergodicité en utilisant par 
exemple la méthode de [5] qui permet de dominer un opérateur de ce type par un 
opérateur du même type mais positif. 

PROPOSITION II.2. Soit T un opérateur à puissances bornées sur Lp(£l,s£, (JL) (i.e. 
sup„ ||r"||/7 < M < +°°J. Alors la suite V„(T) converge fortement vers un opérateur P 
invariant par T si 

an~i 

sn —> +oo et > 0. 
n sn n 

DÉMONSTRATION. Il est bien connu qu'on a une décomposition de l'espace U'. On a 
U — Inv T ® (I - T)(LP). Puisque Vn(T) laisse Inv T stable, la seule chose à montrer 
est que 

\\Vn(T)(I - T)g\\->0 VgELp 

n 
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Vn(T)(I -T)g = -[2 a,T + fl0r-' (/ - T)g 
J» i=\ 

, n - l 

= - 2 a,{T - 7"+,)g + a „ ( r - ' - T")g) 

\V„(T)(I ~ T)g\\ < - sup | |rg| | 
à» i 

M 

ZJ (at — « / - i ) + fli) + 2a0 

^ - y i ( û « - 2 + 2fl0)-^0. • 
PROPOSITION 11.3. Soit T un opérateur positif sur U'(fî, sî, |JL), /? > 1 et (a,) une suite 

de nombres réels positifs tels que 1 = a0 > ax . . . > an > . . . > 0. Alors on a les 
implications (ii) => (i) (resp. (ii') => (i')). 

(ii)\/fELp, 

(ï)\/feLp, 

(iï)Vfeif9 

Pour la suite 

sup Vn(T)f< +oo p.s. 

r-1/ sup Mn{T)f< +00 p.s. <?/ sup < 
// // Sn 

supV„(7) /eL" 
n 

sup M„ ( T)f E L' er sup - — - G / / 
n n Sn 

p.s. 

1 1 1 , 
cij — avec —I— = 1 

(/ + \)l/q P q 
alors i) <$ (ii) (resp. (V) O (ii')). 

DÉMONSTRATION. T étant supposé positif il suffit de prendre/ positif. 

Vn(T)f= - [ - f l , / + 2M2(T)f(ax - a2) + 3M3(T)f(a2 - a3) 

+ . . . + (n - 2)M„-2(T)f(aH-3 - an-2) + an-2(n ~ \)Mn^(T)f] 

+ a0 < ~[d\ + 2(^1 — a2) + 3(a2 — «3) + . . . + (« — 2) 

^z? — 1 r 

x (<z„_3 - an-2) + (n - \)an-2] sup M„(T)f + a0 sup 

/ 2 Û , \ 7 » - ' f 
+ 1 sup M„(T)f + a0 sup -

\ 5 n / #1> 1 « > I «>l 5„ 
p.s. 

d'où 

sup Vn(r) / < 2 sup Afn(r)/ + «o sup 
n > 1 n > 1 « > 1 J 

r-'/ 
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On a donc les implications (ii) =̂> (/) et (//') 4> (/'). Dans le cas de la suite 
cij = \/(i + 1)1A/) on remarque qu'il existe une constante K telle que pour tout n, 
Mn(T)f ^ KVn(T)f + f/n p.s. Il en résulte les équivalences annoncées. 

THÉORÈME II.4. La suite a{ — \/{{i + \)l/q) estp-ergodique mais nonp-universelle 
pour la famille des contractions de V et L00. 

DÉMONSTRATION. Il suffit de vérifier la /?-ergodicité pour des contractions positives 
deL1 etL00. D'après [5, lemme VIII.6.5] on sait que supn Mn(T)f< +o° p.s. D'après 
un résultat de [2] on a (T"~]f)/(nl/p) —» 0 p.s. Donc d'après la proposition précédente 
sup„ Vn(T)f < +00 p.s. Il suffit de vérifier pour conclure, d'après [5, théorème 
IV. 11.2], à la p-ergodicité que la convergence a lieu sur une partie dense. Ceci se 
vérifie simplement en considérant l'espace dense Inv T + (/ — T)(L^). La suite n'est 
pas /^-universelle car d'après [2] il existe une transformation qu préserve la mesure pour 
laquelle on a V/? > 1, 3 / E U telle que sup„ (T"~lf)/(n]/p) tfz U et donc d'après la 
proposition précédente sup Vn(T)f ÇÉ Lp. 

PROPOSITION II.5. La suite Vn(T) pour at = \/((i + 1)1A/) et T contraction de V et 
Ve vérifie une inégalité maximale de type faible (p7p). De plus V// > p, V / E Lp, sup/7 

Vn(T) E U et Vn(T)f converge ponctuellement presque sûrement. 

DÉMONSTRATION. On peut supposer T positif et prendre donc/ ^ 0. 

|JL{CO; sup Vn(T)f > X} < |x{co; sup M„(T)f > - } + |x|a>; sup > - } 

Du théorème ergodique dominé [5, théorème VIII.6.8] (par exemple) et du lemme de 
Hopf [5, Lemme VIII.6.3] on a 

M»; S„P v„<T,f> M , Ki^-J + ̂ I I / I ; + ̂ i i / i ; = £|/B. 

où K' ,K" et C sont des constantes appropriées. On déduit du théorème d'interpolation 
de Marcinkiewicz [8] (l'inégalité étant aussi de type fort (00,00)) que le théorème 
ergodique dominé (inégalité maximale de type fort (pr ,p')) est vrai dans Lp' pour tout 
p' p < p' < +°°. En montrant la convergence sur une partie dense (Inv T + 
(/ - r)(L°°)) comme dans la démonstration du théorème II.4, on en déduit la con­
vergence ponctuelle presque sûre. 

REMARQUE. Dans [7] il est étudié la convergence des moyennes de Césaro d'ordre 
a. Un exemple est donné qui montre que les moyennes de Césaro d'ordre 1 /p ne vérifie 
pas une inégalité maximale de type faible (p,p) pour une transformation qui préserve 
la mesure. 
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