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Résuḿe.On propose ici une nouvelle démonstration d’un th́eor̀eme de Carayol. La correspondance
globale d’Eischler–Shimura permet d’associerá une repŕesentation automorphe� de poids au moins
deux, un syst̀eme de repŕesentations galoisiennesl-adiques�l tel que, en presque toute placep, la
composante de� enp soit assocíeeà la restriction de�l au groupe de Weil enp par la correspondance
locale de Langlands convenablement normalisée. Ce ŕesultat aét́e étenduà toutes les places par
Deligne puis par Carayol qui a régĺe le cas pluśepineux des places extraordinaires en utilisant le
changement de base de Langlands et la théorie de la ŕeduction des courbes de Schimura. On aborde
ici cette question en utilisant une autre méthode, fond́ee sur les congruences entre formes modulaires
de poids 1 et de poids supérieur à 2, qui fournit une nouvelle démonstration sans faire appelà la
théorie des courbes de Shimura.
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0. Introduction

0.1. POSITION DU PROBL̀EME

Ce travail s’inscrit dans le cadre géńeral de l’́etude de la correspondance entre
repŕesentations automorphes et représentations galoisiennes. On noteA le groupe
des ad̀eles deQ et A f le groupe des ad̀eles finies. SurQp on utilise la valeur
valeur absoluejxjp = p�valp(x), et surR la valeur absolue habituellejj jj1 en
omettant l’indice lorsqu’il n’y a pas d’ambiguı̈té. Le produit d́efinit une valeur
absoluej j surQ�nA � . Un élément de Frobenius en une place finiep sera toujours
un Frobenius arithḿetique, agissant comme la puissancep sur le corps ŕesiduel
deQ p. On normalise l’isomorphisme de la théorie du corps de classes pour que
les Frobenius correspondent aux inverses des uniformisantes. Tous les caractères
consid́eŕes seront des quasi-caractères et la m̂eme lettre d́esignera un caractère de
Gal(Q p=Qp) et le caract̀ere correspondant deQ�p .

SoitQ une cl̂oture alǵebrique deQ et, pourl premier,Q l une cl̂oture alǵebrique
deQl . On noteOl l’anneau des entiers deQ l etml son id́eal maximal (qui n’est pas
principal!). On fixe un plongement deQ dansC et un plongement deQ dansQ l.
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330 LOUISE NYSSEN

Les ŕesultatsétablis par Kutzko dans [Ku1], permettent d’associerà une
repŕesentation�p de GL2(Qp) surQ admissible et irŕeductible, une représentation
F-semi-simple du groupe de Weil–Deligne W0Qp . D’où, pour chaque nombre pre-
mier l diff érent dep, une repŕesentationl-adique continue, de degré 2,�H(�p) du
groupe de Weil local Wp, caract́eriśee par leśegalit́es: pour tout caractère� deQ�p ,
et tout caract̀ere additif non trivial deQp ,  

L(�p 
 �; s) = L(�H(��p)
 j j�(1=2)
p 
 �; s);

"(�p 
 �; s;  ) = "(�H(��p)
 j j�(1=2)
p 
 �; s;  );

où ��p désigne la contragrédiente de�p. C’est la correspondance de Hecke qui est
obtenuèa partir de la correspondance de Langlands�L par

�H(�p) = �L(��p)
 j j�(=2)
p :

Dans la version classique de la théorie globale, on considère une forme modulaire
parabolique de poidsk > 2 pour le groupe�0(N), f 2 Sk(N; "), où " est un
caract̀ere de Dirichlet moduloN . On note(an), n > 1, les coefficients de son
développement de Fourier. On suppose quef est nouvelle, vecteur propre de tous
les oṕerateurs de Hecke, et normalisée pour quea1 = 1. Deligne a d́emontŕe dans
[D1].

THÉORÈME 1. Dans ces conditions il existe pour chaque nombre premierl une
représentation continuel-adique�: Gal(Q=Q) ! GL2(Q l) non ramifíee en dehors
deNl et qui v́erifie, pour toutp premier ne divisant pasNl et�p un élément de
Frobenius enp, les relations

tr (�(�p)) = ap et det(�(�p)) = pk�1"(p):

Deligne et Serre ont d́emontŕe dans [D-S] le m̂eme th́eor̀eme lorsquek = 1, la
seule diff́erencéetant qu’on obtient une seule représentation galoisienne continue
à valeurs dansC .

La question se pose alors naturellement, de savoir ce qui se passe lorsquep est
diff érent del et diviseN . Pour y ŕepondre, il faut adopter le point de vue adélique
de la th́eorie. Etant donńesk > 1 etw deux entiers de m̂eme parit́e, soitDk;w la
repŕesentation de dimension infinie de GL2(R) qui intervient dans l’induite unitaire
I(�; �) 
 j j�(w=2) où � et� sont les caractères

�(t) = jtjk�1=2 sgn(t)k et �(t) = jtj�(k�1=2):

Pourk > 2, elle est essentiellement de carré int́egrable et appartient̀a la śerie
discr̀ete. Posons en particulierDk = Dk;�k. Pourk etw fixés, il existe une bijection
entre l’ensemble des nouvelles formes de poidsk, normaliśees et vecteurs propres
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de tous les oṕerateurs de Hecke (c’est-à-dire lesTp pour p premier au niveau
de f et lesUp pour les autresp), et l’ensemble des représentations admissibles
irréductibles du groupe GL2(A ) dont la composantèa l’infini estDk;w. Celles-ci
se d́ecomposent en un produit tensoriel restreint

� =

 O
p

�p

!

Dk;w

où �p est une repŕesentation admissible irréductible de GL2(Qp). Nous allons pri-
vil égier le casw = �k où la composantèa l’infini estDk pourêtre en accord avec
les conventions de Deligne (voir le paragraphe 2.1 de [D3]). Gelbart caractérise
dans [Ge] la bijection correspondantàw = 0. Pour caractériser la bijection corre-
spondant̀aw, il faut modifier en conśequence les relations données par Gelbart.
Si f 2 Sk(N; ") est associéeà� et sip est un nombre premier ne divisant pasN ,
�p est la repŕesentation principale non ramifiée�p = I

�
j js1; j js2

�
où s1 et s2 sont

deux nombres complexes vérifiant

ps1 + ps2 = p1�k�w=2 ap et ps1ps2 = p�w "(p):

Dans ces conditions le théor̀eme 1 devient

THÉORÈME 2.Soientk > 2etwdes entiers de m̂eme parit́e, et�une repŕesentation
automorphedeGL2(A ) dont la composantèa l’infini estDk;w. Pour chaque nombre
premierl, il existe une repŕesentation continuel-adique�l: Gal(Q=Q) ! GL2(Q l)
telle que pour toute placepnon ramifíee et diff́erente del, laF -semi-simplifíee de la
restriction de� au groupe de Weil enp,Wp, est associéeà�p par la correspondance
de Hecke.

Lorsquep 6= 2 toutes les représentations irŕeductibles de degré 2 de Wp sont
induites par un caractère du groupe de Weil d’une extension quadratique deQp : on
les appelle représentations imprimitives. Sip = 2, il en existe d’autres, dites primi-
tives. Les repŕesentations cuspidales de GL2(Qp) assocíees aux représentations
imprimitives par la correspondance de Langlands sont dites ordinaires. Lorsquep=
2, celles qui correspondent aux représentations primitives sont dites extraordinaires.
A la suite d’un travail de Langlands [L1], Deligne áetendu le th́eor̀eme 2à
toutes les placesp diff érentes del, telles que�2 n’est pas cuspidale extraordinaire
([D2] et [C2]). Enfin Carayol a ŕegĺe le cas pluśepineux des représentations
extraordinaires, en utilisant le changement de base de Langlands et la théorie de
la réduction des courbes de Shimura ([C1] et [C2]). On aborde ici cette question
en utilisant une nouvelle ḿethode, fond́ee sur les congruences entre formes modu-
laires de poids 1 et de poids supérieurà 2, qui fournit une autre démonstration sans
faire appel̀a la th́eorie des courbes de Shimura.

comp4260.tex; 21/07/1995; 13:16; v.7; p.3

https://doi.org/10.1023/A:1000602707982 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1000602707982


332 LOUISE NYSSEN

0.2. LA CORRESPONDANCE DE DELIGNE

Revenons au th́eor̀eme 2 et consid́erons une placep telle que�p soit sṕeciale ou
cuspidale. Deligne a démontŕe dans [D2] que la restriction�lp de�l au groupe de
Weil enp ne d́epend que de�p ce que nouśecrirons�lp = Fl(�p).

Carayol a d́ecrit cette correspondance locale dans le dixième paragraphe de [C2].
SoitB�

p le corps des quaternions de centreQ�p . Le groupe produitWp�GL2(Qp)�
B�
p agit sur une varíet́e de cycleśevanescents dont la cohomologiel-adique donne

une repŕesentationl-adiqueUl. Si�p est une repŕesentation cuspidale de GL2(Qp),
on note�p la repŕesentation deB�

p qui lui est associée par la correspondance
de Jacquet–Langlands. La composante isotypiqueUl(�

_
p ) de�_p dansUl est une

repŕesentation deWp � GL2(Qp) qui permet de calculerFl(�p) car Ul(�_p ) =
�p 
Fl(�p), soit

Fl(�p) = HomWp�GL2(Qp)(�p 
 �_p ; Ul):

Soit� un caract̀ere non ramifíe deQ�p tel qu’il existe une repŕesentation auto-
morphe dont la composante enp soit �p 
 � et la composantèa l’infini soit un
Dk0;w0. Alors �p 
 � est encore cuspidale et il résulte de la th́eorie globale que
Fl(�p 
 �) = Fl(�p)
 ��1:

En outre, cette correspondance est indépendante del au sens suivant

PROPOSITION.Soit �p une repŕesentation cuspidale deGL2(Qp). Pour tout
élémentg deWp, les coefficients du polynôme caract́eristique deFl(�p)(g) sont
dansQ et ne d́ependent pas del.

Démonstration. Il faut d’abordécrire�p comme la composante d’une représen-
tation automorphe de poids 2. Nous allons pour cela, démontrer un lemme analogue
au lemme 15.10, bien classique, de [Lau-R-St], en modifiant la conditionà l’infini.

LEMME. Il existe une repŕesentation automorphe� de GL2(A ) admettant�p
comme composante enp etD2 comme composantèa l’infini .

Démonstration. Soientp0 = p et p1, p2, p3, trois autres places deQ. On note
A � le groupe des ad̀eles qui ont pour composante 0 aux placesp0, p1, p2, p3, et
1. Pouri = 1;2 soit�pi une repŕesentation cuspidale de GL2(Qpi ). Pour chaque
i = 0;1;2 on fixeKi un sous groupe ouvert compact de GL2(Qpi ) tel que�pi ait
des vecteurs non nuls invariants sousKi et, d’apr̀es [J-L 482], il existe une fonction
fi 2 C

1(GL2(Qpi )) telle que�pi soit la seule représentation admissible irréductible
de GL2(Qpi ) vérifiant tr�pi(fi) 6= 0: D’après [L1] (p. 74–75), il existéegalement
une fonctionf1 2 C1c (GL2(R)) telle queD2 soit la seule représentation unitaire
de GL2(R) vérifiant trD2(f1) 6= 0 et dont l’int́egrale orbitale en uńelément
elliptique ŕegulier de GL2(R) ne soit pas nulle.

Si on choisit encoref3 2 C1c (GL2(Qp3)) à support dans l’ensemble des
éléments elliptiques réguliers de GL2(Qp3 ) et f� 2 C1c (GL2(A � )), on peut́ecrire
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la formule des traces simples pour la fonctionf = f0 
 f1 
 f2 
 f3 
 f1 
 f�
[D-Kz-V] et [H]

X
� cuspidale

tr(�(f)) =
X

2GL2(Q)
elliptique regulier

c O(f):

Dans le membre de gauche, n’interviennent que les représentations� telles que
�1 = D2 et�pi = �pi pouri = 0;1;2. Pour montrer qu’il en existe, il suffit de
montrer que cette somme n’est pas nulle, ce que nous allons faire enétudiant le
membre de droite.

Une d́emonstration analoguèa celle de Laumon, Rapoport et Stuhlerétablit
l’existence d’ouvertsVi de GL2(Qpi ) pour i = 0;1;2; invariants par conjugaison
sous GL2(Qpi ) et ne contenant que deséléments elliptiques réguliers òu l’int égrale
orbitale defi n’est pas nulle. SoitPi(X) 2 Qpi [X] le polynôme caract́eristique
d’un élément deVi. On peut construire un polynômeP (X) dansQ[X ] qui soit
proche dePi(X) en p0, p1, p2, et qui soit un polyn̂ome irŕeductible enp3 et à
l’infini. On choisit alors unélément de GL2(Q) dont P (X) est le polyn̂ome
caract́eristique. Il est elliptique ŕegulier enp0, p1, p2, p3 et à l’infini, et d’apr̀es ce
qui pŕec̀ede, l’int́egrale orbitale def n’est pas nulle eni pour i = 0;1;2;1. Si
l’on choisit pourf3 la fonction caract́eristique d’un voisinage ouvert compact de
3 dans GL2(Qp3 ) et pourf� celle d’un voisinage compact de� dans GL2(A �)
qui soit presque partout le compact maximal canonique, le membre de droite ne
comporte qu’un nombre fini de termes non nuls dont celui qui correspondà .
Quitteà ŕetŕecir les supports def3 etf�, on peut s’arranger pour que ce soit le seul,
ce qui d́emontre le lemme.

Le théor̀eme 2 associèa� une repŕesentation galoisiennel-adique�l. Pour le
démontrer dans le cas où k = 2, Shimura construit une variét́e alǵebriqueA de
dimensionn surQ, qui est une variét́eà multiplication ŕeelle, c’est̀a dire qu’il existe
un corps totalement réelF de degŕen surQ et un morphismeF ! End�Q(A), où
End� désigne les endomorphismesà isoǵenie pr̀es. La repŕesentation�l se ŕealise
sur leF 
 Ql module H1(A 
 Q ;Ql ) (voir [Sh]). Il s’agit de d́emontrer que sig
est unélément deWp les coefficients du polyn̂ome caract́eristique de�l(g) sont
deséléments deQ indépendants del. LorsqueF = Q, le théor̀eme 3 de [S-Ta]
règle le cas d’une variét́e ab́elienne ayant bonne réduction, et le th́eor̀eme 4.3 de
[Gr] celui d’une varíet́e ab́elienne quelconque: on interprète l’action du groupe de
Weil en p sur H1(A 
 Q p ;Ql ) comme provenant d’une action géoḿetrique sur
la fibre sṕeciale du mod̀ele de Ńeron enp deA. LorsqueF est quelconque, un
ordre deF agit également sur la fibre spéciale du mod̀ele de Ńeron. Pour ŕegler
ce cas, Casselman applique le même raisonnement, en remarquant que siA n’a
pas potentiellement bonne réduction, la fibre sṕeciale du mod̀ele de Ńeron est
isomorphèa un tore [Cas1].

Le théor̀eme 2étendu par Deligne signifie que si�p est sṕeciale ou cuspidale
ordinaire,Fl(�p) = �H(�p). Ici, nous allons d́emontrer
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334 LOUISE NYSSEN

THÉORÈME 3.Soit�2 une repŕesentation admissible irréductible deGL2(Q2). Si
�2 est cuspidale extraordinaireFl(�2) = �H(�2).

Puisque la correspondance de Deligne est compatibleà la torsion par un ca-
ract̀ere, il suffit de d́emontrer le th́eor̀eme 3 pour une représentation cuspidale
extraordinaire�2 dont le caract̀ere central vaut12 en 2. On proc̀ede en plusieurs
étapes.

A. Le but du premier paragraphe est de démontrer la proposition suivante.

PROPOSITION 1.Il existe une repŕesentation automorphe� deGL2(A ) admettant
�2 comme composante locale en la place2 etD1 comme composantèa l’infini .

Pour cela, on associeà�2la repŕesentation�2 = �L(�2)
j j
�(1=2)
2 de Gal(Q2=Q2).

On prolonge�2 en une repŕesentation� de Gal(Q=Q) dans GL2(C ) à la-
quelle les ḿethodes de Langlands [L2] et Tunnell [T2] permettent d’associer une
repŕesentation automorphe� dont la composantèa l’infini estD1. Les fonctions
L et les facteurs" de � et � 
 j j

1=2
2 cöıncident presque partout. Un argument

standard permet d’en déduire qu’ils cöıncident partout et donc de vérifier que�2

est la composante locale de� en 2.
La repŕesentation� est associéeà une forme modulairef de poids 1, nouvelle,

normaliśee et vecteur propre de tous les opérateurs de Hecke.
B. Ensuite, au paragraphe 2, on remplacef par une forme modulairef 0 de poids

l > 2, nouvelle, normaliśee et vecteur propre de tous les opérateurs de Hecke, qui
est congruèa f en un sens qui sera préciśe. Elle est associéeà une repŕesentation
automorphe�0 dont la composantèa l’infini estDl, qui correspond elle-m̂eme, par
le théor̀eme 2,̀a une repŕesentation galoisiennel-adique�0. Par d́efinition deFl, la
restriction�02 de�0 àW2 vérifie

Fl(�
0
2) = �02:

C. On montre alors, et c’est le point crucial de ce travail, que les composantes
locales de� et�0 en 2 sont ‘congrues modulo l’ c’est-à-dire que.

PROPOSITION 5.Il existe un caract̀ere�l deQ2 à valeurs dans1+ lZl tel que
�2 ' �02 
 �l.

C’est l’objet du paragraphe 3.
D. Au paragraphe 4, on remarque que les relations de congruence entref etf 0

donnent pour presque toutp �0p � ��p 
 j j�1
p modml; au sens òu le d́eterminant et

la trace de ces représentations sont congrus moduloml. Le th́eor̀eme de Cebotarev
permet d’en d́eduire

PROPOSITION 6.Sip = 2 on a encore�02 � �� 
 j j�1
2 modml:

E. On peut enfin conclure: d’après C, B et D respectivement

Fl(�2) � Fl(�
0
2) � �02 � ��2 
 j j�1

2 modml:
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Soit, puisque��2 
 j j�1
2 = �H(�2)

Fl(�2) � �H(�2)modml:

Comme cette relation est vraie pour une infinité de l et que ni la trace ni le
déterminant deFl(�2) ne d́ependent del, on en d́eduit l’égalit́e cherch́eeFl(�2) =
�H(�2).

Grossìerement, ce raisonnement revientà d́emontrer que si�2 est facteur local
d’une repŕesentation automorphe dont la composanteà l’infini estD1, Fl(�2) est
donńee par la correspondance de [D-S] en poids 1.

1. Passage du local au global en poids 1

Consid́erons donc une représentation cuspidale extraordinaire de GL2(Q2) dans
un espace vectoriel complexeV , que nous noterons provisoirement��2 et dont le
caract̀ere central!2 vérifiew2(2) = 1

2.

PROPOSITION 1.Il existe une repŕesentation automorphe deGL2(A ) admettant
��2 comme composante locale en la place2 etD1 comme composantèa l’infini .

Démonstration. La repŕesentation��2 
 j j
�(1=2)
2 a un caract̀ere central trivial

sur 2 et la repŕesentation irŕeductible et primitive qui lui est associée par la cor-
respondance locale de Langlands�2: Gal(Q 2=Q2) ! GL2(C ), est t́etrah́edrale ou
octah́edrale, c’est̀a dire que la composée�2 de�2 avec la projection dans PGL2(C )
a une image finie, isomorpheàA2 ou àS2 respectivement.

Soit Q une cl̂oture alǵebrique deQ et c l’ élément de Gal(Q=Q) qui corre-
spondà la conjugaison complexe pour un plongement deQ dansC . En adaptant la
démonstration du th́eor̀eme 1.3 de [T1], nous allons d’abord démontrer

LEMME 1.1. Il existe une repŕesentation continue�: Gal(Q=Q) ! GL2(C )
irr éductible, t́etrah́edrale ou octah́edrale, dont la restrictioǹa Gal(Q 2=Q2) est
isomorphèa �2 et qui v́erifiedet�(c) = �1:

Démonstration. Le noyau de�2 est donńe par une extension finie deQ2 dansQ2
not́eeE. Comme, d’apr̀es le treizìeme paragraphe de [W], le groupe Gal(E=Q2)
est isomorphèaA4 ouàS4,E est le corps de d́ecomposition d’un polyn̂omeP de
degŕe 4,à coefficients dansQ2. On peut approcherP par un polyn̂omeR de m̂eme
degŕe, à coefficients dansQ, dont le corps de d́ecomposition surQ2 estE et qui
poss̀ede exactement deux racines réelles. SiL est le corps de d́ecomposition deR
surQ, L2 = E et Gal(E=Q2) est un sous-groupe de Gal(L=Q) qui est lui-m̂eme
un sous-groupe deS4. Le groupe Gal(L=Q) est donc isomorphèaA4 ou àS4 et
on obtient le diagramme commutatif
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Gal(E=Q2)� -Gal(L=Q)

@
@
@
@
@R 	�

�
�
�
�

PGL2(C )

où les fl̀eches diagonales sont des injections, la premièreétant induite par�2. En
composant la seconde avec la restriction de Gal(Q=Q) dans Gal(L=Q) on obtient
une repŕesentation projective�: Gal(Q=Q) ! PGL2(C ) qui, d’apr̀es [S1], se relève
en une repŕesentation�: Gal(Q=Q) ! GL2(C ). Le diagramme

Gal(Q 2=Q2) � - Gal(Q=Q) �- GL2(C )

@
@
@
@
@

�

R
Gal(E=Q2)

?
� - Gal(L=Q)

?
� - PGL2(C );

?

est commutatif. La restriction de� à Gal(Q 2=Q2) est donc�2. Quitteà tordre� par
un caract̀ere de Gal(Q=Q), on en d́eduit que sa restrictioǹa Gal(Q2=Q2) est�2.

La repŕesentation� est octah́edrale ou t́etrah́edrale, car l’image de� dans
PGL2(C ) est isomorphèa Gal(L=Q) doncà A4 ouS4. Son image dans GL2(C )
n’est pas commutative si bien qu’elle est irréductible.

Le polynômeR, qui n’a que deux racines réelles, poss̀ede aussi deux racines
complexes. C’est pourquoi la conjugaison complexe n’est pas triviale dans Gal(L=Q)
qui est plonǵe dans PGL2(C ). Par conśequent, d’apr̀es le paragraphe I.3.3 de [S1]
det�(c) = �1 et le lemme 1.1 est vrai.

De plus, si� est un caractère continu de Gal(Q=Q), la repŕesentation� 
 �
est encore t́etrah́edrale ou octah́edrale, deux types de représentation pour lesquels,
d’apr̀es [L2] et [T2], il existe une représentation automorphe� de GL2(A ) dont la
composantèa l’infini estD1 et qui v́erifie, en presque tout place finie

L(�p 
 j j�(1=2)
p ; s) = L(�p; s); (1.1)

où �p désigne la restriction de� au groupe de Weil enp. Nous devons encore
montrer.

LEMME 1.2.�2 estéquivalentèa ��2.
Démonstration. Cette propríet́e ŕesulte de l’́egalit́e entre les fonctionsL en

presque toutes les places. Nous allons utiliser l’équation fonctionelle de Tate dans
des raisonnements inspirés du douzìeme paragraphe de [J-L]. Soit� un caract̀ere
de Q�nA � et  un caract̀ere additif non trivial deQ. On notera�v et  v leurs
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composantes locales respectives. En presque toute bonne placep, où �p est non
ramifiée et caractériśee par sa fonctionL, l’ égalit́e (1.1) assure

�p = �L(�p)
 j j�(1=2)
p = �H(��p): (1.2)

La fonctionL globale de� est le produit de ses facteurs locaux

L(� 
 �; s) =
Y
v

L(�v 
 �v; s);

où v parcourt toutes les places – finies ou non – deQ. De m̂eme

"(� 
 �; s) =
Y
v

"(�v 
 �v; s;  v):

Ils vérifient, pour tout choix de� et , l’ équation fonctionnelle

L(� 
 �; s) = "(� 
 �; s)L(�� 
 ��1;1� s):

On peut́ecrire les m̂emeśegalit́es pourL(� 
 j j1=2
p 
 �; s) et"(� 
 j j1=2

p 
 �; s).
Lorsqu’on fait le quotient deśequations fonctionnelles, tous les facteurs locaux
correspondant aux places où �p = �L(�p) 
 j j

�(1=2)
p s’éliminent ainsi que les

facteurs̀a l’infini. Il reste un ensemble fini de places archimédiennes, contenant les
places ramifíees, not́eS, tel que

Y
v2S

L(�v 
 j j
1=2
v 
 �v; s)

L(�v 
 �v; s)

=
Y
v2S

"(�v 
 j j
1=2
v 
 �v; s;  v)

"(�v 
 �v; s;  v)

Y
v2S

L(��v 
 j j
�(1=2)
v 
 ��1

v ;1� s)

L(��v 
 ��1
v ;1� s)

:

Puisque�2 est ramifíee comme��2, la place 2 appartientàS. D’après le Lemme 12.5
de [J-L], il existe un quasi-caractère! qui cöıncide avec�2 sur Gal(Q 2=Q2) et tel
que le conducteur de!v soit arbitrairement grand en toute autre place deS. Or, si
ce conducteur est assez grand, toujours d’après [J-L] (p. 406 et 116), les fonctions
L de�v 
 j j

1=2
v 
 !v, ��v 
 j j

�(1=2)
v 
 !�1

v , �v 
 !v, et ��v 
 !�1
v sontégales̀a 1,

et les facteurs" vérifient

"(�v 
 j j1=2
v 
 !v; s;  v) = "(det�v 
 j jv 
 !v; s;  v)"(!v; s;  v)

= "(�v 
 !v; s;  v);

car det�v
j jv est le caract̀ere central de�v. Avec! à la place de�, notreéquation
devient

L(�2 
 j j
1=2
2 
 �2; s)

L(�2 
 �2; s)

=
"(�2 
 j j

1=2
2 
 �2; s;  2)

"(�2 
 �2; s;  2)

L(��2 
 j j
�(1=2)
2 
 ��1

2 ;1� s)

L(��2 
 ��1
2 ;1� s)

:
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La repŕesentation�2 
 j j
1=2
2 étant associéeà ��2 par la conjecture de Langlands

locale, leurs facteursL et" sontégaux et nous obtenons

"(�2 
 �; s;  2)L(��2 
 ��1
2 ;1� s)

L(�2 
 �2; s)
=
"(��2 
 �2; s;  2)L(��

�
2 
 ��1

2 ;1� s)

L(��2 
 �2; s)
;

ce qui signifie d’apr̀es le corollaire 2.19 de [J-L] que�2 estéquivalentèa ��2. Le
lemme 1.2 est donc vrai et la proposition 1 aussi.

Remarque1. Ces calculs sont classiques. On en trouve de semblables par exem-
ple dans [Cas2] òu Casselman compare les facteurs locaux de deux représentations
automorphes, ou dans [Lau-R-St].

Remarque2. En remplac¸ant 2 par n’importe qu’elle autre place deS, on montre
que l’égalit́e (1.2) est vraie pour toutp.

La repŕesentation� détermine une nouvelle forme de poids 1, normalisée et
vecteur propre de tous les opérateurs de Heckef =

P
n>1 anq

n, dont les coeffi-
cients de Fourier sont donnés par la relation

L(��; s) = L(�� 
 j j1=2; s) =
X
n>1

ann
�s:

Soit N le conducteur de� et " son d́eterminant. L’action de Gal(Q=Q) sur les
racinesN e de l’unité fournit un homomorphisme de Gal(Q=Q) dans(Z=NZ)�. Il
permet de factoriser", qu’on identifie au caractère de(Z=NZ)� ainsi obtenu.

Gal(Q=Q) " - C�

@
@
@
@
@R �

�
�
�
��

(Z=NZ)�:

Alors f appartient̀aS1(N; ").
Sipne divise pasN , on noteFp l’image par� de la substitution de Frobenius enp

qui est d́efinieà conjugaison près. La relationL(��p; s) = det(1�p�sFp)�1; donne
la trace et le d́eterminant deFp. D’autre part,�p est l’induite unitaire I(�1; �2) où
�i = j jsi avec

ps1 + ps2 = p1=2 ap et ps1ps2 = p "(p);

ce qui permet de calculer

L(��p 
 j j1=2
p ; s) = (1� p�sps1�1=2)�1(1� p�sps2�1=2)�1

= (1� p�sap + p�2s"(p))�1:
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Puisque d’apr̀es la remarque 2,L(��p; s) = L(��p 
 j j
1=2
p ; s); on obtient

trFp = ap et detFp = "(p);

� est associéeàf par la correspondance de Deligne et Serre en poids 1.

NB: Dans [D-S] et [S1] on trouve l’égalit́eL(�; s) = �ann
�s au lieu deL(��; s) =

�ann
�s. Cette diff́erence provient d’une différence dans la définition des fonctions

L. Dans [D-S] et [S1], la fonctionL(�p; s) d’une repŕesentation galoisienne locale
�p est d́efinieà partir du d́eterminant de(1� p�sFp), alors que nous avons adopté
la version ǵeoḿetrique en d́efinissantL(�p; s) à partir du d́eterminant de(1 �
p�sFp

�1).

2. Du poids 1 au poids suṕerieur à 2

2.1. CONGRUENCES: VERSION CLASSIQUE

Nous voici avec une forme parabolique primitive de poids 1 de niveauN et de
caract̀ere", assocíeeà une repŕesentation automorphe dont la composante locale
enp = 2 est��2 – que nous noterons désormais�2. Nous voulons calculerFl(�2).
Si �2 était un facteur d’une représentation automorphe�0 de poids suṕerieurà 2,
Fl(�2) serait la restrictioǹa W2 de la repŕesentationl-adique associéeà �0 par
le théor̀eme 2. Il s’agit donc de trouver une nouvelle forme de poids supérieurà
2, normaliśee et vecteur propre de tous les opérateurs de Hecke, qui ne soit pas
trop différente def . Or, les śeries d’Eisenstein permettent de modifier le poids des
formes paraboliques sans les perturber outre mesure.

Choisissons donc un nombre premierl plus grand que 5 et ne divisant pasN ,
et consid́erons la śerie d’EisensteinEl de poidsl� 1 sur SL2(Z), normaliśee pour
que son terme constant soit 1. Son développement en série estl-entier, c’est̀a dire
queEl =

P
n>0 bnq

n, avecb0 = 1 etbn 2 lZl \ Q sin > 1. Cf. [D-S].
Les coefficients def sont entiers dans une extension finieK=Q l dont on noteOK

l’anneau des entiers d’idéal maximalmK , et ~K = OK=mK le corps ŕesiduel. On
peut supposerqueK contient aussi les racines de l’unité d’ordreN . Les coefficients
de la forme modulaireEl f 2 Sl(N; ") sont aussi dansOK . En appliquant le
lemme 6.11 de [D-S] auOK module des formes deSl(N; ") à coefficients dans
OK , sur lequel agissent tous les opérateurs de Hecke, quittèa remplacerK par
une extension finie, on obtient une forme modulairef1 2 Sl(N; "), à coefficients
dansOK , qui est vecteur propre de tous les opérateurs de Hecke, avec des valeurs
propresa1

p � ap modmK . Elle n’est pas ńećessairement nouvelle, mais il existe
une unique forme paraboliquef 0 de poidsl, nouvelle, normaliśee, et vecteur propre
de tous les oṕerateurs de Hecke avec des valeurs propresa0p presque toutéegales
à celles def1. On peut supposer qu’elle està coefficients dansOK . Son niveau
M est un diviseur deN tel que" se factorisèa travers(Z=MZ)� et f1 s’écrit
f1(z) =

Pn
i=1 lif

0(diz), où lesli sont deśeléments deK et lesdi des diviseurs de
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N=M . Cette forme paraboliquef 0 est congruèa f au sens òu, pour presque tout
nombre premierp a0p � ap modmK et elle est associéeà une repŕesentation�0 de
GL2(A ) dont la composantèa l’infini estDl et qui, elle-m̂eme, correspond par le
théor̀eme 2,̀a une repŕesentationl-adique�0: Gal(Q=Q) ! GL2(Q l).

Puisque le poidsl est suṕerieur à 2, nous savons queFl(�02) = �02, ce qui
nous inciteà analyser les rapports entre�2 et �02. Or, une relation entre ces deux
repŕesentations locales ne peut provenir que des relations de congruence entref et
f 0. Nous avons donc besoin d’une interprétation globale qui nous permette de les
exploiter: adoptons un point de vue géoḿetrique.

2.2. CONGRUENCES: INTERPŔETATION GÉOMÉTRIQUE

SoitR un anneau commutatif oùN est inversible. SoitH un sous-groupe ouvert
compact de GL2(A f ). D’un point de vue ǵeoḿetrique, une forme modulaire sur
R, de poidsk et de niveauH, est une fonction qui,̀a une courbe elliptiqueE
munie d’une structure de niveau�: T̂E �

! Ẑ2 définie moduloH et d’une base!
de!E = H0(E;
1

E), associe uńelément deR, qui est invariante par changement
de base et qui est homogène de degré�k en!. Si

H =

(
g 2 GL2(Ẑ) j g �

 
1 �

0 1

!
modN

)
;

on obtient les formes modulaires classiques de poidsk pour�1(N). Elles cons-
tituent unR-module not́eM(R;N; k) où l’ensemble des formes paraboliques est
un sous-moduleS(R;N; k). Si

H =

(
g 2 GL2(Ẑ) j g �

 
1 0

0 1

!
modN

)
;

on obtient les formes modulaires classiques associées au groupe�(N). Pour plus
de d́etails, on renvoie aux articles de Katz [K], ou Deligne–Rapoport [D-R].

A un élément deM(R;N; k) on peut associer son développement de Fourier
f(q) 2 R[[q]]. En vertu du ‘q-expansion principle’ cette application est injective,
et f est d́efinie sur un sous-anneauR0 deR si et seulement sif(q) 2 R0[[q]]. On
établit ainsi le lien avec la th́eorie classique des formes modulaires sur�1(N).

Comme les coefficients du développement de Fourier def , f1 et f 0 sont dans
OK on a

f 2 S(OK ; N;1); f1 2 S(OK ; N; l); et f 0 2 S(OK ;M; l):

En les ŕeduisant modulomK on obtient

�f 2 S( ~K;N;1); �f1 2 S( ~K;N; l); �f 0 2 S( ~K;M; l):
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REPŔESENTATIONS EXTRAORDINAIRES 341

La réduction modulol de la śerie d’EisensteinEl est l’invariant de HasseAl 2
M(Fl ;1; l� 1): Puisquef1�Elf està coefficients dansmK , la reduction modulo
mK donne�f1 = Al

�f:
Consid́erons la courbe modulaireX(N) définie surZ[1=N ]et munie du faisceau

inversible!. PourN suṕerieurà 4, les formes modulaires pour�(N) correspondent
aux sections globales du faisceau!
k et on a une inclusion

M(R;N; k) � H0(X(N) 
Z[1=N ]R; !

k):

Nous allons d́ecrire l’action de GL2(Q2) sur

lim
�!
a

H0(X(2aN)
K;!
k):

Puisqu’une forme modulaire est une fonction d’un triplet(E;�; !), l’action de
GL2(Q 2) sur cette fonction ŕesulte de son action sur un tel triplet. Pour la décrire
simplement, il vaut mieux considérer la cat́egorie des courbes elliptiquesà isoǵenie
près, obtenue en rendant toutes les isogénies inversibles. Les structures de niveau
deviennent des isomorphismes�: V̂ E �

! A 2
f définis modulo un sous-groupe ouvert

compact de GL2(A f ). Plaçons-nous dans cette catégorie en posantR = C . D’après
[D3] (0.1.3) unélémentg de GL2(Q2) agit sur(E;�; !) en remplac¸antE par une
courbe isog̀eneE0, (�modH) par(g � �modgHg�1) et! en une base!0 de!E0

que nous cherchonsà d́eterminer. SiE est d́efinie par un ŕeseauR0 deC et siK est
le noyau de l’exponentielle de LieE dansE, on dispose du diagramme commutatif

0 - K - LieE - E - 0

0 - R0

!

?

o

- C

!

?

o

- C =R0

?

o

- 0:

(D)

SiE0 est d́efinie parR00, on dispose d’un diagramme analogue(D0) pourE0,R00 et
!0. L’isogénie' deE dansE0 induit un isomorphisme de LieE avec LieE0 et une
injection deK dansK0 qui devient une injection deR0 dansR00. Pour compĺeter la
correspondance entre(D) et (D0), il faut donc que!0 � ' = ! c’est-̀a-dire que!0

soit l’élément de!E0 vérifiant

'�(!0) = !: (2.1)

Cette action se transporte de fac¸on évidenteà la cat́egorie des courbes elliptiques
surK à isoǵenie pr̀es. Puisque les sous-groupes

Ka
2 =

(
g 2 GL2(Z2) j g �

 
1 0

0 1

!
mod 2a

)
;
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constituent un système cofinal de l’ensemble des sous-groupes ouverts compacts
de GL2(Q2), le groupe GL2(Q2) agit sur la limite injective

lim
�!
a

H0(X(2aN)
K;!
k):

Dans notre situation particulière, GL2(Q2) agit sur leK espace vectoriel

lim
�!
a

H0(X(2aN)
K;!) 3 f;

et sil ne divise pasN , sur leOl module

lim
�!
a

H0(X(2aN)
OK ; !) 3 f:

Via la réduction deH0(X(2aN)
OK ; !) dansH0(X(2aN)
 ~K;!) on en d́eduit
l’action de GL2(Q2) sur le ~K espace vectoriel

lim
�!
a

H0(X(2aN)
 ~K;!) 3 �f:

Nous nous int́eressons auK-espace vectoriel

V = VectKf�(g):f j g 2 GL2(Q2)g � lim
�!
a

H0(X(2aN)
K;!);

auOK-module

L = ModOK
f�(g):f j g 2 GL2(Q2)g;

qui est inclu dansV et au ~K espace vectoriel

W = Vect~Kf�(g):
�f j g 2 GL2(Q2)g;

ainsi qu’aux espacesV 1,L1 etW 1 définis de fac¸on analoguèa l’aide def1 et ceux
V 0,L0 etW 0 définisà l’aide def 0. Tous ces ensembles sont des GL2(Q2) modules.

La réduction deH0(X(2aN) 
 OK ; !) dansH0(X(2aN) 
 ~K;!) induit un
morphisme surjectif de GL2(Q2) modules deL dansW dont le noyau contient
mKL. On construit ainsi un morphisme surjectif de GL2(Q2) modules qui est
~K-linéaire

L=mKL! W: (2.2)

On en construit un autre

L1=mKL
1 !W 1; (2.3)
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de la m̂eme fac¸on. Or les espacesW etW 1 sont isomorphes car

PROPOSITION 2.La multiplication parAl induit un isomorphismeW �
!W 1:

Démonstration. Il s’agit en fait de d́emontrer que l’invariant de Hasse est invari-
ant sous l’action de GL2(Q2). Dans [K-M] (12.4.1.1) Katz et Mazur donnent une
méthode pour calculerAl qui permet de monter facilement queAl est invariant par
isoǵenie. SoitE une courbe elliptique surK et ! une base de!E . On noteÊ le
groupe formel̀a l’origine deE. Une coordonńeeX surÊ est dite adaptéeà! si

!jÊ = (1 + termes de plus hautdegr�es)dX;

Al(E;!) est alors le coefficient deX l dans la śerie formelle[l]X qui exprime la
somme it́eŕeel fois.

SoitE0 une autre courbe elliptique surF l et': E ! E0 une isoǵenie d’ordren
premierà l. On dispose alors des applications

'�: !E ! !E0

'�: !E0 ! !E

telles que'� � '� est la multiplication parn sur!E et'� � '� la multiplication
parn sur!E0 . Soit!0 2 !E0 . Nous allons montrer

Al(E;!) = Al(E
0; '�(!)); (2.4)

Al(E
0; !0) = Al(E;'

�(!0)): (2.5)

SoitX 0 une coordonńee formelle surÊ0 adapt́eeà!0. AlorsX = X 0 � ' est
une coordonńee formelle sur̂E adapt́eeà'�(!0), puisque'�(dX 0) = d(X 0 � ').
Si [l]X =

P
i aiX

i on a

[l]X 0 =
X
i

aiX
i � ' =

X
i

aiX
0i

ce qui donne (2.5)

Al(E;'
�(!0)) = al = Al(E

0; !0):

En remplac¸ant!0 par'�(!) on obtient (2.4)

Al(E
0; '�(!)) = (nl�1 modl)Al(E;!) = Al(E;!):

Consid́erons maintenant l’espace des courbes elliptiquesà l0-isoǵenie pr̀es,
obtenu en rendant inversible les isogénies de degré premierà l. Les structures
de niveau deviennent des isomorphismes�: V̂ lE

�
! A l

2

f où V̂ lE est le produit
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tensoriel parQ de la limite projective des points den torsion deE sur les entiers
n premiersà l, et òu A lf est l’ensemble des adèles finies ayant une composante
nulle enl. En ŕeduisant modulol les courbes elliptiques surQl à l0-isoǵenie pr̀es,
on obtient les courbes surFl à l0-isoǵenie pr̀es. L’invariance deAl sous l’action de
GL2(Q2) résulte alors de son invariance par isogénie (2.1) et (2.4).

La proposition 2 s’en d́eduit imḿediatement.

Remarque. La d́emonstration qui préc̀ede est valable pour toutp et l’invariant
de Hasse est invariant sous l’action de GL2(Qp) en ǵeńeral.

Enfin, nous allons d́emontrer.

LEMME. V 1 est isomorphèa une somme de copies deV 0.
Démonstration. La repŕesentation�0 se factorise

�0 =

 O
p

�0p

!

Dl:

Puisquef 0 est nouvelle, elle se décompose aussif 0 =
N

p �
0
p où �0p est le nouveau

vecteur de la représentation�0p qui se ŕealise sur leK espace vectoriel

V 0
p = VectKf�0p(g):f

0 j g 2 GL2(Qp)g:

NotonsVl l’espace de la représentationDl. En termes de représentations, la relation

f1(z) =
nX
i=1

�i f
0(diz)

s’écrit

f1 =
nX
i=1

�i �
0

 
di 0

0 1

!
f 0

où di est consid́eŕe dans les ad̀eles finies. Il existe alors des vecteurs�i dans
(
N

p 6=2V
0
p)
 Vl tels que

f1 =
nX
i=1

�i 
 �02

 
di 0

0 1

!
�02:

Si di = 2nidi;0 avecdi;0 dansZ�2, on a

�02

 
di 0

0 1

!
�02 = !2(di;0)�

0
2

 
2ni 0

0 1

!
�02:
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En regroupant les termes de la somme qui ont desni égaux, on peut́ecrire

f1 =
mX
i=1

�i 
 �02

 
2ni 0

0 1

!
�02

avec�i dans(
N

p6=2V
0
p) 
 Vl et avec desni deuxà deux distincts. D’après [D3]

(2.2.6), les�02
�

2ni
0

0
1

�
�02 sont lińeairement ind́ependants. Cette fac¸on d’écriref1

démontre queV 1 est isomorphèa une somme de copies deV 0.
Pour exploiter ces résultats, nous avons besoin des travaux de Marie-France

Vignéras sur les réseaux dans les représentations admissibles, qui nous permettront
de montrer que�2 est isomorphèa�02 tordue par un caractèreà valeurs dans 1+ lZl.

3. Réseaux dans les repŕesentations admissibles

On peut retrouver tous les résultats de ce paragraphe dans le récent ouvrage [V1]
sur les repŕesentations modulaires des groupes réductifs, òu Marie-France Vigńeras
étudie en d́etail la th́eorie des ŕeseaux dans une représentation admissible. Mais
cette étude est meńee dans un cadre très ǵeńeral, faisant largement appelà la
théorie des groupes réductifs, et d́eveloppant une th́eorie des types dans le cas
modulaire. Ici, avec GL2, nous nous trouvons dans un cas bien plus simple. Il peut
être int́eressant de comprendre rapidement certains points: par exemple comment
et pourquoi on ŕeduit les repŕesentations cuspidales, d’où proviennent les réseaux.
Pour la commodit́e du lecteur, j’ai donc donné de certaines d́emonstrations une
version adapt́ee a notre situation, que j’espère plus explicite. En plus de [V1],
l’article [V2] où Marie-France Vigńeras avait commencé par étudier le cas du
groupe GL2 m’a ét́e tr̀es utile.

3.1. DÉFINITION ET MOTIVATIONS

La place 2 ne joue aucun rôle particulier pour les résultats de ce paragraphe, aussi
allons-nous travailler avec une place quelconquep. Nous supposerons quep ne
divise pas(l � 1)l(l + 1) pour éviter certaines situations gênantes. Lorsque nous
reviendrons au cas où p vaut 2, nous pourrons utiliser les résultats obtenus puisque
nous avons pris soin d’imposerà l d’être suṕerieurà 5. Soit� = 
p�p 
 �1 une
repŕesentation admissible irréductible de GL2(A ) dont la composantèa l’infini est
équivalentèaDk;w, assocíeeà une nouvelle forme paraboliquef 2 Sk(N; "). Soit
p une place finie òu le caract̀ere central!p vérifie!p(p) = pw etK une extension
finie deQl qui contient les coefficientsan, n > 1, def et les racines de l’unité
d’ordreN (donc les valeurs de"). La repŕesentation�p se ŕealise alors sur unK
espace vectorielV . Pour alĺeger les notations nous noterons, dans ce paragraphe,
G = GL2(Qp).

La définition d’un ŕeseau admissible figure au paragraphe I.9 de [V1]. Nous
la traduisons ici en tenant compte du fait queOK est un anneau principal. Nous
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346 LOUISE NYSSEN

retrouvons alors une définition semblablèa celle de [V2]. (La diff́erence tient au
fait que, dans [V2] c’est la clôture alǵebrique deQl qui intervient au lieu d’une
extension finie, et qu’on y impose!p(p) = 1).

DÉFINITION. Soit �p une repŕesentation admissible de GL2(Qp) dans unK-
espace vectorielV . UnOK réseau admissible de�p, appeĺe aussi unOKG réseau
de�p, est unOK moduleL � V stable par GL2(Qp), qui engendreV (toutélément
deV s’écritx:v avecx 2 K etv 2 L) et qui est admissible (pour tout sous-groupe
ouvert compact� 2 GL2(Qp), L� est unOK module libre de type fini).

On peut alors consid́erer la ŕeduction modulomK de�p qui est la repŕesentation
de GL2(Qp) dans le~K-espace vectorielL=mKL déduite de�p. On la note��p. Elle
est elle-m̂eme admissible.

On dit queL est de type fini si c’est unOK [G] module de type fini.
L’objet de ce paragraphe est de construire unOK réseau admissible de�p. Nous

appliquerons alors cette constructionà nos repŕesentations�2 et �02 en adaptant
deux ŕesultats fondamentaux de [V1]. D’abord le principe de Brauer–Nesbitt, du
paragraphe II.5.11.b, que nousénoncerons ainsi.

THÉORÈME (BN). Soit une repŕesentation deGL2(Qp) qui est une somme finie
de repŕesentations irŕeductibles et admissibles, et qui possède plusieurs ŕeseaux
admissibles de type finis. Alors les réductions de ces réseaux sont de longueur finie
et isomorphes̀a semi-simplification pr̀es.

Ensuite, le th́eor̀eme de ŕeduction des représentations cuspidales.

THÉORÈME (RC). (i) Si une repŕesentation cuspidale deGL2(Qp) surK admet
unOK réseau admissible, sa réduction modulomK est irréductible.

(ii) Soient�p et�0p des repŕesentations admissibles irréductibles deGL2(Qp)
surK qui admettent chacune unOK réseau admissible, et qui ont même caract̀ere
central et m̂eme ŕeduction modulomK . Alors, si l’une des deux est cuspidale, elles
sontéquivalentes.

Ce ŕesultat est d́emontŕe dans [V1], mais pour les raisonsévoqúees plus haut,
nous en donnons une démonstration valable dans notre cas particulier.

Démonstration. Supposons que�p est cuspidale. Quittèa tordre�p et �0p par
un caract̀ere non ramifíe, on peut encore supposer que leur caractère central com-
mun est trivial enp. Les deux sous-groupes de GL2(Qp) compacts modulo le
centre, maximaux, sontZ1H1 etZ2H2 oùZ1 etZ2 sont les sous-groupes cycliques

engendŕes par
�

p 0
0 p

�
et
�

0 1
p 0

�
respectivement et

H1 = GL2(Zp);
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H2 =

( 
a b

c d

!
2 GL2(Zp) j a; d 2 Z

�
pc 2 pZp

)
:

Pour i = 1 ou 2, les groupesHi admettent une filtration d́ecroissante par des
sous-groupes compacts distinguésHn

i , n > 0.
NotonsG = GL2(Qp). D’après [Ku2] et [C4], puisque�2 est cuspidale, il existe

une repŕesentation tr̀es cuspidale� de l’un des groupesZiHi, aveci = 1 ou 2, telle
que�p est l’induite compacte�p = indGZiHi

�: La repŕesentation� est triviale sur
Hn
i pour un certain entiern > 1. D’apr̀es la formule d’induction-restriction, c’est

une composante de(�pjZiHi
)H

n
i .

On noter – respectivementr0 – la restriction de�p – respectivement�0p – à
ZiHi. La repŕesentation�p poss̀ede unOK réseau admissibleL, qui est aussi un
OK réseau admissible der. La suite exacte deZiHi modules

0! mKL! L! L=mKL! 0

fournit une autre suite exacte deZiHi modules

0! mKL
Hn
i ! LH

n
i ! (L=mKL)

Hn
i ! 0

parce queHn
i est un pro-p-groupe et quel ne divise pasp. CommeLH

n
i est

unOK réseau derH
n
i cela signifie que ‘prendre les invariants sousHn

i ’ est une

opération qui commutèa la ŕeduction(r
�Hn

i ' (rH
n
i ). De la m̂eme fac¸on, on

démontre(r0)H
n
i ' (r0H

n
i ) et puisque�p = �0p on en d́eduit (rH

n
i ) ' (r0H

n
i ).

Comme le caratère central commun de�p et�0p est trivial enp, rH
n
i et r0H

n
i sont

des repŕesentations de dimension finie du groupeZ1nZiHi=H
n
i qui est fini d’ordre

(p� 1)p�(p + 1). Elles sont donc semi-simples et, d’après [S2] (15.5), puisquel
ne divise pas(p � 1)p(p + 1), elles sont caractériśees par leur ŕeduction, si bien
querH

n
i ' r0H

n
i :

La repŕesentation� étant une composante derH
n
i , elle est aussi une composante

der0H
n
i , a fortiori une composante der0 = �0pjZiHi

. La réciprocit́e de Frobenius

HomG(indGZiHi
�; �0p) ' HomZiHi

(�; �0pjZiHi
);

fournit un entrelacement entre�p = indGZiHi
� et �0p qui sont donc isomorphes.

Ceci ach̀eve la d́emonstration de (RC).
A la lumière des ŕesultats du paragraphe 2.2, nous pourrons alors montrer que

�2 et�02 sont isomorphes modulo un caractèreà valeurs dans 1+ lZl.

3.2. CONSTRUCTION DE ŔESEAUX ADMISSIBLES

Il s’agit maintenant de construire unOK réseau admissible de�p. Au para-
graphe II.4.13 de [V1] Marie-France Vignérasétablit l’existence d’un tel ŕeseau.
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348 LOUISE NYSSEN

Toujours pour les raisons de commodité invoqúees plus haut, nous allons le cons
truire explicitement dans notre cas particulier. On peut réaliser cette construction
à l’aide du mod̀ele de Kirillov, comme Marie-France Vignéras l’a fait dans [V4]
et comme je l’avais tout d’abord rédiǵe dans ma th̀ese. Mais cette ḿethode est
encore trop compliqúee pour ce dont nous avons besoin ici. Laurent Clozel m’a
fait remarquer une d́emonstration plus simple et plus courte qui figure aussi dans
[V1]. Nous allons donc d́emontrer.

PROPOSITION 3.Si�p est comme au paragraphe3:1, elle poss̀ede unOK réseau
admissible.

Démonstration. Envisageons d’abord le cas où �p appartient̀a la śerie princi-
pale. Elle apparâıt alors dans une induite unitaire I(�1; �2) où �1 et�2 sont deux
caract̀eres deQp . Pour construire unOK réseau admissible de�p nous devons
d’abord d́emontrer.

LEMME 3.1. Les caract̀eres�1 et �2 sont à valeurs dans l’anneau des entiers
d’une extension finie deK.

Démonstration. Puisque�1 et �2 sont des caractères continus, leur restriction
à Z�p està valeurs dans l’anneau des entiers d’une extension finie deK. Il suffit
donc de v́erifier que�1(p) et �2(p) sont inversibles dans l’anneau des entiers
d’une extension finie deK, ce que nous allons faire en distingant les différentes
possibilit́es.

� Si �p est principale non-ramifíee,�p = I(j js1
p ; j j

s2
p ) avec

ps1 + ps2 = p1�k�w=2ap et ps1ps2 = p�w "(p) = p�w;

ps1 et ps2 sont donc les racines de l’équation dont les coefficients sont des
entiers alǵebriques

X2 � p1�k�w=2apX + p�w = 0:

Ils sont donc entiers dans une extension finieK1=K. Comme leur produit vaut
p�w, ils sont inversibles dansOK1.

� Si �p est sṕeciale, il existe un caractère � tel que�p est la composante

irréductible de dimension infinie de I(j j
1=2
p 
�; j j

�1=2
p 
�). Comme pŕećedem-

ment,�(p)2 = !p(p) = pw et �(p) est inversible dans l’anneau des entier
d’une extension finie deK. Donc�1(p) et�2(p) aussi.

� Si �p = I(�1; �2) est principale avec�1 ramifié et pas�2 on a

�1 = !p 
 j js1
p et �2 = j j�s1

p :

Le pe facteur du d́eveloppement eulérien de la śerie de Dirichlet associéeà f
est
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REPŔESENTATIONS EXTRAORDINAIRES 349

Lp(f; s) =
1

1� p�sap
;

et comme

Lp(f; s) = L

�
��p; s+

1� k � w

2

�
;

on obtientp�s1 = p1�k�w=2ap etp�s1 est un entier alǵebrique. En appliquant
à la repŕesentation

!�1
p 
 �p = I(j js1

p ; !
�1
p 
 j j�s1

p );

qui est un facteur de la représentation globale!�1
� 
 �, le raisonnement qui

préc̀ede, on d́emontre queps1 aussi est un entier algébrique. Donc,�2(p) est
inversible dans l’anneau des entiers d’une extension finie deK, et �1(p) =
pw�2(p)

�1 aussi.
� Si �p = I(�1; �2) est principale avec�1 et �2 ramifiés on a, par exemple
�1 = �
 j js1

p où est un caractère deZ�p. En utilisant la d́ecomposition

A � = Q � R�+ �
Q
p Z

�
p;

on plonge� dans ungrössencharater� deQ, ce qui permet d’appliquer le
raisonnement préćedent̀a la repŕesentation��1
 �p = I(j js1

p ; �
�1
 �2) qui

est un facteur local de la représentation��1
 �. Ainsi, en se ramenantà l’un
des cas pŕećedents, on d́emontre que�1(p) = ps1 est inversible dans l’anneau
des entiers d’une extension finie deK. De la m̂eme fac¸on, on montre que c’est
aussi le cas pour�2(p), ce qui ach̀eve la d́emonstration du lemme 3.1.

Consid́erons maintenant l’extensionK1 fournie par le lemme 3.1. On peut
encore supposer queK1contient les racines carrées dep. SoitB le groupe des matri-
ces triangulaires supérieures de GL2(Qp). La repŕesentation I(�1; �2) se ŕealise sur
le K1 espace vectorielV1 constitúe des fonctions localement constantesf de
GL2(Qp) dansK1 vérifiant

8g 2 GL2(Qp) 8

 
a b

0 d

!
2 B

f

  
a b

0 d

!
g

!
= �1(a)�2(d)

����ad
����1=2

p
f(g);

sur lesquelles GL2(Qp) agit par translatioǹa droite. L’ensembleL1 des fonctions
deV1 qui sontà valeurs dansOK1 est stable par GL2(Qp) et, puisque les fonctions
deV1 ne prennent qu’un nombre fini de valeurs sur un système de repŕesentants de
BnG, L1 engendreV1. Si � est un sous-groupe ouvert compact de GL2(Qp), L�

1
est unOK1 module libre de rangjBnGL2(Qp)=�j.
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Revenons̀a notre repŕesentation�p qui se ŕealise sur leK-espace vectorielV .
Par extension des scalaires, on obtient une composante irréductibleV 
KK1 deV1,
ce qui permet de plongerV dansV1. L’image ŕeciproque deL1 par cette injection
est unOK réseau admissible deV . Remarquons que d’une manière ǵeńerale, pour
construire unOK réseau admissible deV , il suffit de construire unOK1 réseau
admissible deV 
K K1 pour une extension finieK1 deK.

Il nous resteà étudier le cas òu �p est cuspidale. Nous présentons deux
démonstrations: la première, fond́ee sur les ŕesultats de [Ku2] est plus simple,
mais fortement líeeà la structure du groupe GL2, tandis que la seconde, fondée sur
les ŕesultats de [V3], est valable pour tout groupe réductif.

La premìere solution consistèa écrire comme dans la démonstration du lemme
(RC), que�p est l’induite compacte d’une représentation�définie sur une extension
finieK1=K, de l’un des groupesZiHi, aveci = 1 ou 2, qui est triviale surHn

i pour
un certainn > 1. On peut encore supposer queK1 contient les racines carrées de
p. Le caract̀ere central de�, comme celui de�p, vautpw enp, si bien que�
j jw=2

p

est une repŕesentation de dimension finie du groupe finiZ1nZiHi=H
n
i . Elle admet

donc unOK1 réseau qui est unOK1 module libre et qui reste unOK1 réseau de
�. Par induction, on obtient unOK1 réseau admissible de�p qui fournit comme
préćedemment unOK réseau admissible de�p.

La seconde solution consisteà consid́erer un sous-groupe discret co-compact
� de GL2(Qp) tel que la repŕesentation surC obtenuèa partir de�p par extension

des scalaires est une composante de l’induite compacte�C = indGL2(Qp)
� 1C , où 1C

désigne la repŕesentation identité dansC . Un tel groupe existe d’après [V3] (4.3)
et en outre, d’apr̀es [V3] (4.4) ce ŕesultat reste valable surK, c’est-̀a-dire que�p
est une composante de l’induite compacte�K = indGL2(Qp)

� 1K .
L’espaceV de cette repŕesentation est l’ensemble des fonctionsf de GL2(Qp)

dansK qui sont invariantes̀a gauche parK et à droite par un sous-groupe ouvert
compact de GL2(Qp) qui dépend def . L’ensemble des fonctions deV qui sont
à valeurs dansOK est unOK réseau admissible deV dont l’intersection avec
l’espace de�p fournit unOK réseau admissible de�p.

Ceci conclut la proposition 3. On peut en déduire le ŕesultat principal de ce
paragraphe:

PROPOSITION 4.Siv est un vecteur non-nul deV

L(v) = ModOK
f�p(g)v j g 2 GL2(Q p)g;

est unOK réseau admissible de type fini de�p.
Démonstration. Remarquons tout d’abord queL(v) est bien unOK [G] module

de type fini. Notons alorsL le OK réseau fourni par la proposition 3. LeOK

moduleL(v) est stable parG. Il engendre un sous-espace deV qui est stable par
GL2(Qp) et qui, puisqueV est irŕeductible sous l’action de GL2(Qp), estV tout
entier. Il existe uńelément non nula dansOK tel queav soit dansL si bien que
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REPŔESENTATIONS EXTRAORDINAIRES 351

L(v) est contenu dansa�1L. Si� est un sous groupe ouvert compact de GL2(Qp),
L(v)� est contenu dansa�1L� qui est unOK module libre de type fini. Donc
L(v)� aussi. DoncL(v) est unOK réseau admissible de�p.

3.4. POUR EN FINIR AVEC�2 ET �02

PROPOSITION 5.Il existe un caract̀ere�l deQ2 à valeurs dans1+ lZl tel que

�2 ' �02 
 �l:

Démonstration. Reprenons notre problème tel que nous l’avions abandonné à
la fin du Paragraphe 2. La représentation� est associéeà la forme modulairef .
Par hypoth̀ese, le caractère central de�2 vérifie !2(2) = 1

2. Sa restrictioǹa Z�2
est donńee par". De m̂eme, la repŕesentation�0 est associéeà la forme modulaire
f 0, le caract̀ere central de�02 vérifie !02(2) = 2�l et il est égal à !2 surZ�2. On

a donc!2 = !02 
 j j1�l2 ; c’est-̀a-dire que les représentations�2 et �02 
 j j
1�l=2
2

ont le m̂eme caract̀ere central. Soit� le caract̀ere non ramifíe d’ordre 2 deQ�2,

donńe par�(2) = �1. Si 2l�1=2 � 1 modl on posera�l = j j
1�l=2
2 : Si au contraire

2l�1=2 � �1 modl on posera�l = j j
1�l=2
2 
 �: Ce caract̀ere�l està valeurs dans

1+ lZl et vérifie�l modl = 1:
On peut appliquer la proposition 4à�2. Le réseauL introduit en 2.2 est admissible.
D’après le corollaire 12 de [V2], puisque�2 est cuspidale,L=mKL est irŕeductible,
et la surjection (2.2) deL=mKL surW est en fait un isomorphisme

L=mKL
�
�!W; (3.1)

si bien queW aussi est irŕeductible. De m̂eme,L0 est un ŕeseau admissible de�02.
C’est donc aussi un réseau admissible de�02
 �l qui a la m̂eme ŕeduction modulo
mK que�02.

Intéressons-nous maintenantà f1. PuisqueV 1 est isomorphèa une somme de
copies deV 0, le vecteurf1 2 V 1 correspond dans cette sommeà

Lm
i=1 vi avec un

vi dans chaque copie deV 0. D’après la proposition 4, pour touti

L0i = ModOK
f�2(g)vi j g 2 GL2(Q2)g

est un ŕeseau admissible deV 0 et, puisqueL0 en est un autre, d’après le lemme (BN)

L0i=mKL
0
i ' L0=mKL

0 (3.2)

à semi-simplification pr̀es. De plus
Lm

i=1L
0
i est unOK réseau admissible deV 0.

L’isomorphisme deV 1 avec
Lm

i=1V
0 induit une injectionL1 !

Lm
i=1L

0
i. Par

construction, le ŕeseauL1 est stable par GL2(Qp) et engendreV 1. Puisqu’il est
plonǵe dans unOK réseau admissible, il est lui-m̂eme admissible. Alors, d’après le
lemme (BN), les semi-simplifíees deL1=mKL

1 et
Lm

i=1L
0
i=mKL

0
i sont isomorphes.
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Le point cĺe de ce raisonnement est la proposition 2: la multiplication par
l’invariant de Hasséetablit un isomorphisme deW surW 1. L’espaceW 1 est donc
irréductible, et c’est un quotient deL1=mKL

1 à cause de la surjection (2.3). C’est
donc un sous-quotient de l’un desL0i=mKL

0
i, c’est-̀a -dire, par (3.2), un sous-

quotient deL0=mKL0. On d́eduit alors de l’isomorphisme (3.1)L=mKL
�
�!W et

de la proposition 2W �
�! W 1, queL=mKL est un sous-quotient deL0=mKL0.

D’après le corollaire 12 de [V2], le cas oùL0=mKL0 n’est pas irŕeductible survient
uniquement si�02 est une repŕesentation principale. La représentationL0=mKL0 est
alors induite par deux caractères. MaisL=mKL, qui est cuspidale comme�2, ne
peut paŝetre sous-quotient d’une telle induite. La représentationL0=mKL0 est donc
irréductible et isomorphèa L=mKL. Comme�2 et �02 
 �l ont même caract̀ere
central, on a, d’après le lemme (RC)�2 ' �02
�l, ce qui d́emontre la proposition 5.

4. Conclusion

Revenons̀a un point de vue global. D’une part, au paragraphe 1, nous avons
construit une représentation galoisienne� continue età valeurs dans GL2(C ),
assocíeeà� etf par les relations suivantes: pour presque toutp

�p = �H(��p) (4.1)

et

trFp = ap et detFp = "(p): (4.2)

D’autre part, nous disposons de la représentation galoisienne�0 assocíeeà�0 etf 0

par le th́eor̀eme 2, telle que que pour presque toutp

�0p = �H(�
0
p); (4.3)

si bien que

��0p = �H(��
0
p)
 j jp: (4.4)

La repŕesentation� esta priori à valeurs dans GL2(C ) mais se ŕealise en fait
surK. L’image de Gal(Q=Q) est finie dans GL2(C ) donc aussi dans GL2(K) où
elle est compacte. La représentation�0 se ŕealiseégalement surK et comme elle
est continue,�0(Gal(Q=Q)) aussi est compacte dans GL2(K). Les repŕesentations
� et �0 sont doncéquivalentes̀a des repŕesentations̀a valeurs dans GL2(OK) et
on peut les ŕeduire modulomK , a fortiori moduloml. Nous allons d́emontrer la
proposition 6 dont l’́enonće pŕecis est

PROPOSITION 6.Les repŕesentations�2 et�02 sont líees par la relation

tr(�02) � tr(��2 
 j j�1
2 )modml

et

det(�02) � det(��2 
 j j
�1
2 )modml:
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Démonstration. Soit p une bonne place pour� et �0. Nous allons comparer
�H(��p) avec�H(��0p), c’est-̀a-dire, d’apr̀es (4.1) et (4.4),�p avec��0p 
 j j�1

p . La
relation (4.2) permet de calculer

det(1�XFp) = 1� apX + "(p)X2:

Rappelons que�0p est la śerie principale non ramifíee I
�
j js1; j js2

�
, où s1 et s2 sont

donńes par

ps1 + ps2 = p1=2 a0p et ps1ps2 = pl "(p):

NotonsF 0p l’image de la substitution de Frobenius enp par�0. La relation (4.3)
permet alors de calculer queF 0p estéquivalent̀a

0
@ p�s1�1=2 0

0 p�s2�1=2

1
A

ce qui donne

det(1�Xp�1F 0p
�1
) = 1� a0pX + pl�1"(p)X2:

Commea0p � ap modml et pl�1 � 1 modl les ŕeductions moduloml de det(1�

XFp) et det(1�Xp�1F 0p
�1) sontégales pour presque tous les nombres premiers

p. D’après le lemme 3.2 de [D-S] (qui se déduit du th́eor̀eme de Cebotarev) les
repŕesentations obtenues par réduction moduloml à partir de� et ��0 
 j j�1 sont
isomorphes̀a semi-simplification pr̀es. En particulier

tr(�02) � tr(��2 
 j j�1
2 )modml

et

det(�02) � det(��2 
 j j
�1
2 )modml;

ce qui d́emontre la proposition 6.
D’après la proposition 5 et les propriét́es deFl, on peut́ecrire

Fl(�2) = Fl(�
0
2)
 ��1

l = �02 
 ��1
l ;

avec la proposition 6, sachant que��2 
 j j
�1
2 = �H(�2) on obtient

tr(Fl(�2)) � tr(�H(�2))modml; (4.5)

det(Fl(�2)) � det(�H(�2))modml: (4.6)

Les coefficients tr(Fl(�2)) et det(Fl(�2)) ne d́ependent pas del. Comme les
relations (4.5) et (4.6) sont vraies pour tout nombre premierl suṕerieurà 5 et ne
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divisant pasN , c’est-̀a-dire pour une infinit́e del, ce sont en fait deśegalit́es: pour
tout l, les repŕesentationsFl(�2) et�H(�2) ont le m̂eme polyn̂ome caract́eristique.
Comme�H(�2) est irŕeductible,Fl(�2) aussi et elles sont isomorphesFl(�2) =
�H(�2): Voil à pourquoiF(�2) est associéeà�2 par la correspondance de Hecke.

5. Deux remarques

5.1. PROBLÈMES DE NORMALISATION

On est ameńeà comparer�p à��0p
j j
�1
p plutôt qu’à�0p parce que les correspondances

des th́eor̀emes 1 et 2 ne sont pas exactement les mêmes. Soitk > 2. Si� est une
repŕesentation automorphe admettantDk comme composantèa l’infini, on peut lui
associer une forme modulairef 2 Sk(N; "). En une bonne placep, �p est la śerie
principale non ramifíee�p = I(j js1; j js2) où s1 ets2 sont deux nombres complexes
vérifiant

ps1 + ps2 = p1=2 ap et ps1ps2 = pk "(p):

Via le théor̀eme 1 on peut associerà f une repŕesentation galoisiennel-adique�.
Si�p est unélément de Frobenius enp

tr (�(�p)) = ap et det(�(�p)) = pk�1"(p);

c’està dire que�(�p) estéquivalent̀a
 
ps1�(1=2) 0

0 ps2�(1=2)

!
:

Via le théor̀eme 2, on peut associer directementà� une repŕesentation galoisiene
l-adique�0 telle que, en une bonne placep, �0p = �H(�p), si bien que�0(�p) est
équivalent̀a 

p�s1�(1=2) 0

0 p�s2�(1=2)

!
:

C’est pourquoi�p = ��0p 
 j j�1
p .

5.2. GÉNÉRALISATION

La démonstration du th́eor̀eme 2 qu’on vient de lire reste valable pour une repré-
sentation cuspidale ordinaire�p de GL2(Qp). Il suffit de ǵeńeraliser le lemme 1.1
à une repŕesentation dih́edrale, pour ‘plonger’�p dans une représentation auto-
morphe de poids 1.

Plus pŕeciśement, consid́erons une représentation cuspidale ordinaire��p de
GL2(Qp) dont le caract̀ere central!p vérifie !p(p) = 1=p. La repŕesentation
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galoisienne associée�p = �L(�p) 
 j j
�(1=2)
p est dih́edrale, c’est̀a dire que la

projection dans PGL2(C ) de l’image de�p est isomorphèa un groupe dih́edralDn

pour un certain entiern suṕerieurà 2. Le lemme 1.1 devient alors.

LEMME 5. Il existe une repŕesentation continue�: Gal(Q=Q) ! GL2(C ); irr é-
ductible, dih́edrale, dont la restrictioǹa Gal(Q p=Qp) est isomorphèa �p.

Démonstration. Puisque�p est dih́edrale, il existe une extension quadratique
E=Qp et d’un caract̀ere�p de Gal(Qp=E) tel que�p est induite par�p. On peut
alors trouver une extension quadratiqueL=Q qui admet une seule placev au
dessus dep telle queLv = E, et prolonger�p en un caract̀ere� de Gal(Q=L).
La repŕesentation� de Gal(Q=Q) induite par� est irŕeductible, dih́edrale et sa
restrictionà Gal(Qp=Qp) est isomorphèa�p.

Les ḿethodes d́ecrites au paragraphe 12 de [J-L] permettent alors d’associerà
� une repŕesentation automorphe� de GL2(A ) dont la composantèa l’infini estD1

et qui v́erifie, en toute place finiep0

L(�p0 
 j j
�(1=2)
p0 ; s) = L(�p0 ; s):

Des calculs de la d́emonstration du lemme 1.2, on déduit que la composante enp
de� est��p.
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aviśee de Henri Carayol,̀a qui je dois un tr̀es grand merci car ce sont ses conseils et
son optimisme qui m’ont permis d’en venirà bout. Je tienśegalement̀a remercier
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France, Ast́erisque147–148 (1987), 33–47.
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l’Ecole Normale Suṕerieure, (4). 7 (1974), 507–530.

[Ge] Gelbart, S.: Automorphic Forms on Adele Groups.Annals of Mathematics studies,
Princeton university Press, 1975.

[Gr] Grothendieck, A.: Mod̀eles de ńeron et monodromie dans groupes de monodromie en
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