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Abstract. Let A and z bed x d and d x 1 real matrices. We study the asymptotic distribution of the
sequence ((A™z)mod.Z?) inthetorus T. We prove that for any A, for almost dl «, this distribution
exists; we characterize the case where this distribution is uniform; we give a description of the non
uniform case. Finally we ask a question on the asymptotic distribution modulo 1 of the coefficients
of the sequence of powers (A™).
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Introduction

Il est bien connu, depuis les travaux de H. Weyl et J. F. Koksma, que si a est un
nombre réel strictement plus grand que 1, alors pour presque tout nombre réel z
(au sens de la mesure de Lebesgue), la suite (a"x),>0 est équidistribuée modulo
1. Autrement dit, pour presque tout x, pour toute fonction réelle 1-périodique et
continue définie sur R, la suite des moyennes de Riesz—Raikov

(% 5 f(a":v)> @

n<N

converge vers|’intégrale de lafonction f entre O et 1.

Ce résultat est exposé dans les ouvrages classiques sur la distribution modulo
1, comme [7] ou [9]. Des propriétés plus fines sur la distribution des sommes de
Riesz—Raikov ont été recemment étudiées par J. Bourgain ([2]), B. Petit ([8]) et
K. Fukuyama ([5]). Nous nous intéressons dans cet article alasituation correspon-
dante en dimension supérieure a 1.

Nous notons d un nombre entier strictement positif, et les éléments de |’ espace
R? sont représentés par des vecteurs colonnes. Le tore T¢ est le quotient R? /9, et
s z € R? nousnotons {z} := z + 74 € T

Rappelons la définition classique de la notion de distribution asymptotique.
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DEFINITION. Soient s = (sn)n>0 Une suite dans un espace topologique locale-
ment compact 7', et 1, une mesure de probabilité réguliere sur 7'. La suite s admet
w comme distribution asymptotique si, pour toute fonction continue bornée f,

. 1
im_ 7 X ) = | 10 duo).

N—oo N
n

(Autrement dit, la suite de probabilités (1/N )X,y 05, Converge étroitement vers
1) Si T est un groupe compact et 1. sa probabilité de Haar on dit que la suite s est
equidistribuee dans T'.

1. Présentation desreésultats

THEOREME 1. Soit A une matrice réelle (d, d). Pour presque tout z € R?, la
suite ({A"z}),>0 posséde une distribution asymptotique dans le tore T¢.

Geénériquement (pour le choix de la matrice A), deux situations peuvent se
présenter:

e si lerayon spectral delamatrice A est strictement inférieur a1, on a bien sir,
pour tout z € RY,  lim,_,o A"z = O;

e Si lamatrice A possede un vecteur propre associéaune valeur propredemodule
> 1 et dont les composantes sont rationnellement indépendantes, alors, pour
presque tout z, la suite ({ A"z }),,~0 est équidistribuée dans e tore T.

Dans la Section 3, on décrit la distribution asymptotique de la suite ({ A"z }).
En particulier, on caractérise les matrices A telles que, pour presgue tout z, cette
suite soit équidistribuée. Comme on vient de I’ affirmer ¢’est généralement le cas
quand le rayon spectral de A est > 1; c'est également le cas (en général) quand
A possede une valeur propre de module 1 et que le sous-espace caractéristique
associé ne coincide pas avec le sous-espace propre (autrement dit, il y aun bloc de
Jordan non trivial associé a une valeur propre de module 1).

Remarque. Si la matrice A est a coefficients entiers, le Théoreme 1 est une
version du théoreme ergodique de Birkhoff. Par contre, dans le cas général d’une
matriceréelle, il est différent de considérer lasuite ({ A"z }) ou lasuite desimages
de z sous les itérés de latransformation y — Ay + Z%.

2. Existencedeladistribution asymptotique

L’ objet de ce paragraphe est de donner une démonstration du Théoreme 1. Pour
tout nombre réel ¢, nous noterons e(t) := exp(2ixt). On considere une matrice A
fixee.
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PROPOSITION 1. Soit u € R?, tel que la suite (‘A" u),,0 Soit non bornée dans
R¢. Pour presquetout z € R?,

lim 1 Z e(fuAd™z) = 0.

N—
o n<N

Ladémonstration de cette proposition est basée sur des estimations du méme type
gue celles utilisées par Koksmadans [6] et sur le lemme suivant.

LEMME 1. Soit u € R%, tel que la suite (A™u),>o Soit non bornée dans R%. ||
existe une constante ¢ > 0 et un nombre entier p > Otelsque, si0 < m < n — p,
alors

| A"u— A™u ||> c(n —m).

Preuvedu Lemme 1. On peut écrire A = P~ B P ou P est unematrice complexe
inversible et B une matrice de Jordan. En utilisant une norme adaptée ala structure
d algebre de I’ espace des matrices, on a

I B"Pu [|l2]| P~HI7H| A™u |,

| A — A™u |[2|| P ||7H| B"Pu~ B™Pu .

Il nous suffit donc de demontrer que si B est une matrice de Jordan et si v est un
vecteur colonne tels que la suite (B™wv) soit non bornée, alorsil existe ¢ et p tels
que, pour 0 < m < n —p,

I B0 || = | B™0 |I| > ¢|n—m|.

Les puissances d' une matrice de Jordan sont faciles a déecrire. Le fait que la suite
(B™w) soit non bornée peut venir de la présence de valeurs propres de module > 1
ou de blocs de Jordan non triviaux associés a des valeurs propres de module 1. En
notant a,, :=|| B™v || on voit ainsi que |’ on est nécessairement dans un des deux
cas suivants:

1¥ cas: aune constante multiplicative pres, il existe un nombreréel p > 1 et un
nombre entier k£ > 0tels que

an ~ n¥p™ quand n — oco.

2" cas: & une constante multiplicative prés, il existe un nombre entier & > Otel
que

an = nf +O(n 1.
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Etude du premier cas.
Soit ng > Otel que, pour tout n > ng,

n<nfpt V4 <a, <n

k;pn+1/4‘
Soient b 1= max{u; | 0 < k < no} et nq entier tel queny > no et [n > ny =
an > 2b).
On aalors, pour tout n > ng:
Sing<m<n,

Ap — Gy > nkp”*1/4 — mkpm+1/4 > pn*1/4 _ pm+1/4 > pnfmfl/z 1

> (n—m—Hin(e) > 4n - m)in(p);
s m < no,
an—amgan—b>%an>%n>%(n—m).

Ainsi, pour tout n assez grand et pour tout m < n, a, — an, > c(n —m).

Etude du second cas. Il existe une constante b telle gue, pour tout n > 0O,
| an, —nk |< bnFL.
SS0<m<n,ona

ap — Gy, = 1P —mF —bnk—1 —pmhr-1

n
> (0 — m) (k) — b k) > (= m) b,

Sin—m > 4b, dorsa, — a, > %(n—m).

Le Lemme 1 est demontré.

Preuve de la Proposition 1. Par hypothése, la suite (‘A™u) est non bornée.
Suivant un théoreme métrique classique en théorie del’ equidistribution (cf. [3], [9]
I11.3, ou [7] 1.4), il suffit, pour démontrer la Proposition 1, de prouver que, pour
tousnombresa et b telsquea < b,

2

1 / ¢
— e("ud™z)| dz < co. 2
1%0 N3 LR ng\f
Ona
2
/ ) Z e(fuA™z)| dz
[a.b] n<N
—(b-a)N+2Re 3 / etu(A" — A™)z) dr. @3)
[a,b]

o<m<n<N
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En notant ‘u(A™ — A™) = (v}, V2 s 508 ), 0na

n,m’ “n,m>

/[ » e(fu(A™ — A™)z) dz

D’ou

/[ »” e(fu(A™ — A™)z) dx

g(b—a)dlmin{ |1<j<d}.

|V, m]
Or, d'apresleLemme 1, il existec > Oetp > Otelsque, si0< m < n — p,
| fu(A™ — A™) || e(n — m).

Il existe donc une constante ¢’ > O telleque, si 0 < m < n — p, dors

min{ 1 |1<j<d}<c’ 1
U%,m (n - m)
Ona
2Re Z / e(fu(A™ — A™)z) dz
[a,b]¢

0<m<n<N

<plb-a)'N+2| ¥ / e(tu(A" — A™)) d |
a4

o<m<n—p

Revenant a (3), on obtient, grace aux inégalités précédentes,

2

/ Z e(fud™z)| dz
[a,b] n<N
/
<(2p+1)(b—a)’N + 276(b —a)"t Y _im

oSKm<n<N n

2/
< (2p+1)(b—a)’N + —c(b— a)”INInN.
i

Cette majoration assure la condition (2) et la Proposition 1 est demontrée.
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PROPOSITION 2. Soit B une matrice carrée complexe (d, d). S la suite (B™),,>0
est bornée, elle possede une distribution asymptotique dans I’espace des
matrices.

Preuve de la Proposition 2. On peut écrire B = P~1C'P ol P est une matrice
inversible et C' une matrice de Jordan. Si lasuite (B™) est non bornée alorslasuite
(C™) estnon bornéeet si lasuite (C™) possede unedistribution asymptotique, alors
lasuite (B™) en possede aussi une, car |’ application M — P~1M P est continue
sur I’ espace des matrices. Il nous suffit donc de considérer le cas ou B est une
matrice de Jordan. Si ses puissances forment une suite bornée cette matrice est
nécessairement de laforme

(5 )
B = ;
0 B
ou B; est une matrice diagonal e dont |es coefficients diagonaux (e(1), e(62), . . .,
e(6,)) sont de module 1, et ou lamatrice de Jordan B> n’ aque des valeurs propres
de module < 1.

L es puissances de la matrice B, forment une suite convergente vers zéro.

Il est bien connu que si 1" est une translation du tore T?, alors la suite (7 (0))
est equidistribuée dans un sous-groupe du tore. On en déduit que la suite des

puissances de lamatrice By possede une distribution asymptotique.
Lasuite (B™) est asymptotiquement distribuée comme la suite

B 0

0 0/
COROLLAIRE 1. Soit u € R?. S la suite (*A"u),>0 est bornée dans R?, elle
possede une distribution asymptotique dans R¢.

En effet, si la suite (‘A" u),,>0 est bornée, alors le vecteur u est contenu dans
la somme directe des sous-espaces propres de ‘A associés aux valeurs propres
de module 1 et des sous-espaces caractéristiques associés aux valeurs propres de
module < 1. Cette somme directe est un sous-espace stable par ‘A. 1l existe une
matrice B dont les puissances forment une suite bornée et telle que, pour tout
n >0, A"y = B™u. On conclut alors grace ala Proposition 2.

Preuvedu Théoreme 1. DelaProposition 1 et du Corollaire précédent, on déduit
que, pour tout « € R¢, pour presque tout = € R?, lasuite

1 n
<N E e(*fuA w))
N>0

n<N

est convergente. Grace a un argument de denombrabilité, ceci implique que, pour
presque tout z € R?, pour tout u € Z¢, cette suite est convergente. En utilisant
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I’argument d’ approximation uniforme du critere de Weyl, on conclut que pour
presque tout = € R?, pour toute fonction continue f sur le tore T¢, la suite

1 n
<N Z f({A x})) oo

n<N

est convergente. D’ apres le théoreme de représentation de Riesz, lalimite de cette
suite est delaforme [, f du, ol 1 est une mesure de probabilité sur le tore.
Le Théoréme 1 est demontreé.

3. Description deladistribution asymptotique

Soit A unematriceréelle(d, d) et L I’endomorphismedel’ espace complexeassocié
alamatrice A dans la base canonique. Soit (eq, e, ..., eq) Une base de I’ espace
dans lagquelle la matrice associée a L a une forme de Jordan. Cette base est une
réunion de familles libres de vecteurs du type (e1,x, €21, - - -, ex,x) OU A désigne
une valeur propre, le sous-espace engendré par cette famille étant stable sous L et
lamatrice de L dans cette base de sous-espace s écrivant

Al

Al O
A

O Al

A

On diraquel'indice k est I'indice maximal de ce bloc de Jordan. Plusieurs blocs
de ce type peuvent bien slir &tre associés ala méme valeur propre .
Notons E |e sous-espace de R¢ engendré par I’ ensemble des e = ej ) avec

|A] > 1ou

|A| = 1etl’indicej n'est pasmaximal danslebloc du vecteure.

Notons G I’ adhérence, dans le tore T¢, du sous-groupe (E + z4) /7.

THEOREME 2. 11 y a équivalence entre:

(1) Pour presguetout z € R?, lasuite ({ A"z }),>0 est équidistribuée dansletore
T,

(2) Il existe un vecteur v dans le sous-espace FE, dont les composantes sont
rationnellement indépendantes.

(3) Pour tout vecteur non nul « a composantes entieres, la suite (“A"u),o est
non-bornée.
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(4) G =T

Preuvedu Théoreme2. (2) = (3) On suppose que la propriété (2) est satisfaite.
Soitu € 2% u # 0. 1l existev € E tel que‘uv # 0.

Notons I I'ensemble desindicesi entre 1 et d tels que le vecteur e; appartienne
au sous-espace E. Il existe i € I tel que ‘ue; # 0. Fixons un tel indice i en
le choisissant de fagon que le vecteur e; soit d’'indice minimal dans son bloc de
Jordan et notons A la valeur propre de A telle que e; appartienne au sous-espace
caractéristique associé a \. Grace a cette propriété d’indice minimal, on a

bu(Ae; — Ae;) = 0.

En se remémorant |a définition de £, on peut distinguer deux cas. Si |A\| > 1,
aors, ‘tuA™e; = A" ('ue;) est une suite non bornée. Si |\| = 1, dorsil existe un
indice j tel que Ae; = Xe; + e;, ce qui nous donne

tudme; = X" (tue;) + nA" " (tue;),

et lasuite (‘uA"e;) est non bornée.

Dans les deux cas on peut conclure que la suite de formes linéaires (‘uA™) est
non bornée.

(3) = (2) Supposons que, pour tout v € E, il existe u € Z% u # 0 tel que
tyy = 0. Etant donné que le sous-espace E ne peut pas &tre contenu dans une
réunion denombrable d’ hyperplans sans étre contenu dans |’ un d’ entre eux (car s
E n’est pas contenu dans | hyperplan H, alors E () H est négligeable dans E), il
existeu € Z%tel que, pour tout v € E, fuv = 0. Fixons un tel vecteur w.

Notons B la matrice de Jordan représentant |I’endomorphisme L dans la base
(e1,€2,...,eq) 6 B" = [bg-?i)]l@,jgd ses puissances. Soit < un indice entre 1 et d.
Ona

Or I est le complémentaire de I’ ensemble des indices j tels que, pour tout ; entre
letd, lasuite (b( )) est bornée. On conclut que, pour tout 7, la suite (‘uA™e;) est
bornée. Il existe donc un vecteur non nul u a composantes entieres tel que la suite
(‘uA™) soit bornée, ce qui contredit la propriété (3).

(2) = (4) Si v est un &ément de R3 dont les composantes sont rationnellement
indépendantes, alors la‘droite’ {tv + Z? | t € R} est dense dansletore T¢. Si de
plusv € E onadonc G = T

(4) = (2) Si tout éément v de E ades composantesrationnellement dépendantes,
alors E est contenu dans un ‘hyperplan rationnel’, ¢’est adire qu'il existeu € 74
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tel que, pour tout v € E, ‘uv = 0 (cette remarque a été faite précedemment). Le
sous-groupe G'i; du tore est alors contenu dans le sous-groupe propre {w € T¢ |
byw = 0}.

(3) = (1) Sous la condition (3), on a, d apres la Proposition 1, pour tout
u € 7% u # 0, pour presquetout = € RY,

: 1
lim N Z e(fud™z) = 0.

n<N

C'est exactement le critére de Weyl pour |’ éguidistribution dela suite ({ A"z }).
(1) = (4) Supposonsque G g soit un sous-groupepropre dutore T¢ et montrons
gue, pour tout x assez proche de zéro, la distribution asymptotique de la suite
({A™z}) est portée par une partie propre du tore. |l existe e > O tel que, S B.
désigne une boule derayon ¢, alors G + [B. + Z% # T¢. (Ceci est une propriété
satisfaite par toute partie fermée propre du tore). Fixons un tel nombree.
Notons F' le sous-espaceengendrépar lesvecteursdelabase (eq, ey, . . ., e4) Qui
ne sont pas dans |e sous-espace E. Les sous-espaces F et F' sont supplémentaires.
Rappelons que E est stable sous |’ action de A. Notons A la matrice définie par

sizeR?, dorsApz € F et Az — Apz € E.

De la définition de £, on déduit que la suite des puissances de la matrice Ap est
bornée (cf. les formules utilisées dans|’implication (3) = (2)).

Siz € RY,onécritz = 2'+a"” avecs’ € Eeta” € F.OnaadorsA"z—A%a" €
E. D'autre part, il existenp > Otel que, s || =z ||< 7, dors, pour tout n € N,
| A%z" || < e, et donc

{A"z} € G + [B. + 2.

Lasuite ({A™z}) est donc contenue dans une partie fermée propre du tore. Et ceci
étant vrai pour tout z dans une boule, on obtient bien une contradiction avec la
propriété (1). Le Théoreme 2 est démontreé.

On peut donner une description de la distribution asymptotique dans le cas
géneéral.

THEOREME 3. § la matrice A ne posséde pas de valeur propre de module 1,
alors, pour presquetout = € R?, la suite ({A"z}),>0 admet, comme distribution
asymptotique, la probabilité uniforme sur le groupe G .

Danstous lescas, pour presquetout z, il existe un compact M (z) dansR¢ telle
que la suite ({ A"z }) admette, comme distribution asymptotique, une probabilité
portéepar G + [M(z) + Z9).

La preuve de ce théoreme est contenue dans la preuve du précédent. Donnons
deux exemples simples pour illustrer diverses situations possibles.
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Exemple 1. Si
A0 0
A= 0 cosf -—sing avech > 1,

0 sné cosé
aors
Gg =1{(t,0,0) | t € T}.

Si de plus 8/ est irrationnel, alors pour presque tout z, la suite ({ A”x}) admet
comme distribution asymptotique la probabilité uniforme sur le cylindre G +
[C() + 29, olt C(x) est le cerdle {(0,y2,y3) € B® | 43 + 45 = 23 + 23}. (On
anoteici 'z = (r1,x2,73)). Si par contre /7 est rationnel, alors, pour presque
tout z, la suite ({A"z}) admet comme distribution asymptotique la probabilité
uniforme sur une réunion finie de translatés de la droite G ...

Exemple 2. Plagons nous & nouveau en dimension 3. Si la matrice A possede
une direction propre associée a une valeur propre de module > 1 contenue dansle
plan {z,y, 0} et de penteirrationnelle, si le plan {0, y, z} est stable sous I’ action
de A et si larestriction de cette action ace plan est une rotation d’ angleirrationnel,
alors, pour presgue tout z, le support de la distribution asymptotique de la suite
({A™zx}) est une‘tranche’ du tore

{(y1,92,98) € B | |yal < 3|} + 2°.

4. Uneprécision et une question

Dans le cas ou la restriction de I'action de la matrice A aux sous-espaces car-
actéristiques associés aux valeurs propres de module 1 est diagonalisable (il n'y
a aors pas de bloc de Jordan non trivial associé a une valeur propre de module
1), nous savons démontrer le résultat suivant: pour toute forme linéaire f sur
I’ espace des matrices (d, d), pour presquetout ¢t € R, la suite (tf(A™)) possede
une distribution asymptotique modulo 1.

Cereésultat contient la conclusion du Théoreme 1; en effet, il entraine que, pour
tout z € R?, pour presque tout ¢ € R, lasuite ({tA"z}) posséde une distribution
asymptotique dansletore T¢; par lethéoréme de Fubini, laconclusion du Théoréme
1 s'en déeduit.

Nous ignorons s cette propriété est satisfaite par toutes les matrices A. Ceci
est lié a de délicates questions sur la distribution asymptotique de combinaisons
lincairesdesuitesdutype (n* cosné),,~o. Danscettedirection, I’ article[1] contient
desrésultatsintéressants. Ony trouve en particulier laproposition suivante: si 6 est
un nombre réel tel que #/ soit irrationnel et si k& est un nombre entier > 0, aors,
pour tout ¢, lasuite (tn* cosn#) est équidistribuée modulo 1.
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Apres avoir achevé la rédaction de cet article, I’auteur a pris connaissance de

la note [4] dans lagquelle la question de I’ équidistribution de la suite ({ A"z }) est
discutée sous|’ hypothéese que la matrice A possede au moins une valeur propre de
module > 1.
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