
ESPACES HOMOGENES DE STEIN DES

GROUPES DE LIE COMPLEXES, II

YOZO MATSUSHIMA

Ce travail est une suite du memoire [8] paru dans ce journal. Dans [8],

on a etudie la structure du groupe connexe d'isotropie d'un espace homogene

de Stein G/H d'un groupe de Lie semi-simple complexe et connexe G et on a

montre que le groupe H est egal au complexifie d'un sous-groupe compact

maximal de H ([8], Theoreme 3). Le but essentiel de ce travail est d'etendre

ce resultat au cas d'un espace homogene de Stein d'un groupe de Lie complexe

et connexe quelconque.

Soit G/H un espace homogene de Stein d'un groupe de Lie complexe et

connexe G. Supposons que H soit connexe et que G opere de maniere presque

effective sur G/H. D'apres un resultat de [7], G est alors un groupe de Stein.

Soient K et L des sous-groupes compacts maximaux de G et H respectivement

tels que K D L et soient K et L leurs complexifies. On demontre que L est

egal a la composante connexe de Γelement neutre du groupe K Γ\ H (Theoreme

2). Pour etablir ce theoreme on demontre d'abord que, si un groupe de Lie

complexe opere sur une variete complexe et connexe de maniere holomorphe

et presque effective, le groupe connexe d'isotropie satisfait a une certaine con-

dition remarquable (Theoreme 1).

Si le groupe G est egal au complexiίie d'un sous-groupe compact maximal,

la condition pour le groupe H trouvee dans le theoreme 2 est suffisante pour

que G/H soit une variete de Stein, comme on le voit du theoreme 5 de [7].

On demontre ici que, si G est un groupe de Stein nilpotent, cette condition est

suffisante pour que G/H soit une variete de Stein.

Dans le paragraphe 4, on etabit un theoreme de decomposition de la variete

d'un groupe de Lie complexe et connexe, ce qui est analogue a un theoreme

trouve par Mostow [9] dans le cas d'un groupe de Lie reel. On retrouve ainsi

le theoreme 1 de [8] dans une forme plus precise.
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1. Dans tout ce qui suit, on designera par 9, ί), ί etc. les algebres de Lie

des groupes de Lie G, H, L etc. Soit G un groupe de Lie complexe et connexe

et soit K un sous-groupe compact maximal de G. On dit que G est un groupe

de Stein, si f Π * ϊ = (0). D'apres [7j, Theoreme 1, la variete sous-jacente d'un

groupe de Stein est une variete de Stein. Soit G un groupe de Stein et soit K

un sous-groupe compact maximal de G. Soit T la sous-algebre complexe de Q

engendree par la sous-algebre reelle f:? = ϊ-M f. L'algebre T est isomorphe a

la complexification ! c = f ®C de f, C designant le corps des nombres complexes.

Le sous-groupe de Lie complexe et connexe de G correspondant & T sera designe

par K et appele le complexifie de K dans G. Le groupe K est ferine dans G

C81

Definition. Soit G un groupe de Lie complexe et connexe et soit K un

sous-groupe compact maximal de G. On dit que le groupe G satisfait a la

condition (ζ?) si la suivante soit verified

{Q). Le groupe G est de Stein et il existe un sous-groupe de Lie ferrnέ,

invariant et complexe N de G qui est resoluble, connexe et simplement^connexe

tel que G^K N, Kf)N= (e).

Un theoreme de Hochschzld-Mostow ([61 Theorem 4.2) peut etre enonce

sous la forme suivante.

PROPOSITION 1.1 (Hochschild-Mostow). Soit G un groupe de Lie complexe

et connexe. Si G possέde une reprέsentation linέaire holomorphe fidtte, alors G

satisfait a la condition (Q).

La reciproque de cette proposition est aussi vraie, comme il a ete demontre

par Hochschild et Mostow ([6], Theorem 3.6). Mais on ne Γutilisera pas dans

la suite.

2. THEOREME 1. Soit G un groupe de Lie complexe opέrant sur une variέtέ

complexe et connexe V de maniere holomorphe et presque effective. Alors le

groupe connexe d'isotropie de G en un point quelconque de V satis/ait a la

condition {Q).

Etablissons d'abord quelques lemmes.

LEMME 2.1. Soit G un groupe de Lie complexe et connexe et soit M un

sous-groupe de Lie fermέ, invariant et complexe de G qui est resoluble^ connexe
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et simplement connexe. Si le groupe quotient G/M satsfait a la condition (Q),

il en est de me me de G.

Soit G = G/M et soit π Γhomomorphisme canonique de G sur G'. Soit K'

un sous-groupe compact maximal de G'. Le groupe M etant connexe, il existe

un sous-groupe compact maximal K de G tel que π.K-R' (cf, [5]). Puisque

M est resoluble et simplement connexe, tout sous-groupe compact maximal de

M se reduit a (e). Par suite, K Π M— (e) et la restriction de π a K est une

bijection de K sur Kf. On va montrer d'abord que G est un groupe de Stein.

Soit πf Γhomomorphisme canonique de 0 sur Q' =-• β/m. Alors π' induit une bijection

de f sur ϊ'. Soit XeίΠif. Alors π'(X) e V(MV. Puisque G' satisfait a la con-

dition (©), G' est de Stein et done VΠiV= (0). Par suite, πf(X) =0 et, Impli-

cation π' etant bijective dans f, on a X = 0. Alors f Γ\it = (0) et G est de Stein.

Puisque 7τ'(ϊ) = ϊ', Γhomomorphisme π induit un homomorphisme πι de K sur

ϋΓ'. Puisque K et TΓ' sont les complexifies de leurs sous-groupes compacts

maximaux K et K' et puisque zn induit une bijection de K sur /£', on voit que

7ri es]t bijectif (voir [8], Γappendice).

Cela pose, d'apres Γhypothese du lemme, il existe un sous-groupe de Lie

ferme, invariant et complexe N1 de G1 qui est resoluble, connexe et simplement

connexe tel que G' = Kf.N!, KfΠNf = (e). Soit Af la composante connexe de

Γelement neutre de π'^N'). Alors N est un sous-groupe de Lie ferme, invariant

et complexe de G contenant Met π.N= N/M= N1. Les groupes M et N' etant

resoluble et simplement connexe, le groupe N Test aussi. On va montrer que

G = K.Ny KίΛN= (e). Puisque Kf = K.M/M, N1 = N/M et G1 = K'.N', on voit

que G = K.N. Designons par a et 0 respectivement les homomorphismes canoni-

ques de G sur G/N et de G1 = GlM sur G/iV. Alors a = θ°π. Soit maintenant

x^KCΛN. Le noyau de # etant egal a N, on a a(x) = e et par suite ^(7Γ(A;))

= .̂ Le noyau de θ etant egal a N1 on a 7Γ(Λ;) G N1. D'autre part, x^K et

done 7Γ(ΛΓ) G ^ ' . Alors 7Γ(ΛΓ) = e, car K'ΠN' = (e). Or, on a deja demontre que

la restriction m de π a ^ est une bijection de if sur i?'. Par consequent, on a

ΛΓ = ̂  et KΠN= (e). Le groupe G satisfait done a la condition ((?).

LEMME 2.2. So/ί G un groupe de Lie complexe et connexe et soit D un

sous-groupe invariant discret de G. Si le group quotient G/D satisfait a la

condition (Q), le groupe G satisfait aussi a la me me condition.
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Soit G-G/D et soit π (resp. πf) Γhomomorphisme canonique de G (resp.

de 9) sur G' (resp. sur 0'). Alors π1 est une bijection. Soit K un sous-groupe

compact maximal de G et soit K! un sous-groupe compact maximal de G con-

tenant π.K. Puisque le groupe G1 satisfait a la condition (Q), il existe un sous-

groupe de Lie ferme, invariant et complexe Nf de G qui est resoluble, connexe

et simplement connexe tel que Gf = Kf.Nf, KfΓ\Nf=(e). Soit Rf le radical de

G1. Alors R' contient N' et le groupe quotient R'lN1 est egal au centre connexe

de GIN1. Soit R le radical de G. On a alors π.R^R'. Soit maintentant N la

composante connexe de Γelement neutre de π"1(Nl). Alors N est contenu dans

R et N est un revetement de N*. Puisque Nf est simplement connexe, Γhomo-

morphisme π induit une bijection de N sur JV'. Par suite, N est simplement

connexe et resoluble. On va montrer que GIN est de Stein. Le groupe quotient

G/Nf etant isomorphe a K\ GflN' est de Stein. D'apres [7], Proposition 6, on

a a lors (ϊ' + iV) Πn' = (ί'Πn') -f i(f'Πn'). Le groupe N* etant resouble et simple-

ment connexe, tout sous-groupe compact maximal de Aτf se reduit a (e) et par

suite V Πn ; =(0) . Alors (V + if') Πn'=(0) . Or, π' est bijectif et τr'(ϊ) C V et

7r'(n) ~ n'. Par consequent, on a (! -f it) Πn = (0). Alors GIN est de Stein d'apres

[7.1 Proposition 6. Le groupe G/N etant de Stein, le sous-groupe RlN est aussi

de Stein. D'autre part, utilisant le fait que R'/N1 est le centre connexe de GIN1,

on voit que RlN est le centre connexe de GIN. On sait que un groupe de

Stein abelien est isomorphe au gronpe CnxC*m (m, n>0) ([7], Proposition 2).

II existe alors des sous-groupes de Lie fermes, invariants, complexes et connexes

M et L de R contenant iNΓtels que R/N= (M/N) x (LIN), M/N^Cn

f L/N^C*m.

Le groupe RlN etant le centre connexe de G/N, le groupe M est invariant dans

G. De plus, les groupes N et M/N etant resolubles et simplement connexes, il

en est de meme de M. On va montrer que le groupe GlM est de Stein. En

effet, le groupe G/R etant semi-simple, GlR est de Stein. D'apres [7], Propo-

sition β, on a alors (f -f if) Π r = (f Π r) + i(f Πr). fΠr est Γalgebre de Lie du

sous-groupe compact maximal KΓ\R de R. D'autre part, RlM^ etant isomorphe

a LIN, RIM est de Stein. Par suite, ((fΠr) +i(fΠr))Πm = (!Πm) +.i(fΓ\m).

On a alors (f + if) Πtπ=(fΠm) + i(f Πtn) et par suite le groupe GlM' est de

Stein. On va montrer maintenant que GlM est egal au complexifie du sous-

groupe compact maximal K.M/M. En effet, le groupe G/N est reductif et de

Stein et le centre connexe de G/N est egal a R/'N. Le complexifie K.NIN du

sous-groupe compact maximal K.N/N de G/N coincide alors avec le produit de
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L/N et de la partie semi-simple de G/N. Par suite, on a G/N= (K.N/N).{M/N).

Alors G-K.M et done GIM= K.M/M. On a ainsi montre que G/M est de

Stein et que G/M est egal au complexifie d'un sous-groupe compact maximal.

Alors G/M satisfait & la condition (Q). Le groupe M etant resoluble et simple-

ment connexe, G satisfait & la condition (Q) d'apres le lemme 2.1.

LEMME 2.3. Soit H un groupe de Lie complexe et connexe opέrant de

maniέre holomorphe et presque effective sur une variέtέ complexe et connexe V,

Soit a un point de V tel que h(a) =a quel que soit h&H. Soit p ΐhomomor-

phisme canonique de H dans le groupe linέaire dΊsotropie de H en le Point a.

Alors la composante connexe de ΐέlέment neutre du noyau de p est rέsoluble et

simplement connexeX).

Soit Ln le groupe de r-jets "holomorphes" inversibles de source et but a,

oύ n designe la dimension complexe de V (pour la notion de jets, voir Ehres-

mann [3]). Le groupe Lr

n est un groupe de Lie complexe et connexe et on peut

identifier Lι

n avec GL(nt C). Soit πr

s (r>s) Γhomomorphisme canonique de Ln

sur Ln defini par πζ (jaf) = /?/. Le noyau de πϊ est resoluble, connexe et

simplement connexe. Soit maintenant pr Γhomomorphisme de H dans Lr

n defini

par pr(h) =fah} h&H. Alors p = pi et p$ = πζoPr (r>s). Soit Nr la composante

connexe de Γelement neutre du noyau de pr. On a alors N1DN2D * * II

existe alors un entier r > 0 tel que Nr-Nr+i = Soit h^Nr. Alors jah-e

quel que soit Γentier positif s. On voit alors que la transformation h de V

laisse fixe tout point dans un voisinage suffisamment petit du point a. La

variete V etant connexe, la transformation h de V est alors la transformation

identique. Or, on a suppose que H opere sur V de maniere presque effective.

Alors le groupe Nr est discret et done se reduit k (e). Par consequent, pr est

un isomorphisme local. D'autre part, puisque pι = πrι°pr, le groupe pΛNi) est

dans le noyau Sr de Γhomomorphisme n\ de Lr

n sur Ln. Le groupe Sr etant

resoluble, connexe et simplement connexe, le sous-groupe de Lie connexe pANi)

de Sr est aussi resoluble et simplement connexe [2]. D'apres ce que Γon a deja

montre, le groupe Ni est un revetement de pΛNi). Par suite, Λ/i est resoluble

et simplement connexe.

Demonstration du thέorέme 1. Soit a un point de V et soit H le groupe

cf. Grauert [4].
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connexe d'isotropie de G en le point a. Soit p Γhomomorphisme canonique de H

dans le groupe lineaire d'isotropie de H en le point a. Soit N le noyau de μ et

soit No la composante connexe de Γelement neutre de N. L'homomorphisme

p induit une representation lineaire holomorphe fidele du groupe quotient HIN.

D'apres la proposition 1.1. le groupe HlN satisfait a la condition (Q). Le groupe

H/N etant isomorphe au quotient de H/N* par le sous-groupe invariant diecret

N/NQ, le groupe Hi No satisfait h la condition (Q) d'apres le lemme 2.2. D'apres

le lemme 2.3, le groupe No est resoluble et sίmplement connexe. Alors, d'apres

le lemme 2.1, le groupe H satisfait a la condition (©). Le theoreme 1 est ainsi

demontre.

Remarque. Un exemple facile montre que Γhomomorphisme de H dans le

groupe lineaire d'isotropie n'est pas toujours injectif.

3. THEOREME 2. Soit G un groupe de Lie complexe et connexe et soit H un

sous-groupe de Lie fermέ, complexe et connexe de G. Soient K et L respective-

ment des sous-groupes compacts maximaux de G et H tels que KDL. Supposons

que G/H soit une variέtέ de Stein et que G opέre de maniέre presque effective

sur G/H. Alors le groupe L est έgal a la composante connexe de ΐέlέment

neutre du groupe K(ΛH.

Remarque. Ce theoreme generalise le theoreme 3 de [7]. En effet, si G

est semi-simple, on a K = G et done KΠH-H= L.

Etablissons d'abord quelques lemmes.

LEMME 3.1. Soit R un groupe de Lie complexe et connexe et soit Rι un

sous-groupe de Lie fermέ, complexe et connexe de R. Supposons que R soit

resoluble et simplement connexe. II existe alors des sous-espaces vectoriels com-

plexes mi, . . . , \r\k de dimension complexe 1 de Γalgέbre de Lie r de R vέrifiant

les conditions suivantes:

1) r = nh+ +mfe + ri (somme direct);

2) tout έlέment x de R secrit de manibre unique sous la forme x = exp Xι

- exp Xk.y, y^Ru Λiem,- (i = l, . . . , k).

Demontrons le lemme par recurrence sur la dimension complexe de R. Si

la dimension complexe de R est egale a 1, le lemme est trivial. Supposons done

que le lemme soit demontre pour le groupe de dimension complexe plus petite
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que n et soit R un groupe de dimension complexe n. Remarquons d'abord que,

le groupe R etant resoluble et simplement connexe, tout sous-groupe de Lie

connexe de R est ferme et simpϊement connexe [2].

1°. Supposons que ri contient un ideal complexe α de r de dimension posi-

tive. Soit R! = R/A et R[-RJA. Le groupe Rf est aussi simplement connexe.

Soit π (resp. πf) Γhomomorphisme canonique de R (resp. de r) sur Rf (resp. sur

t'). D'apres Γhypothese de recurrence, il existe des sous-espaces vectoriels

complexes mj, . . . , mί de diemension complexe 1 de r' verifiant les conditions

1) et 2) pour les groupes R' et /?{. Soient ntj, . . . , nτ& des sous-espaces vecto-

riels de dimension 1 de r tels que jτ'(m, ) = mj (/= 1, . . . , k). II n'est pas difficile

de voir que les sous-espaces mi, . . . , ink satisfont aux conditions 1) et 2).

2°. Supposons que ri est une sous-algebre complexe maximale de r. L'alg&bre

de Lie r etant resoluble et complexe, il existe un ideal complexe α de dimension

complexe 1 de r. Puisque o + rx est une sous-algebre complexe contenant ri, on

a ti = α + ti ou r = α -f ri. Si ri = α + ti, on a α C Xι -et c'est le cas dej& considere.

Supposons done que r = o + ri. La dimension complexe de α etant egale a 1,

cette somme est directe et on a R-A.Ri. On va montrer que AΓ\Ri= (e).

En eίfet, le groupe A opere transitivement sur RlRi et le groupe d'isotropie est

egal h AΓ\Rι. Puisque R est simplement connexe et Ri est connexe, l'espace

quotient R/Ri est simplement connexe. Puisque AΠRi est un sous-groupe

discret de A, A est un revetement de R/Ri. II en resulte immediatement que

AΠRi= (e). Alors le sous espace α de r satisfait aux conditions 1) et 2).

3°. Supposons que ri n'est pas une sous-algebre complexe maximale de r.

Soit r2 une sous-algebre complexe maximale de r contenant ri. D'apres Γhypo-

th&se de recurrence, il existe des sous-espaces iτi/+i, . . . , nu de r2 verifiant les

conditions 1) et 2) pour les groupes R2 et Rt. D'autre part, r2 etant maximal,

d'apres ce que Γon a deja montre, il existe des sous-espaces tru, . . . , lΐi/ de r

tels que r = mi+ -f tn/ + r2 et que la condition 2) soit verifiee pour les

groupes R et /?2. Alors les sous-espaces mi, . . . , m̂  de r satisfont aux con-

ditions 1) et 2) pour les groupes R et Ri. Le lemme est done demontre.

II resulte immediatement du lemme 3.1 que l'espace quotient R/Rι est

holomorphiquement homeomorphe h l'espace numerique complexe d'une certaine

dimension.

LEMME 3.2. Soit G un groupe de Stein et soit R un sous-groupe de Lie
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jermέ, complexe et connexe de G. Supposons que R soit resoluble et simplement

connexe et que G/R soit une variέtέ de Stein. Soit K un sous-groupe compact

maximal de G. Alors le groupe KΓ\R est discret2).

Soit Ri la composante connexe de Γelement neutre du groupe K Γ\R.

D'apres le lemme 3.1, Γespace quotient R/Ri est holomorphiquement homeo-

morphe a Γespace numerique complexe et par suite R/Ri est une variete de

Stein. L'espace quotient G/Ri est un espace fibre holomorphe de base G/R et

de fibre R/Rι. La base G/R et la fibre RIRi etant des varietes de Stein et le

groupe structural etant connexe, GlRι est aussi une variete de Stein (voir [7],

Theoreme 6). La variete K/Rι etant une sous-variete complexe fermee de G/Ru

K/Ri est aussi de Stein (cf. [1]). Le groupe K etant le complexifie du sous-

groupe compact maximal K, Ri est egal au complexifie d'un sous-groupe compact

maximal de Ri ([81 Theoreme 3 et Remarque 2 au page 216). Or, Rί etant un

sous-groupe du groupe resoluble simplement connexe /?, tout sous-groupe

compact maximal de Ri se reduit k (e). II en resulte que Ri=(e) et par

consequent, KΠR est discret.

Dέmonstration du thέorέme 2. D'apres le theoreme 1, le groupe H satisfait

a la condition (Q). II existe alors un sous-groupe de Lie ferme, invariant et

complexe N de H qui est resoluble, connexe et simplement connexe tel que

H-L.N, LΓ\N= (e). D'autre part, le groupe G est de Stein, car G opere de

mainiere presque effective sur la variete de Stein G/H (voir [7H, Theoremes 1

et 3). L'espace quotient G/N est un espace fibre principal holomorphe de base

G/H et de groupe structural H/N. Le groupe HiN est isomorphe au groupe

L. H/N est done un groupe de Stein. Alors, d'apres [7], Theoreme 4, G/N

est une variete de Stein. II resulte alors du lemme 3.2 que le groupe KΓ\N

est discret et done que TΠn = (0). On va montrer que TΠΪj=T. II est clair

que ϊ/Ί^Df. Soit l e ί Π ί ) . Puisque ϊj=T-fn (somme directe), X s'ecrit X =

Xι + X2y X e ϊ , X e n . Puisque ΓCΪΠΪ), X-Xι appartient a Tn^Πn = ?/Ίn et

par suite X=XU car*ΪΠn= (0). On a alors ?Πί)CΓ et done ΪΠI)=Γ, ce qui

montre que la composante connexe de Γelement neutre de Ϊ Π i 7 est egale a Z.

Le theoreme 2 est ainsi demontre.

2> Ce lemme a ete demontre par A. Morimoto dans le cas ou R est abelien. J'ignore
si le groupe KπR se reduise d Γelement neutre ou non.
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4. Soit G un groupe de Lie complexe et connexe. On ne supposera pas

que G est de Stein. Soit K un sous-groupe compact maximal de G. La sous-

algebre complexe T de 8 engendree par la sous-algέbre reelle f n'est pas tou jours

isomorphe a la complexification f de f. Mais on sait que le groupe K est ferme

dans G [83. On va demontrer le theoreme suivant qui est un analogue d'un

theoreme de Mostow [9] (cf. [9], Theorem 2.2).

THEΌREME 3. Soit G un groupe de Lie complexe et connexe et soit K un

sous-groupe compact maximal de G. II existe alors des sous-espaces vectoriels

complexes mh . . . , Wk de ΐalgebre de Lie Q satisfaisant aux conditions suivantes

1) α = m.i -f -f nu + ? (somme directe) et ad.x.vc\i = m, quel que soit

x<=K ( ι = l , . . . , k ) ;

2 ) Vapplication exponentielle de m* dans G est injective (* = 1, . . . , k)

3) tout έlέment x de G s'έcrit de maniere unique sous la forme x = exp

Xι exp Xk.y, y^K, Xt G m, (f = 1, . . . , * ) .

Le lemme suivant est facile a demontrer .

LEMME 4.1. Soit G un groupe de Lie complexe et connexe et soit N un

sous-groupe de Lie fermέ, iuvariant, complexe et connexe de G tel que le groupe

quotient G/N soit άbέlien et simplement connexe. Soit m un sousespace υectoriel

complexe de Γalgebre de Lie 9 de G tel que Q=m + n (somme directe). Alors

ΐapplication exponentielle de m dans G est injective et tout έlέment x de G s'έcrit

de maniere unique sous la forme x = exp X.y, y&N, I G E

On va demontrer le theoreme 3. Soit Z le centre de G et soit Zo la compo-

sante connexe de Γelement neutre de Z. La representation adjointe de G induit

une representation lineaire holomorphe fidele de G/Z. D'apres la proposition

1.1, G/Z satisfait h la condition (Q). II resulte alors du lemme 2.2 que G/Zo

satisfait & la condition (Q). Soit maintenant L le sous-groupe compact maximal

de ZQ. Alors L est ferme dans Zo et le groupe quotient Zo/L est simplement

connexe. On va montrer que le groupe quotient GIL satisfait k la condition

(Q). En effet, le quotient de G/L par Zo/£ est isomorphe h G/ZQ. II resulte

alors du lemme 2.1 que G/L satisfait a la condition (Q), car ZJZ est abelien

et simplement connexe. Maintenant le sous-groupe compact maximal K de G

contient L, car L est dans le centre de G. Alors K.L/L est un sous-groupe

compact maximal de G/L et K/L est egal au complexifie de K.L/L. Puisque
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GIL satisfait a la condition (Q)/ύ existe un sous-groupe de Lie ferme, invariant,

complexe et connexe N de G contenant Z tel que le groupe quotient NIL soit

resoluble et simplement connexe et tel que G - K.N, KΓ\N= L. Designons par

D(S) le groupe derive d'un groupe S et soit D{(S) = D(D{~HS)). Soit Nf = NIL.

Le groupe Nf etant resoluble, il existe un entier k>0 tel que Dk(N') * (e) et

Dk+1(Nf) - (e). De plus, JV' etant simplement connexe, les sous-groupes Dι(Nf)

de Nf sont tous fermes dans N*. II en resulte que les sous-groupes Dι(N).L

de N sont fermes dans N et que Dk(N)<tL et Dk+1(N)CL. Soient No = N, et

Ni*D?{N).L (f = l, . . . , * + l). Alors TV = iV0 D M D DJVΌiV*+i = I et

les sous-groupes Ni sont tous invariants et fermes dans G. La representation

adjointe de G induit une representation p, de K dans Γespace vectoriel nt (i = 1,

. . . , A-fl). On voit facilement que la representation p, est semi-simple (i = 1,

. . . , £ + 1). Alors on peut trouver un sous-espace vectoriel complexe m, de n,

tel que n, = m, + n, +i (somme directe) ( ί = l , . . . , k) et que ad.̂ .m, = m/ quel

que soit x<=K. On a alors n = in!+ - +m*-f njfe+i (somme directe). Puisque

0 = n + ϊ, nΠT=T=njb+i, on a g = mi-f +m* + T (somme directe). D'autre

part, on voit facilement que Ni/Ni+1 est abelien et simplement connexe.

Utilisant le lemme 4.1 plusieurs fois, on voit que Γapplication exponentielle de

rπ/ dans N est injective (/= 1, . . . , k) et que tout element Xι de N s'ecrit de

maniere unique sous la forme xi = exp Xi exp Xk.yιt yι e Z, X G τnt (/ = 1,

. . . , k). Soit maintenant ΛΓG G. Puisque G = AΓ.̂ , il existe des elements Xi&N

et Xi^K tels que ΛΓ = #I.#2. Soit Xi = exp Xi £#£ Xk.yu yχ& Lt Xem,- et

soit .y=;yi #2. Alorsy^K et # s^ecrit x = exp Xi £#£ Zjfe ^. Montrons que

cette expression est unique. Soit, en effet, x = exp Xi e#/> Xk y = exp X1

Xί yf,y,y'GK, Xi, ί e m ( (f = 1, . . . , k). On a alors (^Λ^ XI # #

Xί exp Xk) τxyy'^tΞNΓiK^L. Soit y y 1 = Λ . Alors ^ G £

et βΛr/> ZJfe ^ Z^ = exp Xi • e#/> Λ ^i. Alors X{ = X (/= 1, . . . , k) et

yι = e et par suite y = v'. Le theoreme 3 est ainsi demontre.

Tirons du theoreme 3 quelques consequences.

1. L'application ψ de nu x x mk x ^ sur G definie par 0(JYΊ, . . . , Xk, y)

= exp Xi - - exp Xk y est un homeomorphisme holomorphe de la variete com-

plexe iihx * xiϊikXK sur la variete G.

2. Soit U'= ψ (mi, iπ2, . . . , nu, e). Alors x U x~λ = U quel que soit x^K.
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Considerons maintenant le cas oύ G est nilpotent. Alors le sous-groupe

compact maximal K de G est contenu dans le centre de G. Alors le groupe

K est aussi contenu dans le centre de G et le groupe quotient G/K est simple-

ment connexe. Soit maintenant H un sous-groupe de Lie, ferme, complexe et

connexe de G. Alors H K est un sous-groupe ferme de G, parce que H K

contient K et que tout sous-groupe de Lie connexe de G contenant un sous-

groupe compact maximal est ferme (cf. [8]). Soient G' — G/K et W = H K IK.

Le groupe G' etant nilpotent et simplement connexe, d'apres le lemme 3.1, on

peut trouver des sous-espaces vectoriels complexes ml, . . . , mL . . . , m£ de

dimension complexe 1 de β' tels que.Q' = mί+ -fitii (somme directe), ϊ)' =

ml + # * + m}, et que tout element x! de G' s'ecrit de maniere unique sous la

f o r m e xf = exp X[, . . . exp X'k, Xi E m ί ί ί = l k). Soit π1 Γhomomorphisme

canonique de β sur β'. Soient nil, . . . , vπ& des sous espaces vectoriels complexes

de dimension complexe 1 de 0 tels que 7r' m, = mj (ί = 1, . . . , k) et que m/Cf)

U = l, . . . , h). Alors 8 = mi+ * * + nu + ? (somme directe), ί) + T= mi+

ITIΛ + T et tout element x de G s'ecrit de maniere unique sous la forme x=exp

Xi . exp Xu y, y^Ky Xi& m, . De plus, tout element x de i ϊ ^ s'ecrit Λ; =

exp Xi - - Λ̂Γ/> X/i ^, J ' e ^ , X GΠii (z = l, . . . , h). Soit maintenant x e i / .

Puisque JY"Z eΐ) (/= 1, . . . , h), on a exp Xi^H et par suite y est un element

de K Π 77. On voit done que tout element x de H s'ecrit de maniere unique

sous la forme x = exp Xi ex/> -XV y, v G KCΛH, Xi e m, . L'application ψ de

mi x x w.h x (KΓ\H) sur 77 definie par ^ (-XΊ, . . . , XΛ, ̂ ) = exp Xi e#£

XA J' est un homeomorphisme et, le groupe H etant connexe, le groupe KΠH

doit etre connexe. Utilisant le fait que K est contenu dans le centre de G,

on voit que Γespace quotient G/H est holomorphiquement homeomorphe a la

variete complexe (K/KΠH) x m/j+iX x m .̂ Supposons maintenant que K

contient un sous-groupe compact maximal L de H et que Γ = I Π ί). On a alors

KΓ\H=L. Supposons, de plus, que G soit de Stein. On voit alors que le

groupe KlL est isomorphe au groupe C*m On a ainsi demontre le theoreme

suivant.

THEΌREME 4. Soii G un groupe de Stein nilpotent et soit H un sous-groupe

de Lie fermέ, complexe et connexe de G. Soient K et L des sous-groupes com-

pacts maximanx de G et H respectivement tels que KD L. Supposons que H

satisfasse a la condition ? Π fj = T. Alors Γespace quotient G/H est holomorphί
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quement homέomorphe a la variέtέ C*mxCn et ϊe groupe quotient KlL est iso-

morphe au groupe C*m. En particulier, G/H est une variέtέ de SteinZ).
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3) Ce thέoreme a ete dόmontrό aussi par M. Ise par une mέthode analogue.
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