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Abstract. We show that if messages of length one, two, three . . . of a code X which
verifies px* < px are concatenated, we obtain a point generic for an invariant measure
on the dynamical system associated to the code; this measure is induced by the
maximal measure on the tower studied by Hansel and Blanchard.

Resume. Nous montrons que si nous alignons les messages de longueur 1, puis 2,
et ainsi de suite, d'un code X verifiant px*<Px, nous obtenons un point generique
pour une mesure invariante sur le systeme dynamique associe au code en question;
nous montrons que cette mesure se trouve etre la mesure induite par la mesure
d'entropie maximale sur la tour associee au code introduite par Hansel et Blanchard.
Nous en deduisons des points generiques pour les systemes sofiques et les 0-shifts
munis de leur mesure maximale.

I. Introduction
Champernowne [4] a montre que le nombre x dont le developpement decimal est
0,1234567891011121314... est normal en base 10, e'est a dire que tout bloc de k
chiffres compris entre 0 et 9 y apparait avec la frequence \0~k, ou de facon equivalente
que la suite (xlO")ns,0 est equirepartie modulo un; il avait commence par montrer
ce resultat pour le nombre y = Q,l2 .. .900010203 . . . obtenu en ecrivant tous les
blocs de longueur 1, puis ceux de longueur 2, puis 3 et ainsi de suite. Cette
construction a ete reutilisee par nombre d'auteurs: R. Adler et P. Shields ont montre
qu'en concatenant tous les blocs admissibles de longueur 1,2,. . . etc. d'une chaine
de Markov 'd'entropie maximale' on obtient un nombre (ou point) normal et
Smorodinsky a construit des nombres normaux pour les sous-shifts de Markov en
combinant la construction de Champernowne avec un procede de selection des
blocs de longueur donnee; il fait la remarque que ceci s'applique aux 0-shifts et en
effet S. Ito et I. Shiokawa ont montre qu'en concatenant les blocs admissibles de
longueur croissante du 0-shift on obtient un point v1v2vi... generique pour la
mesure maximale du 0-shift; il est prouve dans [2] que si 6 est un nombre de Pisot

et si
_ i), v2 v3

e e2 e3

alors la suite {xd")ns0 est equirepartie modulo un.
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36 A. Bertrand-Mathis

Nous montrons ici que Ton peut obtenir par le procede de Champernowne des
points 'normaux' des systemes dynamiques codes definis par G. Hansel et F.
Blanchard, pour peu que le code utilise verifie une condition assez largement
repandue. Les systemes de Markov et les 0-shifts rentrent dans le cadre de ces
systemes codes.

II. Resultats et definitions
Soit A un ensemble fini, et soit A* le monoi'de libre engendre par A, c'est-a-dire
l'ensemble des mots ou suites finies sur A muni du produit de concatenation: si
u = w, . . . uk et v = vx... vk alors uv = ut... ukvx ... vk. Nous noterons 1 le mot vide
et A+ l'ensemble A* prive du mot vide. Etant donne un mot M, . . . uk nous noterons
w| sa longueur, c'est-a-dire Tender k.

Nous appellerons langage une partie de A*. Nous dirons qu'un mot v est facteur
d'un mot u s'il existe deux mots a et b de A* tels que

u = avb.

Nous dirons qu'une partie X de A+ est un code sur l'alphabet A si elle engendre
un sous-monoi'de libre X* de A* et done si tout mot de X+ admet une decomposition
unique en mots de X. Nous dirons que le code X est prefixe si aucun mot u de X
ne s'ecrit u = uxv ou M, appartient a X et v a A+.

Nous appellerons langage associe a X l'ensemble des facteurs des mots de X*.
Nous le noterons F(X*).

Soit bn le nombre de mots de X de longueur n et soit cn le nombre de mots de
X* de longueur n, mots que nous appellerons messages de longueur n, et dont nous
noterons Cn l'ensemble; nous conviendrons que bo=co= 1.

Nous appellerons rayon de convergence du code X le rayon de convergence px

delaserieXn>o ^«z" et rayon de convergence de X* le rayon px* dela serie£n^0 cnz".

Systemes dynamiques symboliques associes a un code
Considerons l'alphabet A muni de la topologie discrete, AN muni de la topologie
produit et du shift T:

T((en) n a 0 ) = (en + i) naO-

Nous appellerons cylindre un ensemble de la forme:

[ M ] " = [M, • • • uk]"={(en)n^oeA™; en+i • • • en+k = ux • • • uk}.

Les cylindres forment une base pour la topologie de AN.
Nous appellerons systeme dynamique symbolique sur A un ferme T-invariant de

AN.
Etant donne un code prefixe X, nous appellerons sous-systeme S associe au code

X le systeme forme par les suites (en)ns,0 de AN telles que pour tout m et tout k le
mot em,..., em+k appartienne au langage F(X*) associe a X. Nous entendrons par
mesure sur X une mesure borelienne positive de masse 1 (probabiliste).

Etant donne une mesure probabiliste T-invariante /x sur un systeme dynamique
symbolique et un element (e n ) n a 0 du systeme, nous dirons que la mesure fi est
associee a (en)ns0 s'il existe un sous-ensemble infini F de M tel que pour tout mot
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Points generiques de Champernowne 37

u , , . . . , Mfc de A*

l i m - [ - 1 1 = / * ( [ « , , . . . > M k ] ° )
NeF

oil la somme est prise sur l'ensemble des p tels que

e p + 1 , . . . , e p + k = « , , . . . , M k .
Nous dirons que le point (en)nz0 est generique pour la mesure /J. si Ton peut prendre
F = N:/j. est alors la seule mesure associee a (en)n a 0 -

Nous appellerons entropie d'une mesure T-invariante /x:

M / i ) = l i m 4 I M([fl1>... ,an]°) Log /*( [« , , . . . , an]°).

Nous dirons que deux partitions P= Plt..., Pk et Q = Qu ..., Qh de AN sont
e-independantes (relativement a la mesure /*) si:

E t a n t d o n n e u n e p a r t i t i o n P = P u . . . , P k , s o i t T~h(P) = ThPx,..., T~hPk, e t
soit pour m et n appartenant a M:

Pm,n= V T-(P)
i- m

la partition dont les atomes sont les

TmPim n T"" 1 "^^ , , n- • -n T~"Pin

oil ike{l,...,k}.
Nous dirons que P est un generateur faible de Bernoulli si la reunion des partitions

Pmn ainsi definies engendre la tribu des boreliens de AM et si pour tout e > 0 il
existe q = q{e) tel que pour tout n les partitions

n q+2n

V T 'P et V T~'P soient e independantes.

L'extension naturelle a un systeme bilateral d'un sous-systeme de AN qui possede
un generateur faible de Bernoulli est isomorphe au sens de la mesure a un schema
de Bernoulli [10].

Mesures de Champernowne

PROPOSITION I. Soit X un codeprefixe (verifiant px*<Px) sur un alphabet A.
Supposons le P.G.C.D. des longueurs des mots de X egal a I. Si nous alignons les

messages de longueur 1, puis ceux de longueur 2, puis ceux de longueur 3 et ainsi de
suite (dans un ordre quelconque a Vinterieur de chaque groupe de messages de meme
longueur) pour former une suite (en)ns0, alors la suite (en)ns0 appartient au systeme
dynamique associe a X et elle est generique pour une mesure /JLX Q

ue nous qualifierons
de mesure de Champernowne induite par X.

La mesure ftx est fortement melangeante, charge tous les mots, son entropie vaut
—Log px* et la partition ([a]0, a e A) est un generateur faible de Bernoulli.

Supposons maintenant le P.G.C.D. des longueurs des mots de X egal a q. Si nous
alignons les messages de longueur q, puis ceux de longueur 2q, et ainsi de suite pour
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38 A. Bertrand-Mathis

former une suite ( e n ) n 2 0 , alors la suite ( e n ) n a 0 est un element du systeme dynamique
associe a X, generique pour une mesure /J,X que nous appellerons encore mesure de
Champernowne.

La mesure fix est ergodique, change toils les mots et admet -Log px* pour entropie.
Lorsqu'elle est fortement melangeante (ce qui n est pas toujours le cas) la partition

{[a]0; ae A} est un generateur faible de Bernoulli.

Si par exemple A = {0,1} et X = {0,10} l'une des suites (en)ns0 commence par

0 00 10 000 010 100 0000 0010 0100 1000 1010 • • •

Si A = (a, b) et X = {aa, bbbb} l'une des suites ( e n ) n s 0 commence par:

aa aaaa bbbb aaaaaa aabbbb bbbbaa aaaaaaaa • • •

La construction qui precede fournit des points generiques pour nombre de processus,
en particulier pour les systemes dynamiques intrinsequement ergodiques d'entropie
topologique h munis d'un code X verifiant px* < Px et h = —Log px*: nous obtenons
un point generique pour la mesure maximale.

C'est en particulier le cas pour les systemes sofiques puisqu'ils peuvent etre definis
par de tels codes [3].

Lorsque X est un code synchronisant associe a un systeme synchronisant [3]
nous obtenons un point generique pour la mesure de synchronisation.

Exemple. Soit S le 0-shift ([7]); si le developpement en base 6 du nombre 6> 1 est

alors le systeme S est associe au code:

X = {0- • - ( a o - l ) ; ao0, a 0 l , . . . , a 0 ( a , - 1 ) ; aoafi • • • a o a , ( a 2 - l ) • • •}

avec la convention suivante: si an=0 l'ensemble des mots de longueur n + 1 du
code est vide.

Le code X verifie px*<px et Log 0 = — Log px* [2]; l'entropie topologique du
0-shift est log 6 et il est intrinsequement ergodique [5]. La mesure de Champernowne
n'est autre que la mesure maximale et le nombre

X= £ S
ri>0 "

ou (en)ns0 est definie comme a la proposition I est normal en base 6 et admet la
suite ( e n ) n a 0 pour 0-developpement. Ito et Shiokawa ont montre ([6]) qu'on trouve
d'autres nombres normaux en alignant les mots admissibles de longueur n a la
queue leu leu mais la suite (wn) obtenue ainsi se trouve dans AN\S bien qu'elle
possede la bonne repartition; Renyi a montre que le nombre de mots de longueur
n du 0-shift est inferieur a 0"~i/8-l; comme un mot admissible se met sous la
forme waoa, • • • ak ou m est un message de X, le resultat d'lto et Shiokawa est un
case particulier de la proposition II:

PROPOSITION II. Soit X un code prefixe verifiant px*<px sur un alphabet A; soit S
le systeme dynamique associe. Supposons que
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Points generiques de Champernowne 39

(1) tout mot u du langage associe a S se met sous la forme u = mb ou m appartient
a X*, oit b est le debut d'un mot de X.

(2) // existe une constante C telle quele nombre wn de mots de longueur n du langage
associe a S verifie wn<C/(pX')"-
Alors la suite obtenue en alignant les mots de longueur 1, puis 2 , . . . admissibles pour
S est un point generique pour la mesure de Champernowne sur S; de plus la limite
wj(px*)" existe.

Notons qu'en general la suite obtenue n'est pas dans S, alors que celle de la
proposition I s'y trouve toujours.

Nous dirons qu'un systeme dynamique symbolique S sur un alphabet A est
synchronisant s'il existe un mot u du langage L associe a S tel que

\/u,veA avec wu et vue L,Vte A*, wuteLG>vuteL

(wu et vu ont le meme avenir); de tels systemes sont codes par exemple par l'ensemble
Y des mots xu de L tels que uxu appartienne a Le t qu'aucun facteur gauche de
xu ne possede ces deux proprietes (voir [3] ou les codes utilises sont un tout petit
peu differents mais possedent exactement les memes proprietes).

PROPOSITION III. Soit S un systeme dynamique intrinsequement ergodique et syn-
chronisant dont la mesure maximale charge tous les mots; appelons log 6 Ventropie
topologique de S et supposons qu'il existe un nombre C tel que le nombre wn de mots
de longueur n du langage associe a S soit majore par CO"; alors la suite obtenue en
alignant les mots de longueur un, puis deux, puis trois et ainsi de suite du langage
dans un ordre quelconque est un point generique pour la mesure maximale sur S. De
plus wn/0" admet une limite lorsque n tend vers Vinfini.

Remarque I. Les conditions ci-dessus sont equivalentes trois conditions suivantes:
S est intrinsequement ergodique d'entropie log 6
wn est majore par CO"
le code Y defini ci-dessus verifie Log 6 = -Log/ y » et fY* <fv

Remarque II. En realite nous montrerons les conclusions de la proposition III pour
les systemes synchronisants verifiant wn < Cd", 6 designe l'entropie du systeme,
pour lesquels le code Y associe au mot synchronisant u verifie

Log d = pY* et PY*<PY

et ou le nombre pn de mots qui ne contiennent pas plus d'une fois le mot u verifie

l imP n /0"=O

Nous dirons qu'un langage L possede la propriete de specification s'il existe un
entier k tel que pour tout couple (a, b) de mots de L, il existe un mot u de longueur
inferieure ou egale a k tel que aub soit encore dans L; les langages associes aux
systemes de Markov ou meme aux systemes sofiques admettent la specification;
lorsque le langage associe a un systeme dynamique admet la specification le systeme
est intrinsequement ergodique, synchronisant et la mesure maximale charge tous
les mots d'ou le corollaire qui suit; lorsque le langage associe a un systeme
melangeant admet la propriete de specification nous disons que le systeme lui meme
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40 A. Bertrand-Mathis

admet la specification; s'il n'est pas melangeant nous disons qu'il admet la semi-
specification.

COROLLAIRE. Soit S un systeme admettant la propriete de semi-specification. Alors la
suite obtenue en alignant les mots de longueur un puis deux,..., et ainsi de suite, du
langage associe a S est generique pour la mesure maximale.

Lorsque 5 est l 'ensemble des suites sur {0 ,1 , 2 , . . . 9} et X le code { 0 , 1 , 2 , . . . , 9},

les hypotheses des propositions I et II sont toutes vraies et les deux types de suites

obtenues sont les memes.

Etude de la tour associee a un code
Soit X un code prefixe, soit flcX^xN l'ensemble des couples ((xn)neN, i) tels
que 1 < i< |xo|; definissons l'application T de fi dans lui-meme par:

Cn)na0, ' + 1 si 1 < |xo|

;n+1)B>0: 1 si i = |xo|

XN et fi sont supposes munis de leurs tribus boreliennes respectives.
Le systeme dynamique (fi, T) est dit tour unilateral associee a X; XN s'identifie

a la base (X~, 1) de fi.
Hansel et Blanchard [3] ont demontre que lorsque p decrit l'ensemble des mesures

de probabilites invariantes sur (fi, T) alors

sup /)(/!) =-Log p x .

et les conditions 1 et 2 sont equivalentes:
(1) le code prefixe X verifie

/ O v * - / O H D v * = 1
xeX n>0

et
I \x\px*= I nbnp"x, <oo

XEX n>0

(bn designe toujours le nombre de mots de X de longueur n).
On dit alors que le code X est recurrent positif.

(2) II existe une mesure invariante /lx sur fi telle que:

HP-x) = -Log px>.

La mesure /x est alors unique et c'est l'unique mesure induisant sur XN la mesure
de Bernoulli definie par

pour tout x appartenant a X.
Remarquons que si px* < Px, alors X est recurrent positif.
Soit/:fi-» AN l'application projection definie par:

fr=Tf
/ ( (xJ ,> 0 , i) = a, ou a, designe la leme lettre du mot x0.

C'est une application continue et toujours selon Hansel et Blanchard pour toute
mesure /I ergodique sur (fi, T)
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PROPOSITION I bis. Soit X un code prefixe verifiant px*<px. Soit (ft, T) la tour
unilaterale associee. Soit (e n ) n 3 0 la suite definie a la proposition I.

Alors (On==o est Vimage par f d'un point (en)ns.o de ft et le point (eJnao est
generique pour Vunique mesure jix d'entropie — Log px» sur la tour; la mesure de
Champernowne /xx est Vimage par f de la mesure fix.

Notons que / I x est definie des que X est recurrent positif alors que nous ne
definissons les points generiques de Champernowne que lorsque

Px*<Px-

II peut exister plusieurs codes de rayons differents induisant le meme systeme
dynamique: par exemple si A = {0,1} les codes

et Y = {u, , . . . , « „ 6 A+; Vfc e N, u , , . . . , uk contient plus de 0 que de 1 et u , , . . . , un

contient autant de 0 que de 1} avec

_J__

induisent tous deux le systeme (AN, T) mais Y ne verifie pas pY* < PY et n'est meme
pas recurrent positif.

Nous conjecturons que dans certains cas les codes recurrents positifs associes a
un meme systeme S (ou tout au moins ceux qui verifient px* < p x ) ont tous le meme
rayon p x . et donnent lieu a une unique mesure de Champernowne.

Par ailleurs, etant donne un systeme dynamique code S, que peut on dire de
l'ensemble B = {px«; X est associe au code X}. B est-il un intervalle de R?

La preuve des propositions I et I bis repose sur le lemme de comptage suivant:

LEMME I. Soit X un code prefixe verifiant

Px*<Px
et soit

1
A = •

-± + —±+. . .+ '2+. . .
e e- 8"

Si le P.G.C.D. des longueurs des mots du code est 1, il existe d <\/ px* et B

appartenant a R lets que:

cn=- —+u n ou\vn\<Bd".

Si le P.G.C.D. des longueurs des mots du code est q^l, il existe d<\/px* et B

appartenant a R tels que:

cn = 0 si n ^ O mod q

qkq
cn=~, 7^+vn ou \vn

()
(P

< Bd" sin = 0 mod q.
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Exemples. Soit A = {0,1}, soit X = {0,10}; le rayon px est infini et p x . = 2/(1 +V5);
dans ce cas:

Soit toujours A = {Q, 1}, soit X = {00,1111}; q est egal a 2, p x est infini et px« =
72/(1+>/5)

5 - V 5 / / l + V 5 \ "
C " = " 1 o W 2
cn = 0 si n est impair.

III. Demonstrations
Preuve du lemme I. II est bien connu que lorsque px* est strictement inferieur a px

alors [3]:

Z bn(Px.)
n = l

et qu'inversement si la seule solution reelle positive de l'equation Xnao ^"z" = 1 e s t

strictement inferieure a p x elle est egale a px*.
Supposons done Px*<Px- Comme les bn sont positifs ou nuls, px« est racine

simple de l'equation £„><, ̂ z " - 1 = 0 car la derivee Zn>0 "^z""1 de Zn > 0 ^"z" ~ 1
ne s'annulle pas en p x . .

S'il existe d'autres solutions a cette equation elles sont de module superieur ou
egal a px» car si | a | s p x « alors:

Z bna"= X bn{px«y =» V«>0 bna
n = bn{px*Y

et done
ou bien le P.G.C.D. des longueurs des mots de X est 1 et a = px«
ou bien le P.G.C.D. des longueurs des mots de X est q et pour tout entier m

a = e2im/<lpx.

est solution de l'equation, simple pour la meme raison que ci-dessus.
Remarquons que ck est egal au coefficient du terme de degre k du developpement

de la serie formelle

II existe un disque D de centre 0, de rayon strictement superieur a px» dans lequel
la fonction 1/(1 -Zn s = 0 bnY") est meromorphe; dans le cas ou le P.G.C.D. des
longueurs des mots du code est 1:

ou

e e2
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et faute d'autres poles la fonction H( Y) est analytique dans D. Ainsi:

ou un verifie la condition demandee.
Le cas d'un P.G.C.D. q different de 1 se traite de meme ou se ramene au cas

precedent en considerant le code comme un code sur Aq, le P.G.C.D. de la longueur
des mots etant alors 1.

Preuve de la proposition I. L'idee de la construction du point generique est puisee
dans Champernowne [4]. Nous poserons dans la suite - c'est plus parlant -

Soit Bn le bloc forme par les cn mots de Cn mis bout a bout; la longueur de Bn

est ncn; calculons la longueur /„ du bloc forme par la juxtaposition des blocs
B\B2 • • • Bk:

L = I kck =

Posons:

ck

"n= Z

et il existe une constante B' telle que

un\<B'nd".

Ainsi:

l n = ^ 2 ( ^

avec I (1)

un<B'nd".

Considerons la suite e = (en)n7,0 definie dans l'enonce de la proposition. Lorsqu'il
s'y rencontre un message m de longueur p, trois cas se presentent:

I: Le message se situe a cheval sur deux messages de longueur fc ou fc+1 alignes
consecutivement dans le bloc Bk ou a cheval sur BkBk+x, cas rare qui n'intervient
pas dans les calculs de frequences.

II: Ce message se situe a l'interieur d'un des messages de longueur fc, mx, alignes
dans Bk et

mx = amb

ou a et b sont encore des messages.
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III: Ce message se situe a l'interieur des messages de longueur k alignes dans le
bloc Bk, m,, tel que

m, = amb

ou a ou b n'est pas un message.

LEMME II. La frequence avec laquelle apparait un message donne m de longueur
\m\ = p en situation II dans la suite ( e n ) n a 0 est egale a A/#'m'.

Le nombre de fois ou ce message m apparait dans le bloc Bk des messages de
longueur k en situation II est:

i=0

= V A V
i = 0

V v,

' + vk-P-,)

i = 0

Le terme xn vaut (k-p)X2ek~p.
Le terme yk est majore comme suit:

\yk\ < 2 V
k-p fc-p-1

- 1 <

,=0 0'

vj/c-p

ou C ne depend ni de k ni de p.
Le terme zfc se majore ainsi:

k | s ^ Bd'dk-p-'= Z Bid
kp < Ddk~p

i=0 i=0

ou D ne depend ni de k ni de p.
Le nombre de fois ou m apparait en situation II dans le bloc B{B2

k=\ fc=l

et

Bn est:

= A "
(0-n2 ((n -p)en+i-p-(n -p+

r+ 1-i< I cekp<c-

< X Ddkp<D-
k = \ d-\

la limite gn//n est done egale a \/ 6P: un message de longueur m se trouve en position
II dans la suite cn avec la frequence '
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Supposons maintenant le P.G.C.D. des longueurs des mots de X egal a 1.

LEMME III. Designons par Sn la mesure de Dirac en un point u = (un)n^0 de S. II
existe une seule mesure )x adherente a la suite de mesures

T Z ^T"((en)n»0)
>n h = l

et cette mesure est melangeante, done ergodique.

Soit fi une mesure adherente a la suite de mesures en question.
Posons pour tout mot m, /j.(m) = /i([w]°).
Etant donne un message m, soit K(m) l'ensemble des messages m, tels que:
II existe u et v appartenant a A* mais pas a X* tels que m, = umv.
u ne peut se mettre sous la forme u = m2ul ou m2 est un message et v ne peut se

mettre sous la forme v = f1w3, ou w3 est un message.
Le message m apparait dans la suite ( e n ) n a 0 chaque fois qu'un message de K(m)

apparait en situation II (nous negligeons toujours le cas I) et

fi(m)= I fl(m,)7i^

ou m, contient a{mt) fois m.
Etant donne un mot w, soit H(co) l'ensemble des messages m4 tels que m4= umv

ou u et v ne sont pas des messages et ou u ne se met pas sous la forme

u = m5M,

ni v sous la forme

v=vtm6

ou m5 et mb designent encore des messages.
Alors

fi{m)= I b(m)n.(m)

ou b(m) est le nombre d'occurrences de m dans m.
Ceci montre que la suite (1 / / J £jr=i S7-*((Sri)nao) n'admet qu'une seule mesure

adherente, done une limite /̂ t = /J.X-
Supposons maintenant le P.G.C.D. des longueurs des mots de X egal a 1 et

montrons que la mesure /u,x est melangeante.
Soient m et m' deux messages, soit e > 0 .
Soit KF(m) un sous-ensemble fini de K(m) tel que

u < e

et soit /CF(m') defini de meme.
Soit 5 un entier fixe, que nous supposerons superieur a 3,

sup{|w,|; m,eK E (m)uK t ' (m ' )} .

Soit / f ( i) la frequence avec laquelle apparait dans la suite (e n ) n a 0 l'ensemble des
blocs de la forme mam' ou a est un mot de longueur s.
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Soit ge(s) la frequence avec laquelle apparaissent en situation II I'ensemble des
messages de la forme mibm2 ou m, e Ke(m) et m2e Kc(m'), et ou b est un message;
nous ecrivons:

mlbm2 = cxmdxbd2m'c2.

Alors:

\gAs)-fAs)\<e.

Evaluons ge(s):

AQ(mi)q(m2)

ou la somme est prise sur I'ensemble des triplets m-i, m2, b ou m, appartient a
Ke(m), m2eKe(m'), beF(X*) et |6| = s-|d,|-|rf2|.

Comme le nombre de messages de longueur n est pour tout n (le P.G.C.D. des
longueurs des mots de X est 1) \d" + vn,

\2(0w+vb)

m2'eKe'(m')

et comme b tend vers l'infini avec s:

lim ge(s)= I fllm'umJ • a(w,)a(wi2)

= /x( U mA • J U m2 .
\m,sK,(m) / \m2EK,,(m') /

Si e tend vers 0: les cas mlbm2 ou b n'est pas un message se rarefient et

lim fj,(T~sm n w') = fj.(m)n(m').
S->0O

Nous passerions comme plus haut au cas de mots quelconques par l'intermediaire
des ensembles H(co), et la mesure /xx = M est done fortement melangeante, done
ergodique.

Montrons que /JLX est la seule mesure associee a la suite e.
Supposons qu'une autre mesure v soit adherente a la suite de mesures

- Z ST-{e);

comme ln+l/ln est borne par 26 la mesure v serait absolument continue par rapport
a la mesure ergodique /xx: e'est impossible et

/u,x = l i m - I ST\e).

II est clair que la mesure ainsi construite charge tous les messages, done tous les
mots facteurs de mots de X*.

Determinons Ventropie de la mesure fi.x
Soit En = {U[mf;meCn}.
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Comme il y a environ \6" messages de longueur n, comme la mesure de [m]°
est minoree par A/0", si n est assez grand:

Soit h l'entropie de la mesure fix.
Le theoreme de Shannon-Breiman-MacMillan [8] dit que etant donne 5 > 0 et

e > 0 il existe n(e, 8) tel que les mots (a, • • • an) de A" se partagent en deux classes:
Le groupe M des 'mauvais atomes' qui verifie:

I fix([ai---anf)<S.
a, oHe M

L e g r o u p e B d e s ' b o n s a t o m e s ' : s i a l y . . . , a n a p p a r t i e n t a B , a l o r s :

e~nih+a)<fJ,([a 1-- • anf)<e
2/Comme sur l'ensemble En de mesure minoree par A2/2

il vient immediatement
h < Log 6.

Supposons h < Log 6 et montrons que c'est impossible.
Soit:

Si S est pris assez petit et n assez grand la moitie au moins des atomes de En se
trouve dans le groupe B. Soit Dn la reunion des cylindres en question:

e-n{h+c)<nx{[a,---anf) si [a, • • • an]° e Dn

e - < ^ - ' > < M x ( [ f l l . . . anf) Si [fll • • • an]°e Dn.

Dn est reunion de \6n/4 atomes au moins et done

A 6"

Comme 0' est strictement inferieur a 6, limn^oo /J-x(Dn) = °° ce qui n'est pas: ainsi
h = Log 0. •

Indiquons comment Ton peut montrer que la partition {[a]0; a e A} est un generateur
de Bernoulli (nous ne detaillerons pas la preuve que Ton peut deduire plus aisement
de la remarque sur la tour etant donne que la tour associee a un code est un systeme
de Markov denombrable et que son generateur canonique est faiblement Bernoulli,
propriete qui passe au facteur).

Soit

! , . . •, bn]°)

ou a = (a , , . . . , an) et b - (b^,..., bn) decrivent A".
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Soit K(ax • • • a„) l ' e n s e m b l e d e s m e s s a g e s d o n t ax - • • a„ est f a c t eu r et qui n e 

c o n t i e n n e n t a u c u n a u t r e m e s s a g e d o n t a } , . . . , a„ est f ac teu r : m = wa, • • • a„v; n o u s 

é c r i v o n s 

a b 
I / L t ( [ m ] ° n [ m ' ] ' - | u 1 + l " l ) - M ( [ m ] û ) • n{[m']). 

me K (ai •• • an) 
m'eK(fc , - - -b„) 

C o m m e d ' a p r è s la d é m o n s t r a t i o n qu i p r é c è d e 

M ( [ m ] ° ) = A/fJ" 

et 

c o n s i d é r a n t q u e 

x e X i e X S x e X f 
|x |>fi 

o n p e u t ' n é g l i g e r ' les cas o ù m = « a , • • • anv a v e c | u | o u \v\ s u p é r i e u r à h et on en 

d é d u i t a i s é m e n t q u e si q es t g r a n d Z n q es t i n fé r i eu r , p o u r t o u t n, à t o u t n o m b r e 

fixé d ' a v a n c e . 

Cas où le P.G.C.D. des longueurs des mots de X est supérieur à 1 

Soi t X u n c o d e préf ixe s u r u n a l p h a b e t A, so i t q 5* 1 le P . G . C . D . d e s l o n g u e u r s d e s 

m o t s d e X; so i t Y le c o d e préf ixé su r Aq, d o n t les m o t s s o n t les m o t s d e X, c o n s i d é r é 

c o m m e m o t s su Aq. L e P . G . C . D . d e s l o n g u e u r s d e s m o t s d e Y est a lo r s 1 et 

Py = ( P x ) " 

P y * = ( P x * ) " -

Si n o u s a l i g n o n s les m e s s a g e s d e l o n g u e u r 1, p u i s 2 , p u i s 3 • • • d e Y* p o u r f o r m e r 

u n e su i te (fn)mo d e (Aq)N - ce qu i r ev i en t à a l i g n e r les m e s s a g e s d e l o n g u e u r q, 

p u i s 2q, p u i s 3q • • • d e X * p o u r f o r m e r u n e su i te ( e „ ) n 2 0 d e AN, a l o r s la su i t e ( / „ ) „ 2 0 

est g é n é r i q u e p o u r u n e m e s u r e ¿1? su r ( / 4 * ) N f o r t e m e n t m é l a n g e a n t e , e r g o d i q u e et 

d ' e n t r o p i e — g L o g p x * p a r r a p p o r t a u shift s u r (Aq)N, et il s ' ensu i t q u e la su i te 

( O n a o
 e s t g é n é r i q u e p o u r la m e s u r e T - i n v a r i a n t e s u r AN 

q 

q u i est u n e m e s u r e d ' e n t r o p i e - L o g px* e t e r g o d i q u e , et c h a r g e t o u s les m o t s ; le 

c a s d u g é n é r a t e u r d e B e r n o u l l i se t r a i t e r a i t c o m m e p r é c é d e m m e n t , en r e m a r q u a n t 

q u e si la m e s u r e /jlx es t f o r t e m e n t m é l a n g e a n t e : 

l im I Z tt([mT)fi(T<-M+lu\mT) = vL([m]0)-ti([m,T). 
4 ^ ° ° raeKIo, ••• a„) m'e K ( b , ••• b„) 

Preuve de la proposition I b i s . Les c„ m e s s a g e s d e c„ s ' éc r iven t , si n o u s les d é c o m ­

p o s o n s e n m o t s d e X : 

Cy' V k l Y 1 Yk2 Y 1 \ k " \ V** 1 , n 5 • • • 1 A l , n ) - * 2 , n > • • • ) - * 2 , n ) • • • > c „ , n > • • • s c „ , n / 

o ù p o u r t o u t 1,7, x{n es t u n m o t d e X et p o u r t o u t i: 
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La suite (en)n_,n definie par:

( c o , e i , - - - ) = ( * ! , ! , l ) ( * ! , i , 2 )

(<,, 2) • • • (<,, KJ)(<,, 1)

est l'antecedent p a r / d e la suite (e n ) n a 0 definie a la proposition I et nous montrerions
comme precedemment que le point ( e n ) n a 0 est generique pour une mesure v dont
l'image p a r / est la mesure p.x; l'entropie de v est done minoree par -Log px*
qu'elle ne peut depasser: v est done l'unique mesure /I d'entropie -Log px* sur la
tour et fix = / ( / ! ) .

Nous aurions pu, au lieu de calculer directement l'entropie de la mesure fix,
montrer que la restriction de v a la base de la tour ([3]) est a un facteur pres la
mesure de Bernoulli d'entropie -Log px* ce qui implique ([3]) que v = /i et comme

) = HP-x) = -Log Px*.

Preuve de la proposition II; (on supposera X de P.G.C.D. un, ce qui ne change pas
le fond du probleme); Soit X un code prefixe verifiant les hypotheses de II; le
nombre de mots de longueur n du langage L associe a S se met sous la forme

wn = cn + cn_ii>! + cn_2v2+ • • - + cn_kvk + - • - + covn

oil ch est le nombre de messages de longueur h et vh le nombre de facteurs gauches
de longueur h des mots de X (un mot de longueur n s'ecrit ma ou m appartient a
X et oil a est le debut d'un mot de X, de fagon unique car X est prefixe); nous
poserons vo=l pour avoir de plus jolies formules.

Posons 6 = l/pv»; d'apres le lemme I, cn = A0" + dn ou dn est majore par Bd" avec
d < 6; vn est majore comme wn par CO"; ainsi

wn = \(vo6
n + v10

n~1 + - • • + vk6"-k + - • • + vn) + dnvo+dn^1vl + - • - + dovn.

( )

d
-
e

Le deuxieme terme est majore par

d"

e"
et done la serie de terme general vk/d

k converge puisque wn/6" est borne; ainsi
lorsque n tend vers l'infini, (dnv0+ • • • + dovn) tend vers 0 (e'est le terme general du
produit des series absolument convergentes vk/6

k et dk/6
k). Alors wn/8" admet

aussi une limite D lorsque n tend vers l'infini et

= 0

Montrons que la mesure de Champernowne sur S est la seule mesure associee a la
suite glg2 .. • obtenue par concatenation des mots de longueur croissante qui sont
admissibles pour S; nous donnerons seulement la trame de la demonstration car
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les justifications des passages a la limite et le choix des morceaux de suite a negliger
se font comme pour la proposition I; considerons le bloc des mots de longueur n;
sa longueur totale est un equivalent de nD"; la frequence d'apparition des mots
composes d'un message de longueur inferieure a n—Vn et d'un autre mot est
negligeable d'apres la derniere inegalite obtenue; seuls comptent les mots formes
d'un message de longueur superieure a n-Vn et d'un bout de mot du code de
longueur inferieure a Vn; dans un tel mot le bout de longueur inferieure a \fn est
negligeable; le bloc des mots de longueur n se ramene done a l'ensemble des
messages de longueur k, repetes vn^k fois ou k parcourt l'ensemble des entiers
compris entre n—-J~n et n; comme vn-k n'est pas trop grand (la serie de terme
general vh/6

h converge) les vk repetitions et l'ordre choisi pour aligner les mots
n'influent pas sur la repartition qui est la meme que celle rencontree a la proposition
I. (ici encore l'ergodicite de la mesure de Champernowne intervient).

Justification de la remarque I. D'apres [3] s'il existe une mesure d'entropie log 6 qui
charge tous les mots du langage L associe a S, elle est l'image d'une mesure sur la
tour associee au code Y et py* = 1/6; si pY* — PY, enlevons un mot su a Y; le rayon
pY ne change pas, le rayon pY* diminue car le code Z = Y — {su} definit un systeme
dynamique strictement inclus dans S puisque le mot usu n'y figure pas, et done
d'entropie strictement inferieure a celle de S a cause de l'ergodicite intrinseque; on
a done pz* > Pz ce qui est absurde.

Preuve de la proposition III. Soit v un mot de longueur n du langage L associe a 5;
s'il contient au moins une fois le mot u il s'ecrit v = autub ou tu est un message ou
aub (aumb ou m est le mot vide) d'apres [3]; comme u est synchronisant il y a
'independance' entre a, b et tu: si au, utu et ub sont dans L autub y est aussi ([3])
et le nombre wn de mots de longueur n de L s'ecrit wn = v'ocn + f'iCn_, + • • • + v'ncn+ pn

ou pn designe le nombre de mots de longueur n qui ne contiennent pas plus d'une
fois le mot w; si nous montrons que pn/6" tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini,
alors nous terminerons la demonstration comme a la proposition II; si cela etait
faux il existerait b avec pn> b6n pour une infinite de n; soient / et f+2g de tels
entiers, et soit Eg l'ensemble des mots de longueur / qui se prolongent en un mot
arb de L ou a et b sont de longueur g, soit af6

f le cardinal de Eg; un mot ne
contenant pas deux fois le mot u est produit de trois mots du meme type de longueurs
respective g, /, g et

bef+2q < Pf+2g <C6q- af0
f • CO" et done qf >b/C2;

comme les Eg sont emboftes les uns dans les autres il apparait que l'ensemble des
suites qui ne contiennent pas deux fois le mot u est un ferme invariant d'entropie
log 6 ce qui est impossible cause de l'ergodicite intrinseque.

Je remercie Roland Perrier qui m'a aimablement signale une erreur dans une
erreur dans une preuves.
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