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Abstract. We show that if messages of length one, two, three ... of a code X which
verifies px« << px are concatenated, we obtain a point generic for an invariant measure
on the dynamical system associated to the code; this measure is induced by the
maximal measure on the tower studied by Hansel and Blanchard.

Résumé. Nous montrons que si nous alignons les messages de longueur 1, puis 2,
et ainsi de suite, d’un code X vérifiant px« < px, nous obtenons un point générique
pour une mesure invariante sur le systeme dynamique associé au code en question,
nous montrons que cette mesure se trouve &tre la mesure induite par la mesure
d’entropie maximale sur la tour associée au code introduite par Hansel et Blanchard.
Nous en déduisons des points génériques pour les systémes sofiques et les 8-shifts
munis de leur mesure maximale.

1. Introduction

Champernowne [4] a montré que le nombre x dont le développement décimal est
0,1234567891011121314 ... est normal en base 10, c’est a dire que tout bloc de k
chiffres compris entre 0 et 9 y apparait avec la fréquence 10™%, ou de fagon équivalente
que la suite (x10"),., est équirépartie modulo un; il avait commencé par montrer
ce résultat pour le nombre y=0,12...900010203 ... obtenu en écrivant tous les
blocs de longueur 1, puis ceux de longueur 2, puis 3 et ainsi de suite. Cette
construction a été réutilisée par nombre d’auteurs: R. Adler et P. Shields ont montré
qu’en concaténant tous les blocs admissibles de longueur 1, 2, ... etc. d’une chaine
de Markov ‘d’entropie maximale’ on obtient un nombre (ou point) normal et
Smorodinsky a construit des nombres normaux pour les sous-shifts de Markov en
combinant la construction de Champernowne avec un procédé de sélection des
blocs de longueur donnée; il fait la remarque que ceci s’applique aux #-shifts et en
effet S. Ito et I. Shiokawa ont montré qu’en concaténant les blocs admissibles de
longueur croissante du #-shift on obtient un point v,v,0,... générique pour la
mesure maximale du 6-shift; il est prouvé dans [2] que si 6 est un nombre de Pisot
et si

NP

alors la suite (x8"),., est équirépartie modulo un.
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Nous montrons ici que l’on péut obtenir par le procédé de Champernowne des
points ‘normaux’ des systémes dynamiques codés définis par G. Hansel et F.
Blanchard, pour peu que le code utilisé vérifie une condition assez largement
répandue. Les systemes de Markov et les 6-shifts rentrent dans le cadre de ces
systemes codés.

I1. Résultats et définitions
Soit A un ensemble fini, et soit A* le monoide libre engendré par A, c’est-a-dire
I’ensemble des mots ou suites finies sur A muni du produit de concaténation: si
U=u;...upetv=uov,... 0 alors uv=u, ... w,...v,. Nous noterons 1 le mot vide
et A* 'ensemble A* privé du mot vide. Etant donné un mot u, ... u, nous noterons
|u| sa longueur, c’est-a-dire I’entier k.

Nous appellerons langage une partie de A*. Nous dirons qu’un mot v est facteur
d’un mot u s’il existe deux mots a et b de A* tels que

u = avb.

Nous dirons qu’une partie X de A™ est un code sur I’alphabet A si elle engendre
un sous-monoide libre X * de A* et donc si tout mot de X ™ admet une décomposition
unique en mots de X. Nous dirons que le code X est préfixe si aucun mot u de X
ne s’écrit u=u,v ol u, appartient 3 X et v 3 A",

Nous appellerons langage associé 4 X I’ensemble des facteurs des mots de X*.
Nous le noterons F(X™*).

Soit b, le nombre de mots de X de longueur n et soit ¢, le nombre de mots de
X* de longueur n, mots que nous appellerons messages de longueur n, et dont nous
noterons C, I’ensemble; nous conviendrons que by = co= 1.

Nous appellerons rayon de convergence du code X le rayon de convergence Px
delasérie),  , b.z" etrayon de convergence de X * le rayon px«delasériey, _, ¢,z".

Systémes dynamiques symboliques associés a un code
Considérons I’alphabet A muni de la topologie discréte, A™ muni de la topologie
produit et du shift T:

T((en)nzo) = (en+1)n20'
Nous appellerons cylindre un ensemble de la forme:

[u]" z[ul Tt uk]'l :{(en)nEOEAN; o I e i uk}-

Les cylindres forment une base pour la topologie de A",

Nous appellerons systéme dynamique symbolique sur A un fermé T-invariant de
AN,

Etant donné un code préfixe X, nous appellerons sous-systéme S associé au code
X le systéme formé par les suites (e, ).~ de A”™ telles que pour tout m et tout k le
mot e,,, ..., e, appartienne au fangage F(X*) associé a X. Nous entendrons par
mesure sur X une mesure borélienne positive de masse 1 (probabiliste).

Etant donné une mesure probabiliste T-invariante x sur un systéme dynamique
symbolique et un élément (e,),~, du systéme, nous dirons que la mesure u est
associée a (e,),-o s’il existe un sous-ensemble infini F de N tel que pour tout mot
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Uy,...,u de A*

.1
}Llflm‘ﬁ21=ﬂ([u1,--~,uk]°)

NeF
ou la somme est prise sur ’ensemble des p tels que
CpitsernsCprk = Upyen.y Uy
Nous dirons que le point (e, ) .~ est générique pour la mesure w sil’on peut prendre

F=N:u est alors la seule mesure associée a (e,) 0.
Nous appellerons entropie d’une mesure T-invariante w:

1
hT(M)z)L]_{]L_E Z nl"l‘([ala"',an]o) Log“([ala"'aan]o)'

Nous dirons que deux partitions P=P,,..., P, et Q=Q,,...,Q, de A" sont
e-indépendantes (relativement a la mesure w) si:

L Iu(PoQ)—u(P)u(Q)<e

Etant donné une partition P=P,,..., P, soit T"(P)=T"P,,..., T"P, et
soit pour m et n appartenant a N:

P,.=V T'(P)
la partition dont les atomes sont les
TP, T "'P,

Im fm—1

AT P
ou i e{l,...,k}

Nous dirons que P est un générateur faible de Bernoulli si la réunion des partitions
P, ainsi définies engendre la tribu des boréliens de A™ et si pour tout £>0 il

existe g = q(€) tel que pour tout n les partitions

n ) qg+2n X
V T'P et \/ T 'P soient ¢ indépendantes.
i=0 i=g+n

L’extension naturelle & un systéme bilatéral d’un sous-systéme de A™ qui posséde

un générateur faible de Bernoulli est isomorphe au sens de la mesure & un schéma
de Bernoulli [10].

Mesures de Champernowne

ProrosITION 1. Soit X un code préfixe (vérifiant px~ < px) sur un alphabet A.

Supposons le P.G.C.D. des longueurs des mots de X égal a 1. Si nous alignons les
messages de longueur 1, puis ceux de longueur 2, puis ceux de longueur 3 et ainsi de
suite (dans un ordre quelconque a I'intérieur de chaque groupe de messages de méme
longueur) pour former une suite (e, ), .o, alors la suite (e, ) ,~, appartient au systéme
dynamique associé a X et elle est générique pour une mesure px que nous qualifierons
de mesure de Champernowne induite par X.

La mesure wx est fortement mélangeante, charge tous les mots, son entropie vaut
—Log px~ et la partition ([a]’, a€ A) est un générateur faible de Bernoulli.

Supposons maintenant le P.G.C.D. des longueurs des mots de X égal a q. Si nous
alignons les messages de longueur q, puis ceux de longueur 2q, et ainsi de suite pour
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former une suite (e,) ..o, alors la suite (e,) =, est un élément du systéeme dynamique
associé a X, générique pour une mesure ux que nous appellerons encore mesure de
Champernowne.
La mesure ux est ergodique, change toiis les mots et admet —Log p,~ pour entropie.
Lorsqu’elle est fortement mélangeante (ce qui n’est pas toujours le cas) la partition
{[a]’ a€ A} est un générateur faible de Bernoulli.

Si par exemple A={0, 1} et X ={0, 10} 'une des suites (e,),~, commence par
0 00 10 000 010 100 0000 0010 0100 1000 1010---
Si A=(a, b) et X ={aa, bbbb} I'une des suites (e,),-, commence par:
aa aaaa bbbb aaaaaa aabbbb bbbbaa aaaaaaaa- - -

La construction qui précéde fournit des points génériques pour nombre de processus,
en particulier pour les systemes dynamiques intrinséquement ergodiques d’entropie
topologique h munis d’'un code X vérifiant px« << px et h = ~Log px~: nous obtenons
un point générique pour la mesure maximale.

C’est en particulier le cas pour les systémes sofiques puisqu’ils peuvent étre définis
par de tels codes [3].

Lorsque X est un code synchronisant associé a un systéme synchronisant [3]
nous obtenons un point générique pour la mesure de synchronisation.

Exemple. Soit S le 8-shift ([7]); si le développement en base # du nombre 8> 1 est

a, a,
=ay+—+ - +—+---
0 0

alors le systeme S est associé au code:
X={0-"(ag—1); a0, aol, ..., agla; ~1); apa,0 - - - apa,(a>—1) - - -}

avec la convention suivante: si a, =0 I’ensemble des mots de longueur n+1 du
code est vide.

Le code X vérifie px~<<px et Log 8 = —Log px~ [2]; 'entropie topologique du
0-shift est log 4 et il est intrinsequement ergodique [5]. La mesure de Champernowne
n’est autre que la mesure maximale et le nombre

ou (e,),.=o est définie comme a la proposition I est normal en base # et admet la
suite (e, ),=o pour #-développement. Ito et Shiokawa ont montré ([6]) qu’on trouve
d’autres nombres normaux en alignant les mots admissibles de longueur n a la
queue leu leu mais la suite (w,) obtenue ainsi se trouve dans A™M S bien qu’elle
posseéde la bonne répartition; Rényi a montré que le nombre de mots de longueur
n du 6-shift est inférieur 2 8" '/6—1; comme un mot admissible se met sous la
forme maga, - - - a, ou m est un message de X, le résultat d’Ito et Shiokawa est un
case particulier de la proposition II:

ProrosiTion 11. Soit X un code préfixe vérifiant px+ < px sur un alphabet A; soit S
le systéeme dynamique associé. Supposons que
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(1) tout mot u du langage associé a S se met sous la forme u = mb ou m appartient
a X*, ou b est le début d’un mot de X.

(2) Il existe une constante C telle quele nombre w, de mots de longueur n du langage
associé a S vérifie w, < C/(px+)".
Alors la suite obtenue en alignant les mots de longueur 1, puis 2, ... admissibles pour
S est un point générique pour la mesure de Champernowne sur S, de plus la limite
w,/(px=)" existe.

Notons qu’en général la suite obtenue n’est pas dans S, alors que celle de la
proposition I s’y trouve toujours.

Nous dirons qu’un systéeme dynamique symbolique S sur un alphabet A est
synchronisant s’il existe un mot u du langage L associé a S tel que

Vu,vec A avec wu et vue L, Vte A*, wute Lovutel

(wu et vu ont le méme avenir); de tels systémes sont codés par exemple par ’ensemble
Y des mots xu de L tels que uxu appartienne & L et qu’aucun facteur gauche de
xu ne posséde ces deux propriétés (voir [3] ou les codes utilisés sont un tout petit
peu différents mais possédent exactement les mémes propriétés).

ProposiTION 1I1. Soit S un systéme dynamique intrinsequement ergodique et syn-
chronisant dont la mesure maximale charge tous les mots; appelons log @ I’entropie
topologique de S et supposons qu’il existe un nombre C tel que le nombre w, de mots
de longueur n du langage associé a S soit majoré par C8", alors la suite obtenue en
alignant les mots de longueur un, puis deux, puis trois et ainsi de suite du langage
dans un ordre quelconque est un point générique pour la mesure maximale sur S. De
plus w,/ 8" admet une limite lorsque n tend vers I'infini.

Remarque 1. Les conditions ci-dessus sont équivalentes trois conditions suivantes:
S est intrinséquement ergodique d’entropie log 6
w, est majoré par C8"
le code Y défini ci-dessus vérifie Log 8 = —Log fy~ et fy+<fy.

Remargque 11. En réalité nous montrerons les conclusions de la proposition 111 pour
les systémes synchronisants vérifiant w, < C8", 6 désigne I’entropie du systeme,
pour lesquels le code Y associé au mot synchronisant u vérifie

Log 0 =py~ et py-<py
et ol le nombre p, de mots qui ne contiennent pas plus d’une fois le mot u vérifie
lim P,/ 6" =0

Nous dirons qu'un langage L posséde la propriété de spécification s’il existe un
entier k tel que pour tout couple (a, b) de mots de L, il existe un mot u de longueur
inférieure ou égale a k tel que aub soit encore dans L; les langages associés aux
systémes de Markov ou méme aux systémes sofiques admettent la spécification,
lorsque le langage associé a un systeme dynamique admet la spécification le systeme
est intrinséquement ergodique, synchronisant et la mesure maximale charge tous
les mots d’ou le corollaire qui suit, lorsque le langage associé a un systeme
mélangeant admet la propriété de spécification nous disons que le systéme lui méme
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admet la spécification; s’il n’est pas mélangeant nous disons qu’il admet la semi-
spécification.

COROLLAIRE. Soit S un systéme admettant la propriété de semi-spécification. Alors la
suite obtenue en alignant les mots de longueur un puis deux, . . . , et ainsi de suite, du
langage associé a S est générique pour la mesure maximale.

Lorsque S est I’ensemble des suites sur {0,1,2,...9} et X le code {0,1,2,...,9},
les hypotheses des propositions I et II sont toutes vraies et les deux types de suites
obtenues sont les mémes.

Etude de la tour associée a un code
Soit X un code préfixe, soit Q= XVxN I’ensemble des couples ((x,),cn, i) tels
que 1=i=|x,|; définissons I'application T de ) dans lui-méme par:

(xn)n203i+1 SII<,X0,
T((Xa)n=0, i) :{

(Xpi1)n=0, 1 si i = x|
X" et Q sont supposés munis de leurs tribus boréliennes respectives.

Le systéme dynamique (2, T) est dit tour unilatérale associée 3 X; X™ s’identifie
a la base (X™, 1) de Q.

Hansel et Blanchard [3] ont démontré que lorsque g décrit I’ensemble des mesures
de probabilités invariantes sur (2, T) alors

sup h()=~Log px-
et les conditions 1 et 2 sont équivalentes:
(1) le code préfixe X vérifie
Y px== L bypke=1

xeX n>0

et
Y |xlox+= % nb,px<c0

xe X n>0
(b, désigne toujours le nombre de mots de X de longueur n).

On dit alors que le code X est récurrent positif.
(2) 1l existe une mesure invariante gy sur () telle que:

h(fax)=—Log px=.
La mesure u est alors unique et c’est 'unique mesure induisant sur X™ la mesure
de Bernoulli définie par
p([x]) = (px)™

pour tout x appartenant a X.

Remarquons que si px-<px, alors X est récurrent positif.

Soit f: Q- AN ’application projection définie par:

ST=1f

S((x,) n=0, i) = a; ou a; désigne la i¢me lettre du mot Xx,.

C’est une application continue et toujours selon Hansel et Blanchard pour toute
mesure @ ergodique sur (2, T)

hr(af ™) = hr(g).
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ProprosITION I bis. Soit X un code préfixe vérifiant py«<px. Soit (), T) la tour
unilatérale associée. Soit (e,) o la suite définie a la proposition 1.

Alors (e,) =0 est I'image par f d’un point (g,),-, de Q et le point (g,),=¢ est
générique pour I'unique mesure (ix d’entropie —Log px~ sur la tour, la mesure de
Champernowne wx est I'image par f de la mesure fix.

Notons que gy est définie dés que X est récurrent positif alors que nous ne
définissons les points génériques de Champernowne que lorsque

Px* < Px-.

Il peut exister plusieurs codes de rayons différents induisant le méme systéme
dynamique: par exemple si A= {0, 1} les codes

X ={0, 1} avec px+=3<py =

et Y={u,,..., u, e A;VkeN, u;,..., u, contient plus de 0 que de 1 et u,..., u,
contient autant de 0 que de 1} avec

1
pY*:ﬁsz

induisent tous deux le systeme (A", T) mais Y ne vérifie pas py~ < py et n’est méme
pas récurrent positif.

Nous conjecturons que dans certains cas les codes récurrents positifs associés a
un méme systéme S (ou tout au moins ceux qui vérifient px+ < px ) ont tous le méme
rayon px« et donnent lieu a une unique mesure de Champernowne.

Par ailleurs, étant donné un systéme dynamique codé S, que peut on dire de
I’ensemble B ={py+, X est associé au code X}. B est-il un intervalle de R?

La preuve des propositions 1 et I bis repose sur le lemme de comptage suivant:

LeMME 1. Soit X un code préfixe vérifiant

Px*<Px
et soit
A= 1
b, 2b, nb,,
B 0"

Si le P.G.C.D. des longueurs des mots du code est 1, il existe d <1/px~ et B
appartenant a R tels que:

A
(px=)"
Si le P.G.C.D. des longueurs des mots du code est q#1, il existe d <1/px+ et B
appartenant a R tels que:

C, = + v, ot |v,| < Bd".

¢, =0 sin#0mod g
__9
(px=)"

+v, oul|v,|<Bd" sin=0mod q.

Cn
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Exemples. Soit A= {0, 1}, soit X ={0, 10}; le rayon px est infini et py-=2/(1++5);

dans ce cas:
. =5+f5(1+\/§>"+5—\/§(1—\/§>"
" 2 2 2 2 ’
Soit toujours A={0, 1}, soit X ={00, 1111}; g est égal a 2, px est infini et px»=
J2/(1+V5)
c,,zs_\/g( 1+\/g>n+5+\/§< 1_\/3>" lorsque n est pair,
10 2 10 2
¢, =0 si n est impair.

I11. Démonstrations

Preuve du lemme I. 1] est bien connu que lorsque px+ est strictement inférieur a px
alors [3]:

T ba(pxe)" =1

n>0

et qu’inversement si la seule solution réelle positive de I'équation Y., _, b.z" =1 est
strictement inférieure a py elle est égale a px~.

Supposons donc pxx<px. Comme les b, sont positifs ou nuls, px~ est racine
simple de I’équation ¥, _, b,z" —1=0 car la dérivée ¥, _ nb,z" ' de ¥ _, b.z"—1
ne s’annulle pas en px-«.

S’il existe d’autres solutions a cette équation elles sont de module supérieur ou
égal & px~ car si |a|= px~ alors:

2z bua"=% b,(px)" = Vn>0 b,a"=b,(px)"

n>0 n>0

n>0

et donc
ou bien le P.G.C.D. des longueurs des mots de X est 1 et a = px«
ou bien le P.G.C.D. des longueurs des mots de X est g et pour tout entier m
a= eZi"'"/qu*
est solution de I’équation, simple pour la méme raison que ci-dessus.

Remarquons que ¢, est égal au coefficient du terme de degré k du développement

de la série formelle
1 2
:1+< Y b"Y">+( Y b,,Y") +o

l_zn>0 b,,Y" n>0 n>0

I existe un disque D de centre 0, de rayon strictement supérieur a px« dans lequel
la fonction 1/(1-%,.,b,Y") est méromorphe; dans le cas ou le P.G.C.D. des
longueurs des mots du code est 1:
1 ~ 1
1=%,00baY" 1=(Y/px2)

b, 2b, 3b, -1
A==+ +=5+ -
6 0 (7]

+H(Y)

ou
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et faute d’autres poles la fonction H(Y) est analytique dans D. Ainsi:

1
1-Y bY'= Y

~+ v,
n>0 nzo(Px*)

ou v, vérifie la condition demandée.

Le cas d’'un P.G.C.D. g différent de 1 se traite de méme ou se raméne au cas
précédent en considérant le code comme un code sur A% le P.G.C.D. de la longueur
des mots étant alors 1.

Preuve de la proposition 1. L’idée de la construction du point générique est puisée
dans Champernowne [4]. Nous poserons dans la suite - c’est plus parlant -

1
Px*-

0:

Soit B, le bloc formé par les ¢, mots de C, mis bout a bout; la longueur de B,
est nc,; calculons la longueur 1, du bloc formé par la juxtaposition des blocs

BB, - By:
I,,= z ka: z (Ak9k+kvk)
k=1 k=1
Posons:
u,= Yy kv
k=1
n Bd(nd"*'—(n+1)d"+1)
u,|<B|lY kd*|=<
| | ‘kiz:l | (d_l)Z
et il existe une constante B’ telle que
|u,| < B'nd".
Ainsi:
A6 n n
Inzm(ne 1 (n+1)0"+1)+u,
avec (1)

u,<B'nd".
Considérons la suite e = (e, ), -, définie dans I’énoncé de la proposition. Lorsqu’il

s’y rencontre un message m de longueur p, trois cas se présentent:

I: Le message se situe a cheval sur deux messages de longueur k ou k+1 alignés
consécutivement dans le bloc B, ou a cheval sur B, By,,, cas rare qui n’intervient
pas dans les calculs de fréquences.

II: Ce message se situe a 'intérieur d’un des messages de longueur k, m,, alignés
dans B, et

m, =amb

ou a et b sont encore des messages.
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ITII: Ce message se situe a l'intérieur des messages de longueur k alignés dans le
bloc By, m,, tel que

m, = amb
ou a ou b n’est pas un message.

LeMME II. La fréquence avec laquelle apparait un message donné m de longueur
Im| = p en situation 11 dans la suite (e,) .- est égale a r/6m,

Le nombre de fois ou ce message m apparait dans le bloc B, des messages de
longueur k en situation II est:

k—p k—p ) K—p—i
= Loatp= B (A0 0) (A6 o)
k

_p X k-p . kop
YOATON P2 Y oA TPTE Y v,
=0 i=0 i=0

=X+ Vi + 2.
Le terme x, vaut (k—p)A26“7",
Le terme y, est majoré comme suit:

2BAG* P [ (d\ P!
()<
(3)-

ou C ne dépend ni de k ni de p.
Le terme z, se majore ainsi:

i=0

k—p .- . ) k—p di
Iml<2 ¥ BAad'o “""=2B/\0""’< Y ?)
=0

k—p ) . k-p
FAES Zo Bd'd* "=y Bd*?"<Dd*"
i= i=0

ou D ne dépend ni de k ni de p.
Le nombre de fois oli m apparait en situation Il dans le bloc BB, - - - B, est:

g€:= L fi= L (xaty,+2z,)
k=1 k=1

et

éxn= % (k—p)AZecr

k=1 n=k=p
=\° o ((n—p)0"+17p—(n—p+1)0"*p+1))
(6-1)
n n n+l_1
Yo=Y COFP=C——
k=1 k=1 0—-1
n n k—p+1_dk71
Y oz,|= Y Dd*?P=D
k=1 k=1 d—1

la limite g, /1, est donc égale a A/ 67 un message de longueur m se trouve en position
Il dans la suite ¢, avec la fréquence A6,
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Supposons maintenant le P.G.C.D. des longueurs des mots de X égal a 1.

LEMME 1I1. Désignons par 8, la mesure de Dirac en un point u=(u,) >, de S. Il
existe une seule mesure p adhérente a la suite de mesures

1 L
7 Z 57—"((?")"20)
In h=1

et cette mesure est mélangeante, donc ergodique.

Soit u une mesure adhérente a la suite de mesures en question.

Posons pour tout mot w, u(w) = u([w]%).

Etant donné un message m, soit K{m) I’ensemble des messages m, tels que:

Il existe u et v appartenant & A* mais pas a X™* tels que m, = umvo.

u ne peut se mettre sous la forme u = m,u, ou m, est un message et v ne peut se
mettre sous la forme v =v,m;, ol m, est un message.

Le message m apparait dans la suite (e,) =, chaque fois qu'un message de K(m)
apparait en situation II (nous négligeons toujours le cas I) et

A
ulm)y= ¥ alm) 5
meK(m) 0 !
ou m,; contient a(m,) fois m.
Etant donné un mot w, soit H(w) 'ensemble des messages m, tels que m, = uwv

ou u et v ne sont pas des messages et ol 4 ne se met pas sous la forme
U= msu,
ni v sous la forme
v=0,mg
ou ms et my désignent encore des messages.
Alors
plo)y= 3% blm)u(m)
meH(w)
ou b(m) est le nombre d’occurrences de w dans m.
Ceci montre que la suite (1/1,) Y7, 817((e,),.) N'admet qu’une seule mesure
adhérente, donc une limite p = uy. '
Supposons maintenant le P.G.C.D. des longueurs des mots de X égal a 1 et
montrons que la mesure wy est mélangeante.
Soient m et m’ deux messages, soit £ > 0.
Soit K,(m) un sous-ensemble fini de K(m) tel que

,u< U ,u(ml)—l-'v(m))

mieK.(m)

<€

et soit K.(m’) défini de mé€me.
Soit s un entier fixé, que nous supposerons supérieur a 3,

sup {|m,|; m, e K, (m)u K,.(m')}.

Soit f.(s) la fréquence avec laquelle apparait dans la suite (e,) .-, 'ensemble des
blocs de la forme mam’ ob a est un mot de longueur s.
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Soit g.(s) la fréquence avec laquelle apparaissent en situation II I’ensemble des
messages de la forme m,bm, ot m, € K.(m) et mye K.(m'), et ol b est un message;
nous écrivons:

m,bm,=c¢,md,bd,m'c,.
Alors:

lg.(s)—fi(s)| <.
Evaluons g,(s):
Aa(m,)a(m,)
0?m1|0|m210|b|

ou la somme est prise sur I'ensemble des triplets m,, m,, b ou m, appartient a
K.(m), mye K .(m'), be F(X*) et |b|=s—|d,|-|da|.

Comme le nombre de messages de longueur n est pour tout n (le P.G.C.D. des
longueurs des mots de X est 1) A8" +v,,

226"+ v,)

g =X

<(s)= migmagel - a(ma(m
g:(s) Mlegs(m) gl gimalglel (my)a(m,)
mye K . (m’)
et comme b tend vers l'infini avec s:
2
lim g.(s) = a(my)a(m
s»ocg( ) m,ege(m) 0|m||0|"‘2| ( 1) ( 2)

mye K .(m’)

=#( U m1>-,u.( U m2>.
me K, (m) mye K. (m')

Si £ tend vers 0: les cas m;bm, ou b n’est pas un message se raréfient et
m w(T " mnam'y=u(m)u(m').
5§

Nous passerions comme plus haut au cas de mots quelconques par I'intermédiaire
des ensembles H(w), et la mesure uy = u est donc fortement mélangeante, donc
ergodique.

Montrons que ux est la seule mesure associée a la suite e.

Supposons qu'une autre mesure v soit adhérente a la suite de mesures
1
— 2 87y
N han

comme I, /1, est borné par 26 la mesure v serait absolument continue par rapport
a la mesure ergodique wuyx: ¢’est impossible et

o1
px =Hm = 3 8pn,.
n>X N panp
Il est clair que la mesure ainsi construite charge tous les messages, donc tous les
mots facteurs de mots de X*.

Déterminons I’entropie de la mesure ux
Soit E,={U[m]% me C,}.
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Comme il y a environ A8" messages de longueur n, comme la mesure de [m]°
y X

est minorée par A/8", si n est assez grand:
2

A
>,
w(E,) 5

Soit h I’entropie de la mesure wy.
Le théoréme de Shannon-Breiman-MacMillan [8] dit que étant donné 6> 0 et
£ >0 il existe n(e, 8) tel que les mots (a, - - - a,) de A" se partagent en deux classes:
Le groupe M des ‘mauvais atomes’ qui vérifie:

Y px(la--a])<s.

ag ..., a,e M
Le groupe B des ‘bons atomes’: si a,, ..., a, appartient a B, alors:
e~n(h+a)<M([a1 L. an]0)<e~n(h—e).

Comme sur ’ensemble E, de mesure minorée par A%/2

A
?<u([al g, ]<e T
il vient immédiatement
h=Log 6.
Supposons h <Log 6 et montrons que ¢’est impossible.

Soit:
e=3%(Log 6 —h).
Si 8 est pris assez petit et n assez grand la moitié au moins des atomes de E, se
trouve dans le groupe B. Soit D, la réunion des cylindres en question:
group
e """ < ux([a, - a,]”)  sila;rca,]%eD,
e <y (lay - a,])  sila - a,]’eD,

D, est réunion de A0"/4 atomes au moins et donc

AQ"
px(Dy) >~ e oE0 )
A 8"
>~ ou Log#' =Logf#—e.
4 0!" g g 6
Comme 6’ est strictement inférieur a 0, lim,_ o px(D,) =00 ce qui n’est pas: ainsi
h=Log#. 4

Indiquons comment I’on peut montrer que la partition {{a]%; a € A} est un générateur
de Bernoulli (nous ne détaillerons pas la preuve que ’on peut déduire plus aisément
de la remarque sur la tour étant donné que la tour associée a un code est un systéme
de Markov dénombrable et que son générateur canonique est faiblement Bernoulli,
propriété qui passe au facteur).
Soit
Z,, =YX ullar, .. @) T (b b1 =wllar - a,1°) - (b, b,])
a

ouna=(ay,...,a,) et b=(by,...,b,) décrivent A",
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Soit K(a, ‘- - a,) ’ensemble des messages dont a, - - - a, est facteur et qui ne
contiennent aucun autre message dont a,, ..., a, est facteur: m=ua, - - - a,v; nous
écrivons

Zng=L % K(Z p([ml° A [m 7MY~ ((m]°) - w([m')).
¢ :'eex(‘lzfl---‘;:))
Comme d’apreés la démonstration qui précéde
p([m]l°)=r/6"
et

11g—{u'|+Hu A v _|u,|+‘u|
w(m]nfm'}? s ‘)=0|m]+|m')<1+ q)‘oq—lu'\+lu1
considérant que

Ixl, = : X
Y |xlpR= X x < 0, si ) —m<e
xeX xe X 6 xeX 0
|x|>h
on peut ‘négliger’ les cas oll m = ua, - - - a,v avec |u| ou |v| supérieur a h et on en
déduit aisément que si g est grand Z,, est inférieur, pour tout n, a tout nombre

fixé d’avance.

Cas ou le P.G.C.D. des longueurs des mots de X est supérieur a 1

Soit X un code préfixe sur un alphabet A, soit g # 1 le P.G.C.D. des longueurs des
mots de X; soit Y le code préfixé sur A?, dont les mots sont les mots de X, considéré
comme mots su A% Le P.G.C.D. des longueurs des mots de Y est alors 1 et

py =(px)?
py+=(px=)*.
Si nous alignons les messages de longueur 1, puis 2, puis 3 - - - de Y* pour former

une suite (f,) =0 de (A)™ - ce qui revient a aligner les messages de longueur g,
puis 2q, puis 3q - - - de X™* pour former une suite (e, ) ,~o de A™, alors la suite (f,,) =0
est générique pour une mesure wu? sur (A?)" fortement mélangeante, ergodique et
d’entropie —q Log px~ par rapport au shift sur (A9)™, et il s’ensuit que la suite
(€,) n=o €st générique pour la mesure T-invariante sur A®

1
Mo =;(#2’+ T 'wi+ -+ T )

qui est une mesure d’entropie —Log px- et ergodique, et charge tous les mots; le
cas du générateur de Bernoulli se traiterait comme précédemment, en remarquant
que si la mesure ux est fortement mélangeante:

. 0 —ju|+] 0y __ 0 0

lim ¥ Y umP( T ) = w([m]°) - w([m']).

97% meK(ay - a,) meK(b,-b,)
Preuve de la proposition 1 bis. Les ¢, messages de ¢, s’écrivent, si nous les décom-
posons en mots de X:

1 k 1 k k.
(x],n, L] xl,ln’ xZ,rn [ 7x2,2n’ crey xc,,,n, L axc,':,n)

ou pour tout i, j, x/, est un mot de X et pour tout i:

kl .
L xial=n.
j=1
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La suite (&,),.o définie par:

(g9, &1, - -)z(x: 13 )(x},l,z) s (g D X3 1‘)(3‘21, D(x21,2) -
(b on=D(xk, D(x,,2) e el e DG D
c(xar e Dxe L, 1)
est 'antécédent par f de la suite (e,) .-, définie & la proposition I et nous montrerions
comme précédemment que le point (&,) -0 est générique pour une mesure v dont
I'image par f est la mesure uy; I'entropie de » est donc minorée par —Log px~
qu’elle ne peut dépasser: v est donc 'unique mesure & d’entropie —Log px~ sur la
tour et wy =f().
Nous aurions pu, au lieu de calculer directement ’entropie de la mesure uy,
montrer que la restriction de v a la base de la tour ([3]) est & un facteur pres la
mesure de Bernoulli d’entropie —Log px- ce qui implique ([3]) que v = & et comme

x =flpx):

h(#x) =h(ayx)= —Log px~.
Preuve de la proposition II; (on supposera X de P.G.C.D. un, ce qui ne change pas
le fond du probléme); Soit X un code préfixe vérifiant les hypotheses de II; le
nombre de mots de longueur n du langage L associé a S se met sous la forme
W, =C, T Cp Uyt Cp 0t 0 Ut 0 -+ G,

ol ¢, est le nombre de messages de longueur h et v, le nombre de facteurs gauches
de longueur h des mots de X (un mot de longueur n s’écrit ma ou m appartient a
X et ol a est le début d’'un mot de X, de fagon unique car X est préfixe); nous
poserons v, =1 pour avoir de plus jolies formules.

Posons 8 =1/p.; d’aprés le lemme I, ¢, = A6" + d,, ou d, est majoré par Bd" avec
d <0, v, est majoré comme w, par C6"; ainsi

W, =A(0o8" +0,0" T+ 08" K+ o)+ daet d, v+ -+ dv,.

Un

1
—) +F (vod, +vid,_1+ -+ v,dy)

X A( +44 4
on M\ 6"

Le deuxiéme terme est majoré par
aB( o+ - .+£’+1>
0” 071—1 6
et donc la série de terme général v,/6* converge puisque w,/8" est borné; ainsi
lorsque n tend vers Uinfini, (d, v+ - - +d,v,) tend vers 0 (c’est le terme général du

produit des séries absolument convergentes v/ 8% et d/6%). Alors w,/8" admet
aussi une limite D lorsque n tend vers infini et

lim 1: CUp+ Cp U+ . "+ Ch v Vi) < lim Co[ a1 Vivmje1 T 0 T CoD,
n->oc 0 0 n—->oc 0"
=0
Montrons que la mesure de Champernowne sur S est la seule mesure associée a la
suite g'g?"" ... obtenue par concaténation des mots de longueur croissante qui sont

admissibles pour S; nous donnerons seulement la trame de la démonstration car
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les justifications des passages & la limite et le choix des morceaux de suite & négliger
se font comme pour la proposition I; considérons le bloc des mots de longueur n;
sa longueur totale est un équivalent de nD"; la fréquence d’apparition des mots
composés d’un message de longueur inférieure 3 n—+vn et d’un autre mot est
négligeable d’aprés la derniére inégalité obtenue; seuls comptent les mots formés
d’un message de longueur supérieure 3 n—+/n et d’'un bout de mot du code de
longueur inférieure a vn; dans un tel mot le bout de longueur inférieure a vn est
négligeable; le bloc des mots de longueur n se raméne donc a ’ensemble des
messages de longueur k, répétés v, , fois ol k parcourt ’ensemble des entiers
compris entre n—+/n et n; comme v, , n’est pas trop grand (la série de terme
général v,/6" converge) les v, répétitions et ’ordre choisi pour aligner les mots
n’influent pas sur la répartition qui est la méme que celle rencontrée a la proposition
1. (ici encore I’ergodicité de la mesure de Champernowne intervient).

Justification de la remarque 1. D’aprés [3] s’il existe une mesure d’entropie log 6 qui
charge tous les mots du langage L associé a S, elle est 'image d’une mesure sur la
tour associée au code Y et py+=1/8; si py+ = py, enlevons un mot su a Y; le rayon
py ne change pas, le rayon py« diminue car le code Z = Y — {su} définit un systéme
dynamique strictement inclus dans S puisque le mot usu n’y figure pas, et donc
d’entropie strictement inférieure a celle de S a cause de I’ergodicité intrinséque; on
a donc pz-> p, ce qui est absurde.

Preuve de la proposition I11. Soit v un mot de longueur n du langage L associé & S;
s’il contient au moins une fois le mot u il s’écrit v = autub ou tu est un message ou
aub (aumb ol m est le mot vide) d’aprés [3]; comme u est synchronisant il y a
‘indépendance’ entre a, b et tu: si au, utu et ub sont dans L autub y est aussi ([3])
et le nombre w, de mots de longueur n de L s’écrit w, = vjc, +vi¢,_,+ -+ +VhCy+ Pu
ou p, désigne le nombre de mots de longueur n qui ne contiennent pas plus d’une
fois te mot u; si nous montrons que p,/8" tend vers 0 lorsque n tend vers I'infini,
alors nous terminerons la démonstration comme a la proposition II; si cela était
faux il existerait b avec p,> b8" pour une infinité de n; soient f et f+2g de tels
entiers, et soit E, ’ensemble des mots de longueur f qui se prolongent en un mot
arb de L ol a et b sont de longueur g, soit a8’ le cardinal de E,; un mot ne
contenant pas deux fois le mot u est produit de trois mots du méme type de longueurs
respective g, f, g et

b6/ < P, < CO%- a0’ CO?  etdoncg,>b/C?
comme les E, sont emboités les uns dans les autres il apparait que I'ensemble des
suites qui ne contiennent pas deux fois le mot u est un fermé invariant d’entropie
log 6 ce qui est impossible cause de I’ergodicité intrinséque.
Je remercie Roland Perrier qui m’a aimablement signalé une erreur dans une
erreur dans une preuves.
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