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Les accidents d'automobiles surviennent lorsqu'il se produit un
ensemble de circonstances defavorables plus ou moins fortuites.
Ces circonstances sont liees au vehicule, a son conducteur, a l'usage
qui en est fait, a la region dans laquelle il circule et a beaucoup
d'autres faits souvent difficiles a caracteriser.

L'assureur ne peut evidemment connaitre qu'une faible partie
de ces caracteristiques, c'est pourquoi il considere la survenance
de l'accident comme un fait aleatoire. Cependant, les depouillements
statistiques des nombres d'accidents arrives a des vehicules ayant
un meme ensemble de caracteristiques montrent que la frequence
moyenne, c'est-a-dire le nombre d'accidents survenus divise par
le nombre de voitures-annee, varie avec cet ensemble de caracte-
ristiques communes qui constitue alors une classe du tarif d'assu-
rance. La determination du montant de la prime a demander pour
garantir le vehicule est alors faite par l'assureur en demandant une
prime hierarchis^e selon la frequence moyenne et selon le cout
moyen des sinistres de la classe du tarif.

Si Ton ajoutait de nouveaux criteres de tarification a ceux deja
utilises, il est evident qu'on trouverait une diversification plus
grande des primes; ceci montre done qu'a l'interieur d'une classe
de tarif tous les risques des vehicules ne sont pas egaux.

Dans la presente etude, nous rechercherons d'abord quelle part
de l'heterogeneite des risques des voitures est utilisee par les diverses
caracteristiques figurant dans le tarif francais d'assurance de la
responsabilite civile des proprietaries de vehicule. Nous recherche-
rons alors s'il existe une limite a la precision du tarif.

Pour cette recherche, nous montrerons que la survenance des
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sinistres aux vehicules d'une classe de tarif obeit a une loi de proba-
bilite composed, les lois composantes etant l'une la loi de probabilite
des risques des voitures a l'interieur de la classe de tarif et l'autre
la loi de probabilite de la survenance au hasard des sinistres.

Nous avons donne les premiers moments de chacune des lois de
probabilite composantes et nous avons etabli au moyen de depouil-
lements statistiques faits sur plusieurs classes du tarif que la loi
de probabilite de la survenance au hasard des sinistres est la loi
de Poisson, ce qui etait seulement une hypothese habituellement
admise.

Cette loi de probabilite de la survenance au hasard des sinistres
permet de determiner la limite de precision que peut avoir un tarif
ou la prime est modelee sur le risque. On montre que cette precision
atteint environ 70% de la variance totale apres 5 ans, 8 1 % apres
10 ans et 90% apres 20 ans, alors que le tarif actuel explique
seulement 22%, 25% et 28% respectivement.

Analyse de I' he'teroge'neite des frequences d'accidents des vehicules

Un d^pouillement statistique*) a ete fait sur l'ensemble des
ve'hicules a 4 roues identifies, assures en France en responsabilite
civile par la Compagnie d'Assurances l'Urbaine et la Seine: voitures
particulieres, camionnettes, petits camions en excluant seulement
les vehicules des agriculteurs et de transports publics, ainsi que
les camions de plus de 3,5 tonnes de poids total. Nous les designe-
rons indistinctement dans ce qui suit par voitures ou vehicules.

Pour chacun d'eux, on a releve:

Z la zone de garage habituel (l'ensemble du territoire de la France
continentale est divise en 7 zones correspondant a des frequences
moyennes d'accidents differentes, les plus fortes etant observees
dans la zone de Paris);
U l'usage du ve~hicule et la profession de son proprietaire (promena-
de, affaires, commerce, artisan . . .);
F la puissance fiscale du moteur du vehicule.

*) Nous remercions vivement M. J. Mouillard de l'aide qu'il nous a appor-
t6e pour l'ensemble de cette etude.
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Ces trois premieres caracteristiques sont celles figurant dans le
tarif d'assurance Auto francais;
T le modele et le constructeur du v6hicule (seulement pour les
ve"hicules de grandes series);
s''zvFn ^e nombre d'accidents observe" sur le veiiicule i de caracte-
ristiques Z, U, F, T pendant Fannie 1959.

De"signons par:

S'ZUFT — (^ s'zuFTi) I nzuFT ^a moyenne arithme'tique des nombres
<

d'accidents survenus aux vehicules ayant memes Z, U, F, T.

S'ZUF
 = (^ nzuFT S'ZUFT) I nzuF ^a moyenne arithm^tique des

nombres d'accidents survenus aux vehicules ayant memes Z, U, F.

s'zu = (Z nZUF s'ZUF) I nzu la moyenne arithme'tique des nombres

d'accidents survenus aux vehicules ayant memes Z, U.

s'z = (2 nzu s'zu) j nz la moyenne arithme'tique des nombres
V

d'accidents survenus aux veliicules ayant la meme zone de garage Z.

s' = (Z nz s'z) I n = (Z S S £ S s'zuFTi) I n la moyenne arith-
Z Z V F T i

metique des nombres d'accidents survenus a l'ensemble des vehicules.
La somme des carres des ecarts entre le nombre de sinistres

survenus a chaque voiture et le nombre moyen peut se decom-
poser ainsi:

J L ( S ZUFTI
Z V F T « Z U F T i

+ ZZZZwZ C 7 i ? r (s 'Z U F T — s'ZUF)2 + ZZZnZUF{s'ZUF—s'zu)% / j \
Z V F T Z V F / \ '

+ Z Z nzu (s'zu — s'z)
2 + Z nz {s'z — s')2

dont les valeurs nume'riques trouv^es pour les 55.562 accidents
observes sur 169.950 voitures e"tudie"es sont respectivement:

80.296,5 = 72.290,1 + 1.001,3 + 262,2 + 1.570,0 + 5.172,9

chacun des termes ainsi obtenus etant proportionnel a la variance
due a chacun des caracteres releve"s.
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Variance
Part de variance due

a la zone de garage habituel 0,0304
a l'usage et a la profession 0,0092
a la puissance du moteur 0,0015
au type et au constructeur 0,0059
a d'autres causes 0,4254

6,5
2,0

0.3
1,2

90,0

Total 0,4724 100,0

Si la zone de garage habituel du veliicule explique 6,5 % de la
variance, les autres criteres ont des importances tres faibles et ne
repr&entent au total que 10% de la variance totale. II reste done
a expliquer 90% de cette variance. Us correspondent a l'hete'ro-
g^ne'ite' dans la survenance des accidents pour les voitures d'une
meme classe du tarif d'assurance, e'est-a-dire pour des voitures
ayant toutes la m&me zone de garage habituel, le m&me usage,
la meme puissance fiscale et le meme modele.

Pour une classe quelconque, par exemple: Paris, Affaires, 8
chevaux fiscaux, Peugeot, on a indique dans la 2e colonne du
tableau 1 les nombres des voitures ayant eu 0, 1, 2, 3 . . . accidents
pendant l'anne'e 1959.

Dans la colonne No 3, on a mentionne1 les nombres probables de
voitures qu'on aurait du observer d'apres la loi de probabilite de
Poisson, si ces vehicules avaient eu tous un meme nombre probable
de sinistres, done un me"me risque.

TABLEAU I

Nombre
d'accidents

1

0

1

2

3
4
5
6

Total

Observe
2

764
347
146

45
18

2

2

1-324

Nombre de voitures

calcule par

Loi de Poisson
3

687,3
450,6
147.7
32,3

5.3
o,7
0 , 1

1-324

Methode proposee
4

759,8
360,6
135.3
46,3
15.1

4.8
2 , 1

1-324
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On voit immediatement que la representation donnee par la loi
de Poisson est mauvaise. Ceci provient de ce que toute classe pour-
rait etre decomposed en plusieurs sous-classes, si Ton ajoutait
un nouveau critere de distinction entre les voitures a condition
qu'il soit le'gerement lie au risque. Ceci montre qu'a l'interieur
d'une classe toutes les voitures n'ont pas une meme frequence
probable et que la distribution des nombres de ve"hicules, selon le
nombre de sinistres qu'ils ont eus, est formee par la superposition
de deux lois de probabilite :1a loi de probabilite de la survenance
au hasard des sinistres pour une voiture donnee et la loi de proba-
bility des risques des voitures, c'est-a-dire la loi de distribution
des frequences probables des diverses voitures appartenant a une
meme classe.

De"signons par:
F (s) la loi de probabilite des risques des voitures d'une classe de
tarif,
G (s'/s) la loi de probabilite de la survenance au hasard des sinistres,
c'est-a-dire du nombre de sinistres s' survenus a une voiture dont
le risque, ici mesure par l'esperance mathematique du nombre de
sinistres, est s.

On a souvent admis que la loi de probability G (s' | s) est une loi
de Poisson. II est possible de le demontrer de la maniere suivante:

Nous avons montre" precedemmentJ) que lorsqu'un caractere
X est mesure" avec une erreur de mesure s, il est possible d'obtenir
la suite infinie des estimations absolument correctes des moments
de l'erreur e, et par consequent la loi de probabilite de e a condi-
tion de disposer d'au moins 3 mesures du caractere sur chaque
objet.

Dans le cas present:
le caractere X a mesurer est le risque s» de chaque voiture i
la mesure de s; est le nombre de sinistres st observes sur la

voiture i
l'erreur de mesure ê  est la difference entre le nombre de sinistres

observes ŝ  et le nombre probable s;, c'est-a-dire z{ = s^ — s;.
Dans le cas de 3 mesures ŝ , s ,̂ Sj sur chaque voiture, on obtient
x) P. J. DELAPORTE. Etude statistique des erreurs de mesure. Bulletin

de l'lnstitut International de Statistique, t. 38, Tokyo i960.
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les estimations absolument correctes des moments centre's de
l'erreur de mesure par (P. Delaporte loc. cit. formules 43 et 67 a 69)

(s7

oil ^ = (s- + s- + S-) I 3

n est le nombre de voitures etudiees

Z N ~ S"i)

• "2

27 v~i r /
i6n Z_J

5
T

4

« (2)

8 l V C ^ \ 6 I (Q C - \ 6 I (c C - l ^

1 0 5 __„

1 1 + 1 .h-
Les premiers cumulants s'obtiennent par:

= Ê l — 3 e(

= e^' — I 0

(3)

Pour rechercher quelle est la loi de probabilite de e on a obtenu
3 mesures du risque de chaque voiture en notant, pour des voitures
assurers pendant les 12 mois de l'annee 1958, les nombres de sinistres:

si des mois de Janvier, Avril, Juillet et Octobre

s- des mois de Fevrier, Mai, Aout et Novembre

s,- des mois de Mars, Juin, Septembre et Decembre.
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On observe tout d'abord qu'il existe une remarquable e"galite"
entre les cumulants K2 et K3 et que malgre' la croissance rapide
des moments avec leur ordre, les cumulants Kt et K6 sont du m§me
ordre de grandeur que K2 et K?. Ceci suggere que tous les cumulants
de la loi de probability de l'erreur e seraient e"gaux, les ecarts
al^atoires, dus aux petites tailles des e"chantillons, croissant natu-
rellement avec l'ordre du cumulant. Cette proprie'te' d'egalite des
cumulants est caracte"ristique de la loi de probability de Poisson.

TABLEAU 2

Zone de garage

Usage
Puissance

Constructeur

Nbre de voitures
K2

K3

K4
KB

Province
Normal

Promenade
7

Simca

3.276
0,0414
0,0400
0,0446
0,0216

Estimation du parametre moyen
par (4

[J-3

K

0,0414
0,0400
0,0439
0,0295
0,0440

Paris

Promenade
7

Simca

1.216
0,1162
0,1184
0,1832
0,0960

de la loi de
0,1162
0,1184
o,i533
0,1108
0,1608

Paris

Affaires
7

Simca

1-373
0,2088
0,1979
0,3682
0,1104

Poisson

0,2088
0,1979
0,2738
0,1842
0,2998

Paris

Affaires
4

Renault

1-234
0,2242
0,2358
0,4817
0,3205

0,2242
0,2358
0,3218
0,2457

Dans la deuxieme partie du tableau ci-dessus, on a indiqud les
estimations du parametre de la loi de Poisson tir6 des divers
moments. On constate que les hearts observ6s sont d'un ordre
de grandeur acceptable par rapport a leurs hearts types, ils peuvent
done etre attribue"s au hasard. Par consequent, la survenance au
hasard des accidents de chaque voiture se fait selon la loi de probabiliti
de Poisson.

La loi de probability des risques des voitures a l'interieur d'une
classe du tarif peut alors £tre e"tudie"e x) au moyen des moments
de F (s) exprime's en fonction des moments des nombres observes

x) P. Delaporte. Un probleme de tarification de l'assurance accidents
d'automobiles examine^ par la Statistique Mathematique. Comptes rendus du
XVIe Congres International d'Actuaires, Bruxelles i960, t. 2, p. 121-135.
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s' de sinistres, sachant que la loi de probability de e est une loi de
Poisson.

sm1 = s,m1

s t t j — s'tt$ «J s/t^2 > s i

. , . , , (\ .. I / T T f\ /vyt \ •• I O AM I /VVJ o\
sM-(l — s'^4 s'r^3 I \ s i . ) ' s r 2 I 0 s i \s 1 /

Dans le premier exemple d'6tude des nombres de voitures ayant
eu o, i, 2 . . . sinistres pendant l'ann^e 1959, les nombres probables
ainsi trouve's sont indiques dans la colonne 4 du tableau No 1.
Us sont statistiquement en excellent accord avec les nombres
observes.

Maximum de precision d'un tarif a"assurance automobile

Nous venons de montrer que pour une voiture donn£e i, done
pour un risque donne" i, les sinistres surviennent au hasard selon
une loi de probability de Poisson de parametre s». C'est dire que:

la probability d'observer ^ sinistres en 1 an sera:

G (A I ^ = e-H ^

1'espe'rance math^matique du nombre de sinistres du ve"hicule / sera:
pour 1 ann£e quelconque h

00

F [ Q'~\ > c' (Z ( c' I c-\ — c-
Ll iA — / \ i ' \1 i I */ — 1

pour t annees

Eh [ft] =

le moment d'ordre 2 du nombre des sinistres du ve"hicule i sera:
pour 1 an

s;w2 = E O-2] = ^ xs). G (xs- I Si) = Si + s |

/ - o

pour t anne"es
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= * (Si + sj) + t (t — i) s\ = tSi + t2 sj

Si Ton designe par F (s) la loi de probability des risques des
vehicules dans 1'ensemble d'une classe du tarif ou dans l'ensemble
du pare assure, on aura pour t ann£es d'observation:

t,mx = E, [ts'f] = $t.SidF (si) = t . sm1

ftna = Ei [ts»] = J \t . Si + t* sj) d F (Si) = t . sm1 + t%m2

«0

ou s0 est la limite inferieure du risque.

La variance des nombres de sinistres par voiture en t annees sera:

(S'|A2 = tSm2 — tS<m\ = t . sm1 + t2 . sm2 — t2 . sm\
= tsmi+ t* s[L2 = t. S' + t2 . s{L2 (5)

Ainsi, la variance totale des nombres d'accidents en t annees
est-elle formee:

d'une partie proportionnelle a la frequence des sinistres et au
temps;

d'une autre partie proportionnelle a la variance des risques et
au carre du temps.

La variance totale trouvee au debut de cette etude pour un an se
decompose ainsi:

lS/(x2 = 0,4724 = 0,3269 +s[J-2 d'ou S\L2 = °>I455

car la frequence moyenne 6tait s = ^ ^ — = 0,3269

Pour une duree de t annees, la variance totale devient:

,s'!A2 = 0,3269 t + 0,1455 t2 (6)

Le dernier terme est lui-meme forme' par une variance expliquee
par le tarif actuel (zone de garage, usage et profession, puissance
du moteur), soit 0,0411 t% et une variance complementaire (0,1455
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— 0,0411) t2 = 0,1044 t2 correspondant au gain de precision de
tarification qui pourrait etre obtenu en utilisant une prime modeled
sur le risque au lieu de la tarification actuelle a la prime moyenne.

Si Ton divise les deux membres de l'equation (5) par (S'jx2 et qu'on
les multiplie par 100, on obtient les pourcentages de la variance
totale des risques:

3.04 *expliquee par la zone de garage habituel

expliquee par l'usage et la profession

expliquee par la puissance du moteur

total explique par le tarif actuel

0.3269 + 0,1455 t
0,92 t

0,3269 + 0,1455 t

0,15*
0,3269 + 0,1455 t

4,111

0,3269 + 0,1455;

complement explicable par un tarif ou la prime 10,44 t
est modelee sur le risque 0,3269 + 0,1455 t
reliquat du a la survenance au hasard des sinis- .

32 60,
tres et done non explicable par un tarif d'assu- '

ranee
0,3269 + 0,1455 t

Ce dernier terme tend vers zero lorsque la duree d'assurance
augmente. Tous les autres termes, au contraire, ont la forme
analytique d'hyperboles qui tendent asymptotiquement vers des
limites finies telles que la somme des variances expliquees asympto-
tiques est egale a 100 pour cent.

Les fonctions ci-dessus indiquent les courbes limites de l'effica-
cite des diverses methodes de tarification des risques. En fait, les
primes peuvent difficilement etre modifiees en cours d'ann^e, e'est
pourquoi le tarif a prime modelee sur la base d'une revision annu-
elle de la prime d'apres les antecedents du risque se presente sous
la forme indiquee dans le diagramme ci-apres:

Ce diagramme indique, dans sa partie inferieure limitee par la
courbe inferieure, le pourcentage de la variance totale des risques
analyse par le tarif actuel, tout le reste des risques £tant mis en
mutualite, sans distinction entre les bons risques et les mauvais
risques. Apres une duree d'assurance tres longue, l'efficacite de
cette tarification n'est que 28,3% de l'heterogeneite des risques.
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1 2 J <, 5 < 7 B 9 lo 11 IZ 13 1J 16 17 18 19 20
Xorffbre d'anntet

La zone comprise entre l'axe des nombres d'annees et la courbe
superieure montre le pourcentage de la variance totale des risques
qui pourrait 6tre analyse par un tarif ou la prime du tarif actuel
de premiere annee serait ensuite modelee sur le risque pour tenir
compte des particularites individuelles de chaque risque. Elle
tend vers ioo % pour une duree tres longue d'assurance.

La zone situee au-dessus de la courbe superieure indique la part
de la variance du risque qui ne peut etre analysee par un tarif
d'assurance, car elle constitue la partie aleatoire irredurtible du
risque qui doit necessairement etre mise en mutualite. Cette partie
aleatoire tend vers zero quand la dur6e d'assurance est tres longue.

La zone comprise entre les deux courbes (zone doublement
hachuree) est tres large, elle correspond a la part des risques que
les compagnies d'assurance appliquant un tarif commun en France,
mettent en mutualite, alors qu'un tarif mieux adapts pourrait
permettre de faire payer a chaque assure une prime proportionn^e
a son risque. C'est l'etendue de cette zone qui permet a des com-
pagnies n'appliquant pas le tarif commun de selectionner les risques
qu'elles assurent et de leur demander des primes inferieures a
celles du tarif commun, ce qui produit une antiselection dans le
portefeuille des compagnies du tarif commun.
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Des motifs commerciaux feront souvent choisir des tarifs e'loigne's
du tarif a prime modelee sur le risque qui correspond a un maximum
d'efficacite de discrimination entre les risques.

Les qualites techniques d'un tarif d'assurance automobile de-
vraient toujours etre appreciees sous la forme de l'he'terogeneite'
des risques de"composee en trois parties: celle analysee par le tarif,
celle volontairement laissee en mutuality et l'hete'rogene'ite' resi-
duelle obligatoirement laissee en mutuality.
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