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Platitude du pro-p-module universel de GLy(F') en
caractéristique p
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ABSTRACT

Let F be a p-adic field with uniformizer 7. We consider G = GLy(F)/m and I(1) the
pro-p-Iwahori subgroup of GG. The exploration of the smooth mod p representations of G
motivates the study of the space of functions with values in Fp and compact support in the
set of right cosets I(1)\G. We show that this universal module is flat over the pro-p-Hecke
algebra if and only if the cardinal of the residue field of F' is equal to p.

1. Introduction

L’étude des représentations lisses irréductibles modulo p du groupe linéaire général p-adique GL4 a
été initiée en 1994 par Barthel et Livné [BL94] et a connu un essor en 2000 avec les travaux de Breuil
[Bre03] puis Vignéras [Vig04]. Elle s’appuie en particulier sur le role prépondérant joué par le pro-
p-Sylow du sous-groupe d’Iwahori : toute Fp—représentation lisse non nulle admet un vecteur non
trivial invariant par ce pro-p-groupe. Cette propriété suggere d’approcher les Fp—représentations
lisses par ’étude des modules a droite sur ’algebre de Hecke du pro-p-Iwahori. Le passage des
représentations lisses vers ces modules s’opere via le foncteur des invariants sous le pro-p-Iwahori,
celui des modules vers les représentations lisses, par produit tensoriel sur ’algebre de Hecke par le
module universel relatif au pro-p-Iwahori. L’objet de cet article est de donner un critere d’exactitude
pour ce dernier foncteur.

La platitude (et méme la liberté) du Fp—module universel relatif au sous-groupe compact maximal
sur son algebre de Hecke est un ingrédient important pour la classification des Fp—représentations
lisses irréductibles du groupe p-adique GLs qui sont des sous-quotients d’induites paraboliques.
La courte preuve géométrique donnée par [BL94, théoréme 10] a inspiré le travail sur larbre
de Bruhat—Tits du présent article. Par ailleurs, I'intérét de la platitude de modules universels
n’est pas un trait propre au cadre de la caractéristique p. Le module universel relatif au sous-
groupe compact maximal de GL,,, n > 2, a été fructueusement étudié en différentes caractéristiques
(voir [Laz99], [BO03], etc.).

On désigne par F' un corps local non-archimédien de caractéristique résiduelle p et de corps
résiduel Fy, avec g = p%, £ > 1, par Op son anneau d’entiers et par 7 une uniformisante. Soit G' =
GLy(F) /7. On note I le sous-groupe d’Iwahori standard de G et I(1) 'unique pro-p-Sylow de I.
Nous allons démontrer le résultat suivant.

THEOREME 1. On a les assertions suivantes.
(i) Le module universel F,[I\G] est projectif sur I'algébre de Hecke—Iwahori HF,,(Gv I).

(ii) Le module universel F,[I(1)\G] est plat sur I'algébre de Hecke du pro-p-Iwahori HFP(G’ I(1))
si et seulement si le cardinal du corps résiduel de F' est premier, égal a p. Dans ce cas, c’est
méme un HFP(G’ I(1))-module projectif et fidélement plat.
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1.1 Algebre de Hecke et modules universels

1.1.1 Toutes les représentations considérées sont lisses : les stabilisateurs des points sont ouverts.
On appelle caractere une représentation de dimension 1. Pour les rappels au sujet des algebres de
Hecke, on se réfere a [Vig04, Appendix A.1]. On désigne par R un anneau commutatif unitaire
d’unité 1. Soit K un sous-groupe ouvert compact de G et o0 : K — GL(V) une R-représentation
de K de type fini sur R. On note ind% o 'induite compacte de o. L’algébre de Hecke H(G, o) est
I’algebre des entrelacements

Hr(G,0) = EndR[G}(ind?{ o).
On suppose que 0 : K — R* est un caractere. Une base de 'induite compacte du caractere o est
Pensemble { fry,g € K\G} ot on note fry , 'élément de ind% o de support Kg et de valeur 1g
en g. L’algebre de Hecke de o s’identifie avec la composante (K, o)-isotypique de ind?( o munie du
produit de convolution décrit par [Vig04, Appendix A.1]. On dit de g € G qu’il entrelace le caractere
o si pour tout k € K NgKg' on ao(k)=o0(g 'kg). L’élément T, , € Hr(G,o) de support KgK
et de valeur 1r en g est alors bien défini.

On suppose que o = 1 est le caractere trivial de K. On note alors Hr(G, K) son algebre de Hecke.
On notera simplement Ty I'élément T3 1 qui est bien défini pour tout g € G. L’induite compacte
ind% 1 du caractére trivial de K s’identifie avec le R[G]-module universel R[K\G] des fonctions
valeurs dans R et & support fini dans I'ensemble des classes a droites de G modulo K. On notera
1x I'élément générateur fx 1 égal a la fonction caractéristique de K. Le module universel R[K\G]
est naturellement un module a gauche sur la R-algebre de Hecke de K. Pour tout g € G, I'action
de Ty est entierement déterminée par I'action de T}, sur I’élément 1x car 'action de la R-algebre de
Hecke de K commute a celle de G. Elle est donnée par

Tg(lK) = Z 1‘_11](: Z 1x,.

zeK\KgK zeK\KgK

Le R[G]-module universel R[K\G] définit un foncteur de la catégorie des Hr(G, K)-modules a
droite dans la catégorie des R-représentations de G engendrées par leurs K-invariants :

M — M @3 (c,x) RIEK\G].

1.1.2 Soit I le sous-groupe d’Iwahori standard de GLy(F'), et I(1) son unique pro-p-Sylow. Le
groupe [ (respectivement /(1)) est I'image inverse, par la réduction modulo 7w, GL2(OFp) — GL2(F,),
du sous-groupe de GL»(FF,) des matrices triangulaires (respectivement unipotentes) supérieures.
Les sous-groupes (1) et I de GLa(F') sont ouverts et compacts. Ils sont normalisés par ’élément
w= (93%). Le quotient I/I(1) s’identifie au tore diagonal T'(F,) de GLa(F,). Tout F,-caractere de
I est trivial sur I(1) et s’identifie avec un caractere de T'(F;) a valeurs dans [F}.

On identifie les sous-groupes I et I(1) de GLo(F) avec leurs images respectives dans G.

Le théoreme 1 nous renseigne quant a 'exactitude des foncteurs respectivement définis par les
[F,-modules universels IF,[I\G] et F,[I(1)\G].

1.2 L’arbre de PGL2(F)

On désigne par 7 'arbre de PGLa(F). On se réfere a [Ser77]. Nous considérerons les arétes de 7°
comme orientées. L’ensemble des sommets de 7 s’identifie avec I’ensemble des réseaux de F? &
homothétie pres. II est muni d’'une action a gauche de G qui est transitive. On note ¢y le som-
met correspondant au réseau O @ Op. Son stabilisateur sous l'action de G est égal & GL2(Op).
Ainsi, 'ensemble des sommets de I’arbre s’identifie avec les classes a gauche G/GL2(Or). L’action de
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G sur 'ensemble des sommets induit une action transitive sur l’ensemble des arétes. On note
c1 le sommet correspondant au réseau Op @ wOp et u l'aréte d’origine ¢y et d’extrémité c;.
Son stabilisateur est égal au sous-groupe d’Iwahori I, donc ’ensemble des arétes de I'arbre s’identifie
avec les classes a gauche G/I.

Soit v une aréte d’origine c¢ et d’extrémité ¢. On désigne par © et I'on appelle aréte opposée
a v laréte d’origine ¢’ et d’extrémité c. Par exemple, I’élément w échange les sommets cq et ¢; et
envoie l'aréte u sur son opposée . L’application involutive v +— o définie sur ’ensemble des arétes
s’étend en un endomorphisme linéaire de ’espace vectoriel de base ’ensemble des arétes. Pour X
un ensemble d’arétes, on notera X Densemble des arétes opposées.

Toute aréte d’extrémité ¢, distincte de v, sera dite incidente & v. Toute aréte d’origine ¢/, distincte
de v, sera dite adjacente a v. On appelle faisceau issu de v et I'on note F, I’ensemble des ¢ arétes
adjacentes a v. L’action de G sur ’ensemble des arétes transforme un faisceau en un faisceau.

L’ensemble des sommets de 'arbre est naturellement muni d’une distance d. On dira de ’aréte v
d’origine ¢ et d’extrémité ¢ qu’elle est sortante si d(co,c) < d(co,c’). Dans le cas contraire, on dira
qu’elle est rentrante.

Pour ¢ € N, on désigne par 5; la sphere de rayon i, c’est-a-dire I'ensemble des sommets a
distance ¢ de cyp. Nous dirons de l'aréte v qu’elle est a distance i (sous-entendu de l'origine c¢g) si
lon a i = max{d(cg, c),d(co,')}. Si v est sortante (respectivement rentrante), cela signifie que son
extrémité (respectivement son origine) appartient a S;.

Dans la partie 2.3, on fixera un systeme de représentants des classes a gauche de GG modulo I.
On se propose ici d’en décrire un explicitement. On note [.] : F; — Op I'application de Teichmiiller
et 'on identifie FqN avec Op via

a: IF‘EI — Op
(j)jen — X jen ™ [24].

Soit i € N, 7 > 1. On plonge Ffl dans IE“I(? en identifiant (xq,...,z;—1) € Ffl avec (zg, ..., %i-1,0,0,...)
€ IE‘EI. On pose 98 =wl gé =1 et, pour x € Ffp

(10 %) 4 (o 2)

Un systéme de représentants des classes a gauche de G modulo GL2(OF) est donné par [Bre03] :
{l,w, gsw, pour e € {0,1},z € F;,i > 1}

Pour i € N, i > 1, la sphere de rayon i est S; = {(ghw)co, (gyw)co, pour z € Fi.y € F, '}
Un systeme de représentants des classes a gauche de G modulo I est donné par :

{17.9:6(:7(")79;(")7 pour € € {07 1}7:1: € F;,Z > ]-} (1)
En effet, pour € € {0,1}, i > 1, = € Ffl, laréte uS, = gSu est I'unique aréte sortante d’extrémité

(ggw)co. Le faisceau issu de ug, est F e = {ufx o S € [F,}. L’aréte opposée a ug, est U5 = giw u.

Notation 1. Lorsque l'on travaillera avec les ¢ + 1 arétes {u,ug}seyq d’origine ¢y, on les notera

simplement {u, 1} seF, -

Pour 7 € N, on désigne par F; 'ensemble des arétes sortantes a distance 7 4+ 1 de ¢, ¢’est-a-dire
dont l'origine appartient a la sphere S; et 'extrémité appartient a la sphere S; 1. Il est de cardinal
|Eil = ¢'(g+1). On a Ey = {u, us}ser, et E; = {ud,uy, pour z € Fit!, y € Fi} pour i > 1.
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2. Démonstration du théoréme 1

2.1 Décomposition de la Fp-algébre de Hecke du pro-p-Iwahori de G

2.1.1 On note T (Fy) le groupe des [Fy-caracteres du tore fini. Il est naturellement muni d’une
action du groupe des permutations Gs et I'on note I' 'ensemble de ses orbites sous cette action.
Soit v € T" l'orbite d’un caractere x € T(Fq). On considére x comme un Fy-caractere de I trivial
sur I(1) et 'on désigne par o la représentation de I définie par o, = x si |y| =1, 0 = x ® 7x si
|v] = 2, ou 7 est I’élément non trivial de S.

PROPOSITION 1 [Vig04, Proposition 2.1]. On a les assertions suivantes.
(i) Soit X' : I — F;. Si x et X' ne sont pas conjugués sous l'action de So, il n’existe pas
d’entrelacement non trivial entre les F,[G]-modules ind¥ y et ind¥ x'.
(ii) On a un isomorphisme de F,[G]-modules
ind¥ 7y — ind¥
fI,TX [ — wf[,x-

(2)

Remarque 1. Nous faisons les remarques suivantes.

(i) Si|y| = 1, lespace des I(1)-invariants de ind% x est égal & la composante (I, x)-isotypique de
ind? X, d’apres la premiere assertion de la proposition. Par définition de ’algebre de Hecke
de x, c’est le HFP(G, x)-module libre de base f7 .

(ii) Si |y| = 2, P'espace des I(1)-invariants de ind¥ x est égal & la somme directe de sa com-
posante (I, x)-isotypique et de sa composante (I, 7x)-isotypique. La premiere est égale au
sous—HFp (G, x)-module libre de ind? x engendré par fr ,. Son image sous 'action de w est égale

a la composante (I, 7x)-isotypique de ind? x. Ainsi, le HFP(Gv x)-module libre de base {fr ,,

wfry} est égal & espace des I(1)-invariants de ind¥ y.

PROPOSITION 2. La Fj-algébre de Hecke HFP(G,I(l)) est isomorphe au produit, pour v par-
courant T, des Fp-algébres de Hecke HFP(G,O',Y). Plus précisément, il existe une famille (ey),er
d’idempotents centraux orthogonaux telle que
1= z;ey € Mz (G, I(1) et Hg (G,oy) =Mz (G,1(1))e,.
ve

Démonstration. C’est la proposition 3.1 de [Vig04]. Sa preuve s’appuie sur la décomposition de
I'induite compacte du caractere trivial en la somme directe de IF,[G]-modules

indf(l) 1~ @ ind¥ x = @ind? oy, (3)
XET(Fy) Vel

obtenue du fait que ¢ — 1 est inversible dans Fp et que Fp contient une racine g — 1™ de Punité.
Par la proposition 1, cette décomposition se traduit par I’écriture de la [F-algebre de Hecke du pro-p-
Iwahori en un produit d’algebres de Hecke : HFP(Gv I(1)) ~ D, er HFP(G’ o). On note €, I'élément
de HFP(G,I(l)) égal a la projection indg;(l) 1 — ind¥ x. L’idempotent central e, € HFP(G,I(l)) de
la proposition est la projection indg;(l) 1— ind? o.. Il est égal a €, si 7y est de cardinal 1, & €, + €
si v est de cardinal 2. a

2.1.2 Nous étudions maintenant la partie réguliere de ’algebre de Hecke du pro-p-Iwahori. Soit
x € T(F;) un caractere d’orbite v sous l'action de G2 que I'on suppose régulier, c’est-a-dire que
v est de cardinal 2. Remarquons que cela suppose que g > 2. D’apres la proposition 1, I'algébre
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Hg, (G,0,) est isomorphe a ’algebre des matrices de taille 2 sur I'anneau HFP(G’ X) : les algebres
de Hecke HFP(G’JW) et HFP(G’X) sont Morita équivalentes. En particulier, le HFP(G,X)—mOdule

a gauche correspondant, par équivalence de Morita, au HFP(G,JW)-module a gauche ind? o, n’est
autre que ind? X puisque l'on a I'isomorphisme
. 1G e 1G . .G ~ . .G
Homg (¢ (ind7 x,ind7 o) DHz (Gx) indy x — indy o,

f®x— f(x).

L’équivalence de Morita préservant la platitude, le HE, (G,0,)-module ind? o, est plat si et seule-

(4)

ment si le HFP(G’ X )-module ind? X est plat.

2.1.3 Nous décrivons la démarche suivie pour démontrer le théoreme. D’apres la proposition 2
et sa preuve, le Hg (G,I(1))-module FF,[I(1)\G] est plat si et seulement si

ind¢ o, est un HFP(G’ 0, )-module plat pour tout v € T'.

(i) Lorsque v est de cardinal 1, on dit que 'on est dans le cas Iwahori et 1'on est ramené, quitte
a tordre par un Fp-caractére de G, a I'étude de la platitude du HFP(G’I )-module universel
F,[I\G]. C’est 'objet de §2.2. On y montre que F,[I\G] est un Hz, (G, I)-module projectif.
De plus, son sous—HFp(G, I)-module constitué par ses I(1)-invariants en est un facteur direct.

(ii) Lorsque v = {x,7x} est de cardinal 2, c’est-a-dire que l'on est dans le cas régulier, on étudie

la platitude du HFP(G,UV)—module ind? 0. D’apres §2.1.2, on est ramené a I'étude de la
platitude HFP(G’ x)-module ind? X, & laquelle § 2.3 est consacré : on y montre que ind? X est
un HF,,(Gv X)-module plat si et seulement si ¢ = p.
Lorsque ¢ = p, on montre de plus que ind?x est un HF,,(Gv X)-module libre et que son
sous—HFp(G,X)—module constitué par ses I(1)-invariants en est un facteur direct (proposi-
tion 7). Ainsi, ind? 0~ est un HFP(G,JW)—mOdule libre et son sous-module constitué par ses
I(1)-invariants en est un facteur direct.

On aura ainsi montré que le HFP(G’ I(1))-module F,[I(1)\G] est plat si et seulement si ¢ = p.

Dans le cas ol ¢ = p, on aura méme prouvé que c’est un HFP(G, I(1))-module projectif et que
son sous-module des I(1)-invariants en est un facteur direct. Par définition, ce dernier est isomorphe
a HFP(Gv I(1)). Ainsi, pour tout idéal propre & droite A de HFP(Gv I(1)), Despace vectoriel quotient
F,[I(1)\G]/AF,[1(1)\G] ne saurait étre nul. Cela signifie que ;[ (1)\G] est un HF,,(Gv I(1))-module
fidelement plat, d’apres [Bou61, chapitre 1 §3, no. 1, proposition 1].

2.2 Platitude du module universel F,[I\G] sur I’algébre de Hecke—Iwahori
On désigne par H la Fp—algébre de Hecke-Iwahori HE, (G, I). Elle est engendrée par les éléments S
et T avec les relations S(S + 1) =0, 7% = 1, ou S et T sont respectivement les éléments de H de

support I71 et Iw, et ou 'on identifie ’élément non trivial 7 € G4 avec (? (1)) € G [Vigo4, §1.1].
Elle se décompose en la somme directe de H-modules projectifs H = HS® H(S + 1).

Le F,[G]-module F,[I\G] est engendré par la fonction caractéristique 17 de I. C’est un élément
invariant sous ’action de I. Une Fp-base de Fp [I\G] est donnée par I’ensemble des ¢g.1; ou g parcourt
un systeme de représentants des classes a gauche G/I. Il existe une unique identification entre les
arétes de l'arbre 7 et une base de l'espace F,[I\G] telle que I'aréte u corresponde & 1; et qui
soit compatible avec l'action de G. On considérera dorénavant les éléments de F,[I\G] comme des
combinaisons linéaires d’arétes de ’arbre.
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THEOREME 2. Il existe un ensemble V d’arétes de I'arbre T tel que le H-module F,[I\G] est
isomorphe a la somme directe de modules projectifs

Fo[I\G] = Hu® D HSv ~ H & (H HS.
veV veV

COROLLAIRE 1. Le H-module F,[I\G] est un H-module fidélement plat.
La suite de §2.2 est consacrée a la démonstration de ce théoreme.

2.2.1 Action de la Fy-algeébre de Hecke-Twahori de G sur Fp[I\G]. Les actions des générateurs
S et T de H sur les arétes de l'arbre 7 sont entierement déterminées par les données de S(u) et
T'(u) car action de H commute a celle de G.

(i) On a T'(u) = wu = @. Donc 'action de T" sur une aréte renverse son orientation.

(ii) On a la décomposition (voir [Vig04, Appendix 3]) :

Irl=\JIr <[1) [i]> =J1I (2 [i]> = |J 197"

s€lfy s€lfy s€lfy
Ainsi
S(u) =Y glu=" us
s€lfy s€lfy
et I’action de S envoie une aréte v d’origine ¢ sur la somme des ¢ arétes d’origine c¢ distinctes
de v.

Cette description géométrique des actions de S et T est la clef des preuves de §2.2.
Nous l'utiliserons a maintes reprises sous les formes suivantes : soit v une aréte de 'arbre d’origine c.
G1 : L’action de (S + 1) transforme v en la somme des g 4+ 1 arétes d’origine c.

G4 : L’action de ST transforme v en la somme des ¢ arétes adjacentes a v.
Gg3 : Soit v’ une aréte adjacente & v. On a (1+ S)Tv = (1+ S)v'.

2.2.2 Une base du F,-espace vectoriel Fp[I\G]. Une F,-base de F,[I\G] est donnée par
I’ensemble des arétes de 'arbre 7. Nous allons en donner une autre en construisant les ensem-
bles V; suivants.

(i) Vp est I'ensemble des g + 1 arétes sortantes a distance 1.

(ii) Pour ¢ > 1, construisons V; un ensemble d’arétes sortantes a distance ¢ + 1. Soit v une aréte
sortante a distance . Dans le faisceau issu de v on choisit une aréte que I’'on appelle exception-
nelle. On note V, 'ensemble des arétes non exceptionnelles issues de v et 'on pose V; := |, V4,
ou v parcourt I’ensemble des arétes sortantes a distance i.

Les cardinaux des ensembles considérés sont respectivement :
Vol=q¢+1; |Vigrl=(¢+1)(¢"™ —¢) pouricN.

La réunion des (V;);en est ensemble des arétes sortantes de 'arbre, privé des demi-droites
d’origine un sommet a distance supérieure ou égale a 1, constituées par des arétes exceptionnelles.

Rappelons que E; désigne 'ensemble des arétes sortantes a distance 7 + 1.

LEMME 1. Soit 7 € N.

(i) L’ensemble {(ST)’v,v € Vi_;}o<j<i est une base de I'espace vectoriel de base E;.
(ii) L’ensemble {T(ST) v,v € Vi_;}o<j<i est une base de I'espace vectoriel de base E;.
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Démonstration. Posons X; = {(ST)/v,v € Vi—jto<j<i- Notons tout d’abord, grace a Gz, que pour
tout j € {0,...,i} et toute aréte v € V;_;, 'élément (ST)7v est la somme des ¢’ arétes sortantes
a distance 7 + 1 de la branche de v. Ainsi, tout élément de X; appartient a I'espace vectoriel
engendré par E;. On en déduit aussi que pour j, k éléments distincts de {0,...,i}, les ensembles
{(ST)v,v € Vi_;} et {(ST)*v,v € V;_} sont disjoints et que le cardinal de X; est :

1Xil= > Vigl=q+1+ D> (¢+D@ ¢ ) =d(g+1) =|Ej|.
j€{0,....i} je{l,...i}
Montrons par récurrence sur i € N que X; engendre ’espace vectoriel de base F;.

Pour ¢+ = 0 c’est clair. Soit 7+ > 1. Supposons l’assertion vérifiée pour ¢ — 1. Soit v € E;. Si v
n’est pas exceptionnelle, alors v € V; C X;. Sinon, on note v' € FE; 1 l'aréte a laquelle v est
adjacente. D’aprés G, v est une combinaison lindaire de STv' et des ¢ — 1 arétes non exception-
nelles adjacentes & v'. Ces dernieres appartiennent & X;. D’autre part, par hypothése de récurrence,
v appartient & 'espace vectoriel engendré par X;_ 1, donc STv' appartient a l’espace vectoriel
engendré par ST X;_1 C X;. Ainsi, v appartient a I’espace vectoriel engendré par X;. O

Une base de IF,[I\G] est donc donnée par
{(ST)"v, T(ST)"v,v € Vi }; ken. (5)

2.2.3 Expression de F,[I\G] comme limite inductive de Hg, (G, I)-modules.  On définit la famille
d’espaces vectoriels (Y;);en, croissante pour U'inclusion en désignant par Y; I'espace vectoriel de base :

{(ST)* 0, T(ST)*v,v € Vj}ogj<iken:

Remarque 2. D’apres le lemme 1 et par définition de Y;, ensemble des arétes (rentrantes et sor-
tantes) a distance inférieure ou égale a i + 1 est contenu dans Y.

PROPOSITION 3. Pour i € N, le sous-espace vectoriel Y; de F,[I\G] est stable sous I'action de H.
COROLLAIRE 2. Pour i € N, le H-module Y; est engendré par Uogjgi Vi.

Preuve de la proposition 3. Puisque les générateurs S et T de H vérifient, T? = 1 et S? = -5, il
suffit, pour montrer que Y; est stable sous ’action de H, de s’assurer que

SveY;, pourtoutwvelV;,0<) <.

(i) Soit v € Vp, Sv est la somme des arétes appartenant a V différentes de v. Donc Sv € Yj et Y
est stable sous 'action de H.

(ii) Soit ¢ € N. Supposons que Y; est stable sous I'action de H. Soit v € V}, j < i, alors Sv € Yj par
hypothese de récurrence, donc Sv € Y; 1. Soit v € V;41. C’est une aréte sortante a distance
1 + 2. D’apres la description géométrique de l'action de S, Sv est une combinaison linéaire
d’une aréte rentrante a distance ¢ + 1 et de ¢ — 1 arétes sortantes a distance ¢ + 2. D’apres
la remarque 2, ces arétes appartiennent a Y;11, donc Sv € Yji1. Ainsi, Y;11 est stable sous
I’action de H. O

LEMME 2. Pour tout v € Vi1, ona (14 S)v €Y;.

Démonstration. Soit v/ € E;, 'aréte sortante a distance ¢ + 1 & laquelle v est adjacente. D’apres la
remarque 2, Paréte v’ est contenue dans Y;, qui est stable sous I'action de H. Or, d’apreés Gg, on a
(14 S)v= (1497 Ainsi, (1+ S)v €Y. O
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Remarque 3. Le H-module Y; est engendré par les arétes sortantes a distance inférieure ou égale a
i + 1. En particulier il ne dépend pas du choix des arétes exceptionnelles. De plus, 'action de (1)
sur les arétes de l’arbre commute a celle de H et, puisque I(1) est un sous-groupe de GLy(Op), elle
conserve la distance et l'orientation. Ainsi, le H-module Y; est stable sous 'action de I(1).

2.2.4 Projectivité de Yy. On considere le morphisme de H-modules suivant :

d:Hx (HS)" ' — Y
(h, (hsS)sers) — hu+ 3 cp. hsSus.

LEMME 3. Le morphisme de H-modules ® est un isomorphisme.

Démonstration. Le H-module Yy est engendré par l'ensemble Vo = {u,us,s € Fg}. D’apres Gq,
(14 S)u est égal a la somme de u et des arétes us pour s parcourant IF,. Puisque S(S + 1) =0, on
en déduit que Suy = —Su — ZseF; Sug, donc Sugy appartient a 'image de ®. Ainsi, 'image de ®
contient u, et Su, pour tout s € F,. Mais us = (1 + S)u — Sus donc ® est surjectif.

Montrons maintenant que @ est injectif. Soit (h, (hsS)ser:) € H X (HS)?~!. L’élément h € H
s’écrit de facon unique

h=> " ap(ST)* + bpT(ST)" + cx(ST)*S + dpT(ST)*S,  avec ay, b, ek, di € Fp.
keN
L’élément hgS € HS s’écrit de fagon unique
hsS = Z ai(ST)*S + b;T(ST)*S, avec af,b; € F,.
keN
On a, d’apres Gq,

hu=" <ak(ST)kU + b T(ST) u + . (ST)*ug + dp T(ST)*uq
keN

+ ) er(ST) u, + dkT(ST)kuT>
relfy

heSug =Y (aZ(ST)ku + 03T (ST u + a3 (ST)*ug + b;T(ST) ug
keN

+ Y a(ST)Fu, + 5T (ST)kur>

relFy,r#s

Ainsi 'image par ® de (h, (hsS)ser;) est égale a

> <<ak + ai) (ST)*u+ (bk + ) b;) T(ST)%)

keN s€F; €l
+Z<<Ck+ Zak> ST) ug + <dk—|— Zbk> ST) >
keN s€Fy s€Fy
+ ) <<ck + ) az> (ST)*u, + <dk + Y b;) T(ST)kuT)
keN, refy seFy,s#r s€Fy,s#r
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D’apres le lemme 1, la famille {(ST)*u, T(ST)*u, (ST)"us, T(ST)*us}ren,scr, est libre. Donc, si
I'image par ® de (h, (hsS)scr;) est nulle, alors pour tout k € N :

ak+ZaZ:0, bk+ZbZ:0,
seFy seFy
ck+ZaZ:O, ot dk—i-ZbZ:O,
seFy seFy
cht+ Y ap=0, VreF; di+ Y, bp=0, VreF;,
seFy,s#r seFy,s#r
c’est-a-dire ay = ¢, = 0, et aj = 0,Vs € Fy, by, = dy, = 0, et b = 0, Vs € F;. Ainsi, (h, (hsS)SE]FZ) =0
et @ est injectif. a

Le lemme 3 montre que le H-module Y} est égal au H-module projectif
Yo = Hu® @) HSu, ~ H & (HS)* . (6)
seFy
2.2.5 Projectivité de Y; 11, 1 € N.

LEMME 4. L’application
@, HV+il —Y,4/Y,
(hv)ve‘/i+1 — ZUEVH_l h,v modY;

est un morphisme de H-modules surjectif de noyau H (S + 1)|Vi+1‘.

Démonstration. D’apres la définition de Y41, le morphisme ®; est bien surjectif. L’inclusion H (S +
1)|Vi+1‘ C Ker @; résulte du lemme 2. Soit (hy), € V;11 un élément du noyau de HVi+1l, Pour tout
v € Viyq, I'élément h, € H s’écrit de facon unique :

hy =Y af(ST)* + BpT(ST)* + cj(ST)*S + diT(ST)*S, avec af, by, c},dy € Fp.

keN
Puisque Sv = —v mod Y; pour tout v € V;11, on a
Y hv= Y ((af = )(ST) v + (b — di)T(ST)*v) mod Y;.
vEVi41 veVit1,

keN

Puisque la famille {(ST)*v, T(ST)*v,v € Vji1}gen est libre modulo Y;, supposer que (hy)pev;,,
appartient au noyau de ®; implique que pour tout v € Vi1, K € Non a aj, = ¢},b] = dj, c’est-a-
dire h, € H(S + 1), pour tout v € Vj41. O

Ainsi, le H-module Y;;1/Y; est isomorphe & une somme de copies de H/H(S + 1) ~ HS.
C’est un module projectif et 'on a la décomposition en somme directe de H-modules projectifs :

Yin=Y,e& P HSv~Y; e @HS) Vi (7)
veVit1
Des isomorphismes (6) et (7), on déduit par récurrence :
Y; = Hu® &P HSv~H& . HS. (8)
veVpU..UV; —{u,uo} veVoU..UV; —{u,uo}
Le H-module F,[I\G] étant la limite inductive de la famille de H-modules (Y;);en croissante
pour l'inclusion, on a ainsi démontré le théoreme 2 : en posant V = UieNVi — {u,up}, on a la
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décomposition en somme directe de H-modules projectifs,
Fo[I\G] = Hue (P HSv~ H & €P) HS.
veV veV

(F)X sur P’algebre de Hecke du caracteéere régulier x

2.3 Platitude du module ind$y>
On suppose dans toute cette section que ¢ > 2 et ’on se donne Yy : IE“Z2 — F, un Fg-caractere régulier
du tore fini. On note H, l'algebre de Hecke du caractere x considéré comme un Fp-caractére de I
trivial sur I(1). Soient t1, to les éléments de G définis par t; = (76 ?), to = ((1) 2) L’algebre de Hecke
H, est la Fp-algebre commutative de générateurs 77, 15 vérifiant 7775 = 0, ou, pour ¢ = 1,2, on
désigne par T; I'élément de H, de support It;I et de valeur 1 en ¢; [Vig04, §2.1]. Nous allons montrer
le théoreme suivant.

THEOREME 3. Soit a € {1,...,q—2}. Soit x =1® x2 : F;Q — Iy, le caractére régulier du tore fini
tel que x2(z) = 2, Vx € F}.
Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Le Hy-module ind{ x est plat.
(i) Le Hy-module ind§ x est libre.
(ii) Les ccefficients des polynémes (1 — X)® et (1 — X)?7 1= € F,[X], de degrés respectifs a et
q — 1 — a, sont tous non nuls.

(iv) On a la suite exacte de F,[G]-modules 0 — Ty ind§ y — ind¥ x LN ind¥ x — 0.
COROLLAIRE 3. Le H,-module ind? X est plat si et seulement si q est un nombre premier.

Preuve du Corollaire. Quitte a tordre par un caractere de G, on peut toujours se ramener & un
caractére y de la forme décrite dans le théoreme. Si ¢ = p la condition (iii) du théoreme est vérifiée.
Si g > p, Vélément x := max{a,q—1—a} vérifiex >p—1et (x—p+ 1)(pfl) = p(g). Si p ne divise
pas x — p + 1, alors p divise (pfl) ce qui contredit la condition (iii) pour le polynéme (1 — X)7.
Si p divise z — p + 1, il divise aussi ¢ — 1 — z, ce qui contredit la condition (iii) pour le polynéme
(1-Xx)i-t-= O

Nous allons désormais considérer que ¥ : Ff — [Fj est un caractere régulier du tore fini comme
dans I’énoncé du théoreme 3, c’est-a-dire de la forme x = 1 ® x9, avec

XQ;FZHF;:L‘!—M%G, ou CLE{l,...,q—Q}-

Une Fp—base de ind? X est donnée par I'ensemble des fonctions g.fry = f4-1,, de support I g et
de valeur 1 en g~!, olt g parcourt le systéme de représentants (1) des classes a gauche de G modulo 1.
On établit une bijection entre cette base de ind? x et 'ensemble des arétes de I'arbre en identifiant,
pour tout g appartenant au systeme de représentants (1), I'aréte gu avec I'élément g.fr \ = frs-1 -
On pourra donc considérer désormais tout élément de ind? X comme une combinaison linéaire
d’arétes de l'arbre.

Remarque 4. Cette identification n’est pas compatible avec ’action de G car l'aréte u est invariante

sous l'action de I qui agit sur I’élément f7 , par le caractére non trivial x.

2.3.1 Action de HFP (G, x) sur ind?x.

2.3.1.1 Les actions de T et Ty sur ind?x sont respectivement entierement déterminées par la
donnée de Ty(@) et Ty(u) car action de H,, sur ind{ y commute & celle de G. On en donne une
description géométrique.
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(i) On a la décomposition suivante (voir [Vig04, Appendix 3]) :

Itlf_UI< 0).

selfy

(G Y=ol )t

Ainsi T1(u) = > ser, (wg?)u et

Remarquons que

donc
= Z Quw = Z Us. (10)
s€lfq s€lfg

Ainsi, T} (a) est la somme des ¢ arétes adjacentes & u, et Th(u) est la somme des ¢ arétes incidentes
a u. Comme dans le cas Iwahori, on pourrait étre tenté de généraliser cette observation, sans
plus de précautions, afin de décrire I'action de T; et de T sur une aréte quelconque v de l'arbre.
C’est sans compter le fait que le sous-groupe d’Iwahori agit par le caractére non trivial x sur 'aréte w.
De la description de l'action de T; sur l'aréte u et de T5 sur 'aréte u, on peut seulement déduire
les observations suivantes.

G7 : L’action de T transforme v en une combinaison linéaire & ccefficients non nuls des g arétes
adjacentes a v.

GJ : L’action de T transforme v en une combinaison linéaire & ccefficients non nuls des g arétes
incidentes a v.

Par exemple, pour s € Fy, I'action de T3 sur I'aréte u, et I'action de T3 sur I'aréte u, sont données
par :

Ty (as) = u+ Z z—s)" (11)

To(ug) =i+ Y (s—2)" ", (12)
z€Fq, z#s

Montrons la relation (11). La relation (12) s’obtient avec des arguments similaires. D’apres
légalité (9), on a

i) = 7@ =58 (w0 + 3 ey =+ 3, )

yeFy yeky

(10 -6 1)
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appartient a I(1) et fixe 'aréte u. D’autre part, pour y € [, on calcule I"action de ggggy sur u :

= (F (0 )-(50 -0 )@ )

e G U | (P I | () B

La premiere matrice de I’égalité (xx) n’est autre que gg_y_l. La seconde appartient a I(1) et fixe
'aréte u, puisque, par définition de I’application de Teichmiiller, on a [y~!] —[s] — [-s+y 1] € 7OFp.
La troisieme et derniere matrice appartient au sous-groupe d’Iwahori et agit sur 'aréte u par le
caractere Y = 1 ® xo. Ainsi, on a

gggo—yu = X2(_y_1)us—y—1'
On a donc bien démontré que

Ti(ts) = u+ Z xo(—y Nug_ 1 =u+ Z X2(z — s)us.
yeFyg 2€Fq, 2#s

2.3.1.2  Souhaitant faire un changement de base adéquat pour simplifier I'expression de 'action de
Ty et T, nous construisons une base de ’espace vectoriel engendré par les arétes sortantes a distance
1 par un procédé d’analyse de Fourier. Fixons ¢ un générateur du groupe cyclique Fy. Le groupe
des [ -caracteres de [y est paramétré par Fy : a tout s € Fy, on associe le caractere \s : Fy — Fy
tel que ¢ +— s.

Notation 2. Notons w : Fy — ind? x la transformée de Fourier de I'application
F; — indf
S Usg.
Elle est donnée en s € F; par ws = Zt@g; As(t)u. On pose de plus wy := uyg.
L’espace vectoriel engendré par ’ensemble {ug,us, s € FZ} des arétes adjacentes a u a pour

base I'ensemble {wp, ws, s € Fy }. L'élément w; est défini par s = ZteF; As(t)ty. L'espace vectoriel

engendré par l'ensemble {ug, Ug, s € IE‘;;} des arétes incidentes a u a pour base I'ensemble {wq, Ws,
selF;}.

DEFINITION 1. On note respectivement ®; € Fy[X] et @y € Fy[X] la transformée de Fourier du
polynéme (1 — X)® et la transformée de Fourier inverse du polynéme (1 — X)4-17¢ ;

o= Y (1-¢)XI, By= ) (1-¢)rexd

0<y<q—2 0<y<q—2

Par définition, on les égalités suivantes dans F,[X] :

1-X)"=— Y &)X, Q-X)10=— Y &)X (13)

0<j<q—2 0<j<q—2
LEMME 5. L’action de Ty dans les bases {1, Wo, Ws, s € Fy} et {u, wo,ws, s € Fy} est donnée par

Tl(ﬂ) = wo + wi,
T (o) = v + wea,
Tl(wl) =-—-u-+ @1(1)1[)01 ol q)l(]-) = —1,
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Ti(ge-1-a) = —(=1)%wp + @1(CT " Nwr ont D1(¢7177) = —(=1)%,
Ty (ws) = ®1(s)wsea, pour tout s € Fy\{1, ¢i—iay,
L’action de Ty dans les bases {u,wq,ws, s € Fy} et {a, o, ws, s € Fy} est donnée par
To(u) = wy + w1,
Ta(wo) = i+ (—1)" iy 1o,
To(w1) = =i+ P2(¢T a1 01t Do(CI717Y) = —(=1)771 7,
Ty(wea) = =g + Po(1)wr ot (1) = —1,

To(ws) = Po(s¢4™ ' ") ya-1-a, pour tout s € F\{1, ¢}

Démonstration. Nous effectuons la preuve pour 'action de T7.
(i) La relation (9) dit que T3 (a) = > _,cp, Uz Or w1 = ZzeF; ug. Done, Ty (1) = wo + ws.
(ii) La relation (11) dit que T1(@p) = u + ZseF; s%ug. Donc T (tg) = u + wee.
(iii) Soit s € Fy et b € {0,...,q — 2} tel que s = ¢b. On a alors
Pi(s)= Y, (A=) =2 (-
0<j<q—2 teF;

D’apres (11) et la définition de ws,

:thTl(at):th[qu ) uo + Y (2 —1) uz}

tEF; tEF; 2€F;

= < Z tb>u + < “t“+b> ug + Z 2% < Z (1- tz_l)“(tz_l)b>

tEF; tEF; 2€F; tEF;
— < Z tb>u + < “t“*”) ug + Z za+buz< Z (1— t)atb>

teF; teF; 2€F} teF;
(T )ut (T w3

teF; teF; 2€F;
= < Z tb>u + < Z(—l)“t“+b> up + P1(s)wsca.

tEF; teF;

(i) Sib#0etb# q—1—a,cest-a-dire si s # 1 et s # (7179 les deux premiers termes sont nuls
et I’on retrouve la formule annoncée dans le lemme.

(ii) Si b = 0, c’est-a-dire s = 1, alors b # q¢ — 1 — a et le deuxiéme terme est nul tandis que le
premier vaut —u. Pour retrouver la formule annoncée par le lemme, il reste a montrer que
®1(1) = —1. D’apres I'égalité (13), —P1(1) est égal au terme constant du polynéme (1 — X)°.
Ainsi, ¢1(1) = —1.

(iii) Sib=¢q —1—a, cest-a-dire s = (97172, alors b # 0 et le premier terme est nul, tandis que
le deuxieme vaut —(—1)%ug = —(—1)%wp. On retrouve la formule annoncée par le lemme car
O1(¢U17) = — (1)~ H

2.3.2 FEzxpression de ind? x comme limite inductive de HFP(G’ X)-modules. On définit les arétes
exceptionnelles et les ensembles (V;);jen comme en §2.2.2. Soit ¢ € N.
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LEMME 6. L’ensemble {lev,v € Vi—j}ogj<i est une base du F,-espace vectoriel de base E;.
L’ensemble {Tg@, v € Vi_j}ogj<i est une base du Fp—espace vectoriel de base ENZ-.
Démonstration. C’est 'analogue du lemme 1. Il se démontre de méme car ’élément de T} se com-

porte ‘géométriquement’ comme 1’élément ST de § 2.2, tandis que ’élément T5 se comporte comme
T(ST). O

On déduit de ce lemme que ind? X est le Fp—espace vectoriel de base
{TFv,T50,v € Vi}i pen. (14)

On définit la famille (Z;);cn de sous-espaces vectoriels de ind? X, croissante pour l'inclusion, en
désignant par Z; le IF),-espace vectoriel de base

k. ok
{T7v, T5'0,v € Vj}ogj<iken-

Remarque 5. D’apres le lemme 6, 'ensemble des arétes (sortantes et rentrantes) a distance inférieure
a i+ 1 est inclus dans Z;.

PROPOSITION 4. Pour tout ¢ € N, le Fp—vectoriel Z; est stable sous I'action de H,.
COROLLAIRE 4. Le H,-module Z; est engendré par I'ensemble szo,...,z’ V;u ‘7]

Preuve de la proposition 4. Puisque les générateurs T et 1o de I'algebre commutative H, vérifient
T1T5 = 0, il suffit, pour montrer que Z; est stable sous l'action de H,, de montrer que

Tvv € Z;,Tov € Z;, pour tout v € V;,0 < j < i

(i) Pour i = 0. Soit v € Vj, alors, d’apres G et GY, Thv (respectivement 719) est une combinaison
linéaire de g arétes rentrantes (respectivement sortantes) a distance 1. Ces arétes appartiennent
a Vy (respectivement Vj). Donc, Thv et T10 appartiennent a Zp.
(ii) Soit i € N. Supposons que Z; est stable sous I’action de H,.
(a) Soit v €V}, j <. Alors 710, Tov € Z; par hypothese de récurrence, donc 110, Thv € Zj4q.
(b) Soit v € V4. Alors d’apres G>2<7 T5v est une combinaison linéaire d’une aréte sortante a
distance 7+ 1 et de ¢ — 1 arétes rentrantes a distance 7 4 2. D’apres la remarque 5, chacune
de ces arétes appartient a Z; 1, donc Thv € Z;11. De la méme fagon, 710 € Z; .

Ainsi, Z; 1 est stable sous 'action de H,. O

Remarque 6. On déduit de la proposition et de la remarque 5 que le H,-module Z; ne dépend pas
du choix des arétes exceptionnelles. De plus, il est stable sous I'action de I(1).

Nous avons démontré que ind? X est la limite inductive du systeme H,-modules (Z;);en ol les
fleches du systéme inductif sont données par les inclusions. Nous allons voir que les H,-modules Z;
ont été bien construits de fagon a ce que leurs propriétés dépendent entierement de Zy. Réinitialisons
tout d’abord le systeme inductif au rang —1 en choisissant pour Z_; le H,-module engendré par u
et u.

Remarque 7. Nous faisons les remarques suivantes.

(i) D’aprés les relations (9) et (10), I'espace vectoriel de base {TFus, T¥iis, s € F7} est un
supplémentaire de Z_; dans Zj.

(ii) D’apres la remarque 1, le H,-module Z_; est librement engendré par u et @. De plus, il est
égal & lespace des I(1)-invariants de ind§ y.
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LEMME 7. Soit i € N.

(i) Soit v une aréte sortante a distance i + 1. Les images dans le quotient Z;1/Z; des q arétes
adjacentes a v et de leurs opposées engendrent un sous-module de Z;1/Z; isomorphe a Zy/Z_1.

(ii) Le Hy-module Z;,1/Z; est la somme directe de ces sous-modules, pour v parcourant I’ensemble
des arétes sortantes a distance i + 1.

Démonstration. Une aréte v sortante a distance ¢ 4+ 1 s’écrit de facon unique v = gu ou g est un
élément du systeme de représentants (1) des classes a gauche de G modulo I. L’action par translation
par g sur les arétes de I'arbre envoie le faisceau issu de @ sur le faisceau issu de v. Par conséquent,
on a un morphisme de H,-modules bien défini par

Fv . Zo/Z_l — Zi—i—l/Zi
z mod Z_1 — gz mod Z;.

L’image de ce morphisme n’est autre que le sous-module de Z;11/Z; engendré par les arétes ad-
jacentes a v et par leurs opposées. D’apres la remarque 7-(i) et par définition de Z;;1, une base
de Zy/Z_1 est envoyée sur une famille libre de Z;11/Z;. Ainsi, F, est injectif et 'on a démontré
la premiere assertion du lemme. La définition de Z;;1 nous assure aussi que Z;1/Z; est la somme
directe des images des morphismes F), ou v parcourt I’ensemble des arétes sortantes a distance ¢+ 1.
C’est la deuxieme assertion du lemme. O

2.3.3 Considérations d’algébre générale. Soient K un corps commutatif et K[z, Z] la K-algebre
commutative de générateurs x et T avec la relation zz = 0. Elle contient les K-algebres Klz| et
K[Z] des polynomes en les indéterminées z et Z.

2.3.3.1 Condition nécessaire de platitude pour un K[z, z]-module. La suite de K[z, z]-modules

0 — 2K[z, 2] — K[z,z] — zK[z,Z] — 0
est exacte. Soit Z un K|z, Z]-module plat. Le produit tensoriel par Z donne la suite exacte de
K[z, Z]-modules

0—aZ — 7237 — 0. (15)

2.3.3.2 Condition suffisante de platitude. Commencons par décrire la structure des K[z, Z]-modules
avec lesquels nous allons travailler. Soit W un K [z]-module libre de rang fini n > 1 de base V et
W un K[#]-module libre de méme rang fini n de base V. On désigne par (V) (respectivement (V))
le K-espace vectoriel de base V' (respectivement f/) et I'on se donne deux applications K-linéaires
fo : (V)Y = (V) et fz : (V) — (V) vérifiant f, o fz = 0, fz o f» = 0. On peut alors définir une

structure de K[z, Z]-module sur le K-espace vectoriel
Z=WoW=Waozo(V)oiW (16)
comme suit : pour tous v € V, v € f/, weW,we W,
z.(v, 2w, 7, 30) = (fo(?), 20 + 22w,0,0), Z.(v, 2w, 7, 7W) := (0,0, fz(v), E0 + F2D).
Elle est compatible avec la structure de K[z]-module de W et la structure de K[#]-module de .
LEMME 8. La suite (15) est exacte si et seulement si Ker(fz) = Im(f;).

Démonstration. Supposons que la suite (15) est exacte. Puisque l'intersection des sous-espaces zZ
et (V) de Z n’est autre que Im(f), on a bien Ker(fz) = Im(f5).

Supposons que Ker(fz) = Im(fz). Soit z € Z que l'on écrit z = (v,zw,0,Zw) selon la
décomposition (16). On a Tz = (0,0, fz(v), 0 + Z%). Si 2z = 0, on en déduit d'une part que
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v appartient a Ker(fz) donc il existe ¥ € (V) tel que v = f,(?'). D’autre part, on a &0 + &% = 0
dans le K[z]-module sans torsion W. Ainsi o = @ = 0. D’ou z = (f,(?’), zw,0,0) € 2Z et la suite
(15) est exacte. 0

PROPOSITION 5. Le K|z, Z]-module Z est plat si et seulement si la suite (15) est exacte. Dans ce
cas c’est méme un K|z, Z]-module libre de rang n.

Démonstration. Nous construisons un K[z]-module Wy, associé a la donnée de W et de f, de la
facon suivante. On pose U = (V)/Ker(f,) et Pon considére f, comme une application injective
fz : U — W. On définit le K[z]-module Wy, = U @ W par z.(u,w) = (0, f(u) + zw). Puisque
I'image de f, est d’intersection nulle avec W, on vérifie aisément que Wy, est un K[z]-module sans
torsion et puisque K|[x] est principal, c’est un K[z]-module libre. De plus, puisque le quotient de
Wy, par W est de torsion, Wy, un K[z]-module libre de méme rang n. Remarquons que

Wy, [aWy, = (V)/Ker(f) © (V)/Im(f,).
On construit de méme le K[Z]-module Wf:z libre de rang n associé & la donnée de W et de f;.
11 vérifie

Wy, /Wy, = (V)/Ker(fz) © (V)/Tm(f3).
Supposons maintenant que la suite (15) est exacte, autrement dit que Ker(f;) = Im(fz). Alors, on
dispose d'un K[z]-module libre Wy, , d'un K[z]-module libre Wy, avec un isomorphisme linéaire

Wy, JaWy, ~ Wy, [iWy, .

On construit des lors le produit fibré de Wy, et Wfi relativement aux projections Wy, — Wy /aWy,
et Wy, — Wy, /ZWy, . 1l est naturellement muni d’une structure de Kz, #]-module libre de rang n
isomorphe au K|z, z]-module Z. Ainsi, Z est un K[z, z]-module libre de rang n. O

2.3.3.3 Ezxemple. La Fp—algébre H, est commutative de générateurs 77 et 1o avec la relation
1115 = 0. Le Hy-module Zj rentre dans le cadre que nous avons décrit au paragraphe précédent.
En effet il est la somme directe du F,[71]-module libre de base Vj et du F,[T3]-module libre de
base Vp. De plus, d’apres GY et GJ, l'action de T} (respectivement 75) induit une application
linéaire de lespace vectoriel de base Vj (respectivement Vj) a valeurs dans l'espace vectoriel de
base Vp (respectivement Vj).

2.3.4 Critére de platitude pour le H,-module Z.

PROPOSITION 6. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Le Hy-module Z; est plat.
(ii) Le Hy-module Zy est libre de rang q + 1.

(ili) On a la suite exacte de H,-modules
0 — TWZ0 — Zo 2 TyZy — 0. (17)

(iv) Les ceefficients des polynémes (1—X)®, (1—X)9717% € F,[X] de degrés respectifs a et ¢—1—a
sont tous non nuls.

Démonstration. Notons 77 (respectivement 73) Iapplication linéaire induite par I'action de 17 (res-
pectivement T5) de l’espace vectoriel de base Vo (respectivement Vj)) dans 'espace vectoriel de base
Vo (respectivement Vp). L’équivalence entre les assertions (i), (ii) et (iii) est donnée par la proposi-
tion 5. Le lemme 8 nous dit par ailleurs que I’assertion (iii) est équivalente & ’égalité des espaces

vectoriels Im 77 et Ker 75. Nous allons montrer, par le calcul explicite des rangs des applications 7y
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et 7o, que cette égalité est vraie si et seulement si assertion (iv) est vérifiée. Nous avons défini par
analyse de Fourier de nouvelles bases {w, wo,ws,s € Fy} et {10, w,10s,s € Fy} de 'espace vectoriel
de base Vj et de l'espace vectoriel de base f/o, dans lesquelles les actions respectives de T et T}
s’expriment simplement et sont données par le lemme 5. On y lit que

rang(71) = 2+ [{s € Fy \ {1,¢"17}, @1(s) # 0},
rang(Tz) = 2+ [{s € Fy \ {1,¢"}, @2(s¢?17%) # 0}-

Les formules (13) montrent que ®1(1) = —1, ®1(¢9717%) = —(=1)%, ®y(1) = —1, et Po(¢T7179) =
—(—=1)?"174 dont on déduit que

rang(71) = [{s € Fy, ®1(s) # 0}, rang(Te) = [{s € Fy, Pa(s) # 0}.

Puisque 1577 = 0, on a Im 7; = Ker 75 si et seulement si la somme des rangs de 77 et de 75 est égale
au cardinal ¢ + 1 de Vj. Notant 71 (respectivement r3) le nombre de racines de ®; (respectivement
®y) dans [y, cette condition est équivalente a ¢—1—r1+g—1—rg = g+1, ou encore r; +re=q— 3.
Par comparaison des degrés des polynomes, les relations (13) permettent de voir que ®1(¢?) = 0 des
quej € {1,...,q—2—a} et ®2(¢’) =0des que j € {¢—a,...,q—2}. Onrecense ainsi ¢—a—2 racines
pour @ et a—1 racines pour ®5. Or, (¢—a—2)+(a—1) = ¢—3. Ainsi, Im7; = Ker 75 si et seulement
si @1 et Py n'ont pas d’autre racine c’est-a-dire si les coefficients du polynome (1 — X)* € F,[X] de
degré a sont tous non nuls, et les ceefficients du polynéme (1 — X)9717% € F,[X] de degré ¢ — 1 —a
sont tous non nuls. C’est la derniére assertion.

On se place dans le cas ou le H,-module Zj est libre. Nous allons en donner une base explicite.
D’apres ce qui précede et la preuve du corollaire 3, le corps résiduel de F' est égal a IF),. Définissons le
sous-ensemble J de Fj de cardinal p—1—a:

Jo= {0
Le complémentaire de (¢J dans F, est I'ensemble F) \ ((7¢J) = {¢pma ¢patl o cpm1)

LEMME 9. On a les assertions suivantes.
i) Soit s € F¥. Si s € F: \ ((T%J) alors ®1(s 0;sise (" alors Pofs 0.
p p
ii) Pour tout s € F¥ n’appartenant pas a J, I'élément s’ = (~%s appartient a F? —J) et
p p

wea = —u+ (P1(1)) 71Ty (w1) o P1(1) = —1, (18)
ws = (@1(s") " T (wy) sis # (.
(iii) Pour tout s' € F;, appartenant a ((~®J), I'élément s = (*s’ appartient a J et
We-a = —(=1)"0 + (P2(¢) ' To(wr) ot @2(¢7) = —(~1)*, (19)
Wy = (Pa(s)  Taws) sis’ #(%

Le lemme s’obtient par les formules (13) et le lemme 5.

Le H,-module Zj est engendré par I'ensemble {u, @, us, s, s € F;} Par conséquent, I’ensemble
{u, @, ws, Ws, s € IE*‘;;} forme un systeme générateur de Zy et le lemme précédent nous dit que cela
reste vrai en éliminant {w;,s € Fy;\ J,wy, s" € (T?J}. On dispose donc d’un systeme générateur de
cardinal p 4 1 pour le H,-module Z; libre de rang p + 1. Puisque ’anneau H, est le produit fibré
des anneaux (principaux) F,[T}] et F,[T3], ce systeme générateur est également une base.

PROPOSITION 7. Le H,-module Zy est la somme directe de Z_1 et du H,-module libre de base

{weiby.s € 1.5 €F)\ (C)}.
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En particulier, il apparait que le H,-module libre Z_; est un facteur direct de Zy. Puisque le
H,-module quotient Z;;1/Z; est isomorphe & une somme de copies de Zyp/Z_; (lemme 7), on a
le corollaire suivant.

COROLLAIRE 5. Si Zj est un H,-module plat, alors Z; est plat et méme libre pour tout i € N.

2.3.5 Critére de platitude pour ind? X-

PROPOSITION 8. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Le Hy-module ind¥ x est plat.
(ii) Le H,-module ind¥ x est libre.

(ii) La suite de Fp[G]-modules suivante est exacte :
0 — Ty ind¥ x — ind¥ y =2 Ty ind¥ y — 0. (20)
(iv) Le H,-module Zj est plat.

Démonstration. Supposons que Zg est plat. D’apres le corollaire 5, chaque Hy-module Z; est plat
et méme libre. Donc, comme limite inductive filtrante de H,-modules libres, ind?x est libre.
Ainsi (iv) implique (ii) qui implique (i). Le fait que (i) implique (iii) est donné par le §2.3.3.1.
Montrons que (iii) implique (iv). Supposons que la suite (20) est exacte. Il suffit, pour montrer que
Z est plat, de montrer que la suite

0 — T\ Zy — Zo 2 TyZy — 0, (21)

est exacte ou encore, d’apres le lemme 8, que toute combinaison linéaire de V annulée par T5 est
I'image par 77 d’une combinaison linéaire des éléments V. Ceci est une conséquence immédiate du
fait que la suite (20) est exacte et que l'intersection de Tjind$ x avec Iespace vectoriel de base
I'ensemble Vy des arétes sortantes a distance 1 est égale a I'image par 17 de I'espace vectoriel de
base Vj. O
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