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U N E D O U B L E G É N É R A L I S A T I O N 
D U T H É O R È M E D E F E J É R - L E B E S G U E 

PAR 

SABIN L E S S A R D 

SOMMAIRE. NOUS nous emploierons dans cet article à démontrer 
la convergence presque partout pour les moyennes de projections 
orthogonales croissantes sur L2 , qui sont ou bien u.a.c. ou bien 
positives, ce qui nous donnera une double généralisation du 
théorème classique de Fejér-Lebesgue pour les séries de Fourier. 
Enfin nous terminerons en énonçant un résultat général qui englobe 
tous ceux connus jusqu'à maintenant avec la condition u.a.c. (cf. R. 
Duncan, Can. Math. Bull. 20 (1977) 277-284). 

Introduction. Dans cet exposé, tous les opérateurs porteront sur l'espace L 2 

des fonctions à valeurs réelles définies sur un espace mesuré (ft, M, fi) qu'on 
supposera d'abord fini. En général, nous dirons que la suite d'opérateurs 
{Tic}k>i est uniformément absolument continue (u.a.c.) s'il existe une mesure 
positive v sur si telle que 

j | T k I A | d ^ W A ) < ° o 

pour tout ensemble /ut-fini A et pour tout / c > l . Cette condition a été 
introduite pour la première fois par R. Duncan ([1] et [2]). D'autre part, nous 
dirons que la suite {Tk}ks=1 est positive si 

Tfc/^0 p.p. dès que / > 0 p.p. 
pour tout k > l . 

R. Duncan a démontré de façon originale que pour une suite croissante de 
projections orthogonales {Pk}k>i s u r l? Qm e s t o u bien u.a.c. ou bien positive, 
on a la convergence p.p. des Pkf pour tout / dans L2 . E. M. Stein ([5], p. 87) 
avait déjà démontré le résultat sous la condition de positivité, mais en utilisant 
cependant des arguments bien différents. Nous nous proposons ici d'étudier ce 
qui se passe pour les moyennes de projections orthogonales croissantes. 

Résultat principal. Soit {î },->i une suite croissante de projections or­

thogonales sur L 2 et Tk=r-^=1Pi pour tout k>\. La structure particulière 

des Tk nous permet d'obtenir le lemme fondamental suivant: 

n — k — 1 1 2r 
LEMME. Tk ° T j = Tk+TYÏ=1 — Tr dès que l < f c < n . 

n k n 

Reçu par les rédacteurs le 15 mai 1978 et, dans sa version revisée, le 3 janvier 1979. 
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DÉMONSTRATION. Par les propriétés même de projections orthogonales crois­
santes et quelques manipulations techniques, on obtient les égalités successives 
suivantes: 

= T~t Z P m i n G J ) 
knj=1 ,= 1 

1 k 

= T~ I (n + k-2m + l)Pm 
m = l 

= 7^- Z ( n - k - l ) P m + - ^ - I 2 ( k - m + l)Pm 
fcnm=1 k n m = i 

n \fcm = i / k r = 1 n \ m = 1 / 

n - k - 1 1 i 2r _ 
n k r = 1 n 

Maintenant, en utilisant les techniques développées par R. Duncan, on peut 
démontrer une inégalité du maximum sous l'hypothèse u.a.c. 

THÉORÈME 1. Si la suite {Tk}ks=1 est u.a.c, alors ||supk |TJ*| ||1<2V6v(ft) ||/||2 

pour tout f dans L2 . 

DÉMONSTRATION. Il suffit de vérifier le critère donné par R. Duncan, à savoir 
que pour n'importe quelle famille finie {Bk: k = 1 , . . . , N} d'ensembles mesura­
bles disjoints, on a 

J I 7 t /B k | 2 ^V6v(a ) . 

En effet 

112 N N I N" 112 N N f 

k = l »2 n = l k = l J 
N n f N n —1 r 

= 1 I I T f c o T t l B „ + I I T k o T t l B „ 

Mais chacune de ces sommes peut se décomposer en deux parties par le lemme 
précédent. Prenons par exemple la première et notons par (T) et (H) les deux 
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parties de sa décomposition. On obtient alors les majorations suivantes: 

(D=ît!ld^1 f TJB„ 
n = l k - l n JBk 

= 1 1 ^ ^ f T?IBt 
k=ln=k U JBn 

N N f 

* Z Z | \TA>\ 
k = l n = k JBn 

* z \\TJ*\ 
k = l J 

* I "(Bk) 
k = l 

<v(H) 

N n 1 k 9r f 

(S>= Z I r I - f TA, 
n = l fc = i K r = 1 H J B | c 

= Z p Z Z - f Tf/Bt 
k = i K; r = 1 n=k n j B n 

N i k N" /• 

k = l K r = 1 n = k J B n 

*2 Z £ Z JlTA.1 

=s2 f v(Bk) 
k = l 

<2v(H) 

Pour la deuxième somme, on obtient évidemment les mêmes majorations qui, 
rassemblées ensemble, nous donnent bien le résultat annoncé. • 

Le lemme précédent va nous permettre d'obtenir aussi une inégalité du 
maximum dans le cas positif. Cependant nous allons suivre cette fois-ci les 
idées de E. M. Stein lorsqu'il a démontré une inégalité du maximum dans le cas 
des moyennes des itérés d'un opérateur positif auto-adjoint contractant sur L2 . 

THÉORÈME 2. Si la suite {Tk}kssl est positive, alors ||supk 17^/11|2 ̂  61|/||2 pour 
tout f dans L2. 

DÉMONSTRATION. Remarquons d'abord qu'il suffit de démontrer l'inégalité 
||supk | ( l -ô) kT k / | | | 2^6| | / | |2 pour 0 < ô < l arbitraire car pour n'importe quel 
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N > 1 

Il max lT^l -TTT^ Il max Kl-S^Tkfll 
Il l < k < N 112 Vl — 0 ) lll<k<N U2 

Si on définit Uk = (1 - 8)kTk, alors pour tout / positif, dans le cas où 1 < k < n 

i/k - t/nf=(i-a)k+-f^-^Tkf+i Z -rr/j 

K r = 1 

et donc dans tous les cas 

uk o uj< uj+l t urf+ uj+- t urf 
K r=i n r = 1 

D'autre part pour tout / dans L 2 

{(supll/Jl)2^^ \(Ukf)
2^C2^f 

où Cl = Yk=i ( l - ô ) 2 k < œ . Soit alors C la plus petite constante telle que 
||supk |L^/| | |2^C||/ | |2 pour tout / dans L2 . On va montrer que C < 6 . 

Soit 0 < e < l arbitraire. Par la définition même de C, il existe 
nécessairement une fonction mesurable n(x) définie sur £1 à valeurs entières 
telle que l'opérateur B sur L 2 donné par Bf(x) = Unix)f(x) vérifie ||B||2 ^ 

C ( l - e ) . On définit aussi l'opérateur Bx sur L 2 par BJix)^——^^ Urf(x). 
n{x) 

Alors les opérateurs B et Bt sont positifs, et pour tout / positif, on trouve 
successivement 

B o (7J(x)<B/(x) + 2 B J ( x ) + l / J ( x ) + - £ Urf(x) 
n r = 1 

puis 

B o B*/(x)<B*/(x) + 2Bf/(x) + B/(x) + 2B1/(x) 

On obtient donc finalement les inégalités 

C 2 ( l - e ) 2 < | | B B l 2 < | | B * + 2B* + B + 2B1 | |2<6C 

Ceci n'est possible que si C < 6 . • 
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Comme on sait que les Pi convergent dans la topologie forte des opérateurs 
sur L 2 vers une projection orthogonale P, il est facile de trouver un sous 
ensemble dense dans L 2 pour lequel on a la convergence p.p., en l'occurrence 
{(I-P)/:/EL2}©Uisr^i{Pisr/: /eL2}, et alors le principe de Banach ([3], p. 
332) nous donne le corollaire suivant à la suite des théorèmes 1 et 2: 

RÉSULTAT PRINCIPAL. Si la suite {Tk}k=sl est u.a.c. ou positive, alors la suite 
{Tk/}k=sl converge p.p. pour tout f dans L2. 

Comme application, prenons en particulier les P; donnés par les sommes 
partielles des séries de Fourier. On a alors la représentation intégrale suivante 
pour les Tk: 

TJ(x)~\' Fk(t-x)f(t)dt 

° Ù / u\2 

est non seulement positif, mais possède aussi la propriété 

1 f" 
— F k ( r - x ) d x = l. 

Par conséquent la suite {Tk}k2=1 est non seulement positive, mais possède aussi 
la propriété u.a.c. avec pour v la mesure de Lebesgue sur [—ir, ir]. On voit 
donc dans ce cas qu'il y a en fait deux fois trop de raisons pour avoir la 
convergence p.p. des TJ pour tout / dans L2[-ir, 7r], théorème connu comme 
celui de Fejér-Lebesgue ([6], p. 90). Pour les P; eux-mêmes, on ne peut 
malheureusement rien dire car le noyau de leur représentation intégrale ne 
possède aucune des bonnes propriétés des Fk. Dans le cas plus général où les J^ 
sont donnés par les sommes partielles de séries orthogonales engendrées par un 
système de fonctions orthonormées {^r}r>i dans L2 , on trouve pour Tk la 
représentation 

Tkf=JFk(x,r)/(t)dfi(r) 

où 

F f c ( x , f ) = I ( l - ^ ) f c ( * ) « f c ( t ) . 

On aura donc la convergence p.p. si le 

sup |Fk(x, t)\dii(x) 
k J 
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est intégrable, résultat déjà obtenu par Kaczmarz ([4], p. 109), ou encore 
simplement si le noyau Fk est positif. 

Extensions. On admet maintenant la possibilité que la mesure /ut puisse être 
infinie et on considère une suite quelconque d'opérateurs {Tk]k^1 sur L 2 ayant 
la propriété que pour 1 < fc < n 

-j mlc i mn 

Tk o 7 t = «(fc, n)Qfc + j3(k, n)Q*+- £ yT(k, n)Qr+- £ 5r(k, n)Q* 
K r=1 n r = 1 

où {Of}r>i est une suite d'opérateurs sur L 2 u.a.c., m est un entier positif et les 
a(k, n), |8(k, n), Yr(k, n), ôr(k, n) sont des réels bornés par M. On aura alors 
pour n'importe quel ensemble (JL-uni A 

\ sup\TJ\^4[(m + l)Mv(A)T2\\f\\2 

pour tout / dans L2 . En effet remarquons d'abord que pour n'importe quel 
N > 1 , on peut écrire 

l < k < N fc=i 

k = l k = l 

où les JB£ (respectivement B^) sont des ensembles mesurables disjoints, et 
alors 

f max 17^1= (7 I TffAnBt- \f t î t l A n B l 

s (II,7î/AnBt L + 1 1 n u n B * IL)li/il2 

Les majorations finales peuvent à ce moment-là être obtenues de la même 
façon que celles obtenues dans la démonstration du théorème 1. 

Si on réussit alors à trouver un sous-ensemble dense dans L 2 pour lequel on 
a la convergence p. p., le principe de Banach donnera la convergence p. p. des 
I^Tkf pour tout / dans L 2 et tout ensemble jm-fini A. Mais pour un / donné, 
tous les Tkf sont nuls en dehors d'un même ensemble de mesure cr-finie, et par 
conséquent les Tkf convergeront p. p. pour tout / dans L2 . 

Remarquons finalement qu'on peut facilement montrer que tous les 
opérateurs considérés par R. Duncan avec la condition u.a.c, autant ceux liés à 
la théorie ergodique que ceux liés à la théorie des martingales, sont dans la 
classe définie ci-dessus. 
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