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METHODES FONCTIONNELLES POUR LA TRANSCENDANCE
EN CARACTERISTIQUE PINIE

LAURENT DENIS

There are essentially two ways to obtain transcendence results in finite character-
istic. The first, historically, is to use Ore's lemma and to prove that a series whose
coefficients satisfy well-behaved divisibility properties cannot be a zero of an addi-
tive polynomial. This method is of the same kind as the method of p-automat a.
The second one is to try to imitate the usual methods in characteristic zero and
to do transcendence theory with t-modules analogously to what we can do with
algebraic groups. We want to show here that transcendence results over F,(T)
can also be obtained with the help of the variable T. If ec(z) is the Carlitz ex-
ponential function and e = ec(l) , we obtain, in particular, that 1, e, . . . , e"*~J'
(the p — 2 first derivative of e with respect to T) are linearly independent over
the algebraic closure of F,(T). A corollary is that for every non-zero element a
in F,((l/T)), ape and aec(e1 / p) are transcendental over F,(T). By changing
the variable and using older results we also obtain the transcendence of ec(w) for
all u G F,((l/T)) such that w(T) and w(T') are not zero and linearly dependent
over F, (T1) (q > 2t + 1). Such w appear to be transcendental by the method of
Mahler if i is not a power of p.

1. RESULTATS ET SITUATION

On designe pax Fg[T] l'anneau des polynomes en une variable a coefficients dans
le corps fini F, de caracteristique p > 0, par k — F,(T) son corps des fractions,
par &<x> = F?((l /T)) le complete de A: pour la valuation (l/T)-adique v, que l'on
prolonge a une cloture algebrique k (respectively fcoo) de k (respectively &oo)- On
notera \a\ — q~v(°) — gdes(Q), la valeur absolue d'un element de k^ avec la convention
101 = 0. On designe encore par k', la cloture separable de k et par A:* celle de fcoo
dans fcoo.

Dans toute la suite du texte l'expression nombre algebrique designe un element de
k.

DEFINITION 1: Un module de Drinfeld D defini sur une extension K de k est
la donnee du groupe additif Ga et d'un homomorphisme d'anneau $£>: F, [T] •—*
End (G o ) , determine par la donnee de:

=TF°+aiF+ ..+ adF
d;
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274 L. Denis [2]

ou les a,- sont dans K et oj ^ 0.

On note dorenavant par ' la derivation continue d/dT de koo dont on choisit un
prolongement a k^. A chaque module de Drinfeld $ de rang d defini sur &„, est
associe, une unique fonction exponentielle, caracterisee par:

(1) d/dz(e(z)) = l1

(2) pour tout z e iboo : e{Tz) = *£>(T)(e(z)).

Un cas particulier interessant (en raison de ces tres nombreuses analogies avec le groupe
multiplicatif) est le module de Carlitz, dont on rappelle les proprietes.

DEFINITION 2: Le module de Carlitz est un module de Drinfeld de rang 1 donne

par: $ ( T ) = T F 0 + F .

DEFINITION 3: Pour tout entier i > 1, on pose:

[i] = T9' -T et par recurrence Do = 1, Dh = [h](Dh-i)
q et aussi Lo = 1,

Lh = [h]Lh-!.

On designe par ec(z) l'exponentielle du module de Carlitz, les equations fonctionnelles
precedentes conduisent a l'expression (voir [5]):

Son noyau est un F,[T]-module de rang 1 engendre par (T — T*)1'^*"1^ ou n est
l'analogue du nombre usuel dont Wade ([13]) a demontre la transcendance. Cette
fonction possede un inverse, le logarithme de Carlitz, qui converge pour d{z) < q/(q — 1)
et est defini par:

Au paragraphe 2, on utilisera la methode de Wade pour obtenir la transcendance de
combinaisons lineaires a coefficients algebriques de e = ec(l) et de ses derivees par rap-
port a T (notons que la methode de Wade ne donnait jusqu'a present que des resultats
d'independance lineaire sur k). On generalise ainsi un result at de G. Damamme
([7]), que nous remercions ici pour nous avoir rapidement indique son resultat. Nous
remercions egalement R. Miiller pour nous avoir signale une erreur dans une version
anterieure de ce theoreme. On obtient en meme temps une mesure de transcendance
pour ces nombres, le resultat qualitatif conduisant a de nouveaux resultats de transcen-
dance. Dans la troisieme partie, on montre qu'un changement de variable joint aux
derivations, conduit entre autre aux resultats suivants:
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[3] La transcendance en caracteristique finie 275

THEOREMS 4 . Soit $ un module de Drinfeld defini sur k^ et a G fc^, tel que a'
soit transcendent sur k. Pour tout entier r ^ 1, une forme lineaire non identiquement

nulle a coefficients dans k' de e(a1^p), . . . , el o}lp 1 est transcendante sur k.

A la fin de ce meme paragraphe, on utilise des changements de variables transcen-
dants et algebriques pour montrer la transcendance de valeurs de l'exponentielle en des
nombres u dont la transcendance s'obtient par la methode de Mahler.

2. DERTVEES ET METHODE DE WADE

Dans ce paragraphe, on se place sur le module de Carlitz. On peut egalement definir
la derivee n-ieme de l'exponentielle par rapport a T: elle est obtenue en derivant terme
a terme les coefficients de la serie entiere e(z) (voir [9]). Pour 1 ^ n ^ p — 1, on trouve
la derivee d'ordre n non nulle:

fc=l

On a vu dans [9, 10] qu'il est interessant du point de vue de la transcendance d'avoir
des enonces d'independance lineaire sur un nombre et ses derivees. On va commencer
par utiliser la methode de Wade pour obtenir la transcendance d'expressions liees aux
valeurs des e^n\z).

LEMME 1 . (a) Pour h^l, [h] divise Du<$u^h;

(b) deg Dh = hqh.

On se propose ici de demontrer le theoreme suivant:

THEOREME 1 . Soit (oh)fcgiij une suite d'elements de ¥q[T] contenant une infinite
de termes non divisible par [h]. Soit b entier ^ 0 et

oo
a —

Des que pour h assez grand, deg(afc) ^ uhqh, on n < 1 - ( ^ + l ) / 9 , alors a est
transcendent.

PREUVE: Par le lemme de Ore, si a est algebrique il existe Ao, ..., Am £ Wq[T],
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AQ 7̂  0, tel que:

m oo n*
ah

Posons

Comme Hk est entier, E l'est egalement. On montre la congruence: E = hp (mod

et Hp = AoapD*9^ 7̂  0 (mod [/?]), pourvu qu'on ai choisi /3 tel que ap ^ 0. On va
maintenant examiner le terme reste:

00 r r

i\ = Da 7 . .
P ' ' r\o+1

*=/3+l *

S o i t k^P + l,

deg Hk ^ ,+ .=max.< m (deg Aj + q> deg a{ + deg (£>*+1) - [q> (bq* + iq*)]).

En designant par X un majorant de deg Aj on a pour un terme generique Nk de R:

deg Nk < X + max gJ deg o< — (6 + i)qk + (b + l)/3qP.
i+j=k

Si ce dernier nombre est negatif on a une contradiction avec Pegalite E + R = 0. En
utilisant l'inegalite i ^ A; — m, et comme deg(aj) ^ uiqx, il sufnt alors que pour tout

(1) 0 < -X + (b + (1 - u)(Jb - m))qk -(b

Le terme de droite de cette inegalite est une fonction croissante de k, done il suffit de
prouver l'inegalite pour A; = /3 + 1.

Pour /3 assez grand cette inegalite est vraie avec un choix de u < 1 — (b + 1)1 q. U

REMARQUE 1. Une hypothese du type deg(afc) < chqh (ou c > 0) est largement

suffisante pour nos applications. Cependant, l'hypothese implicite b < q semble genante

quand q = p (voir Theoreme 2).

On utilisera le lemme:
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LEMME 2 . Soient ci, ..., Cd des elements de k tels que pour une infinite d'entiers
ft ^ 0 on ait:

ou aj £ Fg [T] ne sont pas tous mils, alors tous les c< sont nuis.

PREUVE: Si les Ci ne sont pas tous mils, sans perte de generalite, on peut les

supposer dans F, [T] avec c0 ± 0. On s'apercpit alors que [/i] doit diviser coa\ pour

une infinite de valeurs de h. Comme [h] est le produit des polynomes irreductibles de

Wq [T] dont le degre divise h, a^ devrait contenir une infinite de diviseurs irreductibles,

d'ou une contradiction. U

En suivant une preuve similaire a celle du Theoreme 1, on va demontrer:

THEOREME 2 . Soient donnes oi , . . . , op_2 des elements de ¥q [T] non tons nuis,
alors 1, e(oi), . . . , e^p~2^(ap_2) sont lineairement independants sur k.

PREUVE 1: 1, e(ai), . . . , e^p~2\ap-2) et ant des elements de fcoo, ils sont lineairement
independants sur k si et seulement si ils le sont sur fc* (voir [10], on trouve facile-
ment ce resultat en derivant). II suffit done de montrer qu'une combinaison lineaire
a ie (a i ) + . . . + atet(di) (1 ^ t ^ p — 2) ou les a, sont algebriques separables et at ^ 0
est transcendante. Sans perte de generalite, on peut clairement supposer que tous les
ai sont entiers sur F, [T]. Soit L une extension separable, finie de A; contenant tous
les ai, soit Tr l'application trace de L sur k. En regardant le polynome minimal de
a« sur F9[T], on s'apergoit qu'il y a une puissance (at)T (r ^ 1) de at de trace non
nulle. Quitte a multiplier la combinaison lineaire par (at)T on est ainsi ramene au cas
d'une combinaison lineaire /3ie(eti) + . . . + 0t^l\<h) ou les /?j sont entiers algebriques
separables sur Wg[T] et Tr(0t) ^ 0.

On developpe alors cette combinaison lineaire grace aux expressions des derivees
de e(z) pour obtenir (quitte a changer & en (3ii\):

h=0

On reprend alors mot pour mot le debut de la preuve du Theoreme 1 avec aj, =

0ia\ [h]f + . . . + fita\ . Les termes Hk et done E sont encore entiers dans L. On a

Tr(Hk) = Tr(E) mod [/?], et egalement TT(HP) = AoD^Tr^ap) mod [0]. D'apres

le choix de 0t et le Lemme 2, il y a bien une infinite de 0 tels que Tr{ap) ^ 0 (mod [/3]).

Done E est non nul done \E\ ^ 1, comme au Theoreme 1 on montre ensuite \R\ < 1,

(car deg([/i]) = qh et que b ̂  p — 2 < q) et on obtient bien une contradiction. U

COROLLAIRE 1. Si p > 2, pour tout element a g i j , , , non nui, ape est tran-
scendant.
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278 L. Denis [6]

PREUVE: Sinon sa derivee ape' est egalement algebrique tout comme leur quotient

e/e'. D

La methode du Theoreme 1 conduit aussi a des resultats effectifs.

DEFINITION 4: Soit P(X) = o0 + axX + ... + adX
d e Fq[T][X], on definit les

hauteurs logarithmiques et exponentielles de P par:

et H(P) =[

La hauteur d'un element de A; sera celle de son polynome minimal sur F, [T].

On utilisera un enonce de Ore effectif qu'on trouve dans [4]:

LEMME. [4] Soit P £ ¥q[T][X], avec h(P) = a et dont le degre en X est d. B

existe deux polynomes Q, R £ Wq[T][X], de degre en X respectif qd — d et qd, tels

que:

HQ) <:a(qd-d), h{R) ^ a(qd - d + l) et PQ = R.

On peut alors enoncer:

THEOREME 3 . II existe des reels, ci, c2 > 0 tels que si P designe un polynome
non nul, de hauteur exponentielle H et de degre d. Pour toute combinaison lineaire
non identiquement nulle a a coefficients dans ¥q de e, e', . . . , e^p~2^ on a:

PREUVE: On va d'abord etablir une minoration de |P(a)| dans le cas ou P est
additif de premier coefficient non nul. D suffit alors de suivre les etapes successives de
la preuve du Theoreme 1, avec degaji = bqk. En revenant a l'inegahte (1), il suffit
d'avoir:

comme b ^ p — 2, il suffit d'avoir:

X
+ m < /31 q.

L'inegalite precedente est satisfaite en prenant pour /3 le plus petit entier tel que:

/ ? / > max(2X, 2mqq2mq).

Mais on a D^+1P(a) ^ 1 done grace au Lemme 1:
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En not ant H, la hauteur du polynome et qm son degre, cette estimation est de la
forme:

\P(a)\ ^ exp (-c3[LogH + c2q
c*m});

ci, C2, c3 etant des reels positifs ne dependant que de q.

Si maintenant P(X) = ATXq + . . . + AmXq ou Ar ^ 0, mais r n'est pas

forcement nul. On peut ecrire P(a) — Q(arTj OU Q a meme hauteur que P, est

additif de premier coefficient non nul et est de degre qm~r. On reprend la preuve

precedente avec a remplace par aq et on arrive a (-Dfl+1) Q\aq ) ^ 1 - On arrive

alors a:
|P(o)| ^ exp ( -C s Log H + ,',o6(™-r)^ _

D'ou l'estimation pour chaque polynome additif. Comme tout polynome divise un
polynome additif de degre et hauteur controlee (voir le lemme precedent le Theoreme
3), on en deduit l'estimation annoncee. U

3. CHANGEMENT DE VARIABLES

Les changements de variables amenent aussi de nouveaux result at s quand on
les combine aux result at s anterieurs. Dans cette partie, on considere le corps V —

DEFINITION 5: Designons par $ un module de Drinfeld sur F,[T], defini sur V:

$(T) = TF° + a-iF + ... + adF
d; ou les o;- sont dans V.

On pose, pour chaque entier i > 0 et non puissance de p:

° + a^F +... + 4°Fd, ou 4°(T) - a;(r);

si $ est defini sur Jboo et i — pb, on pose:

+ a[F + ... + <JdF
d.

Chaque homomorphisme $(*) (Tl) definit un module de Drinfeld sur Wq [T*], defini sur
V (remarquons que F,((l/T)) = F,((l/T'))).

On note e^(z) la fonction exponentielle associee. Ces fonctions sont algebriquement
independantes:

PROPOSITION 1. degtrjt(2) (ew{z),..., e(m){z)) = m.

PREUVE: Soit a = ppcm(l, ..., m), comme $(*) (T*) defini un module de Drinfeld
sur F,[T*'], ^\Ta) defini un module de Drinfeld sur F,[T°] dont on montre que le
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rang est ad/i. Mais on sait que des modules de Drinfeld de rang differents ne sont pas
isogenes et ont done leur exponentielle algebriquement independantes (voir [15]). D

On conjecture alors:

CONJECTURE 1 . Pour tout element a non-nul appartenant a k,

degtik (e(1)(a), . . . , = p -

Le lemme suivant montre qu'on ne peut demander l'independance algebrique des
p-premieres valeurs e(j)(a).

LEMME 3 . (a) Pour des entiers i> j > 0, et tout a 6 &„,.

(b) Pourle module de Carlitz, on a ec,pi\(z) = £

PREUVE: Comme pour passer de §(T) a $(p') \TP) les coefficients des modules

de Drinfeld sont eleves a la puissance p*, ceux des exponentielles egalement. D

On va en deduire le theoreme 4.

PREUVE DU THEOREME 4: Supposons que ao + £ Ote(a1/pI) , or ^ 0, soit une

combinaison algebrique, a coefficients dans A:" de 1 et des eya}lp% j . On eleve cette

relation a la puissance p r pour obtenir grace au Lemme 3 que, oj + 53 &P e(pr) \apT ' )

est algebrique. Le (a) du Lemme 3 montre que la derivee de cette expression est a* a',
la derivee d'un element algebrique devant rester algebrique (voir par Exemple [9]), on
obtient bien une contradiction. En utilisant la derivation, on a egalement le resultat
suivant: D

THEOREME 4 ' . Soit * un module de Drinfeld de£ni sur k^ et a, 0 e k^,
tels que a' et a" soient lineairement independants sur k et que (3 soit non nul, alors

est transcendant sur k.

D'ou l'on deduit sur le module de Carlitz:

COROLLAIRE 2 . Si p *t 3, TT ec{irllp) , e ec(irllp) sont transcendants sur k, si

p ^ 5, irec{e1/p) , eec(e1/p) sont transcendants sur k.

PREUVE: On a vu dans [10] que TT' et 7r" sont lineairement independants sur fc;
et on vient de voir au paragraphe 2 que e' et e" le sont aussi pour p ^ 5. U
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PREUVE DU THEOREME 4 1 : Sous les hypotheses du theoreme, si fie^a1^) est

algebrique sa puissance p-ieme aussi. Le Lemme 3 nous dit que cette puissance est

egale a fipe(p)(a), dont la defivee est /?pa ' . Ce nombre etant algebrique sa derivee

P'a" et leur quotient a'/a" devrait l'etre. D

Passons maintenant a un enonce utilisant un changement de variable T —» Tx ou i

n'est pas une puissance de p.

DEFINITION 6: On pose Wi := {a e V/a& := a(T*) et «(T) sont lineairement
dependants sur F , [T*]}.

REMARQUE 2. La definition a aussi un sens si t est puissance de p mais les elements
de Wi sont alors tous algebriques, ce qui serait sans interet pour ce qui suit.

PROPRIETES. (a) Wi est un groupe multiplicatif stable par multiplications par les

elements de Fg [T*].

(b) Winiboo contient une infinite d'elements transcendants lineairement independants

sur k.

PREUVE: (a) Est clair.

(b) w = Y[ ( l — 1/T* ) , est clairement dans Wi done toutes ces puissances le
n=l ^ '

sont. II est facile de voir en utilisant le critere automatique de [6] que w est transcen-
dant. (On pourrait aussi utiliser un analogue a la methode de Mahler voir appendice.) D

On rappelle que ec(z) est l'exponentielle sur le module de Carlitz. Nous utiliserons
les lemmes et definitions suivantes:

LEMME 4 . (Lemme 2 de [11]). Soit £ G FJ et soit \i une solution de i'equation
Xq-1 = l / £ . Posons pour tout z G fcoo, e^{z) = efaz)/fJ., on a:

(i) Pour tout entier h ^ 0, n^'1 = C~h •
(ii) e((z) est la fonction exponentielle du module de Drinfeld $^ de rang 1

deSni par $f(T) = TF + (0~lp-
(iii) at(e(z)) = e((<r((z)); oil <T( est l'automorphisme de F,((l/T)){{z}} qui

fixe z et envoi T sur £T.

DEFINITION 7: Soit / une fonction entiere sur A:,*,. On dit que / est d'ordre
p g l U +oo si p est la borne inferieure de l'ensemble des reels x tel qu'il existe c > 0
verifiant pour tout r > 0,

sup deg(/(z)) <cg*.
deg(z)Cr

LEMME 5 . Soit e(z) l'exponentielle d'un module de Drinfeld de rang d. Alors
pour tout entier nature] t, e^(z) est d'ordre d.
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PREUVE: Pour i = 1, c'est a dire pour e(z) ce resultat classique est dans [16]
et dans [8] avec la definition precedente de l'ordre. Comme on change simplement T

en T* les degres des coefficients des fonctions exponentielles sont multiplies par i leur
ordre est inchange. D

On aura aussi besoin de l'analogue du theoreme de Schneider demontre par Yu [16,
Theorem 4.1], qu'on retranscrit ici avec nos notations:

THEOREME. (J. YUJ Soit L une extension finie de Jfe et / i , . . . , / , (s ^ 2) des

fonctions entieres algebriquement independantes sur k d'ordre respectils p\, ..., p,.

Soit un reel t Js 0 et une famille de sous ensembles finis SN de &«, tels que pour tout

u e SN:

(i) /,-(«)€£;
(ii)

(iii)
(iv)

alors dans ces conditions:

^ 8—1

On peut alors demontrer le theoreme suivant:

THEOREME 5 . Si q > 2i + 1, pour tout element 7 non nul de k^, PI Wi, ec{~f)
est transcendant.

PREUVE: Remarquons tout d'abord que koo D W{ est clairement stable par <r̂ .

Le (iii) du Lemme 4, entraine que si ec{j) est algebrique alors ec(po'(('Y)), et pour

tout j ^ 0, ec(^Jf^y(7)) le sont egalement. II convient maintenant de choisir ^ et p,

tels que 7, fi<T((y), ..., picy (7) soient lineairement independants sur ¥q [T]. Comme
(r(('y) e s* dans koo, il suffit que p. ne soit pas dans une extension algebrique de degre j

de Wq . Ce dernier point est equivalent a nq - 1 — 1. D'apres le Lemme 5 (i) il suffit de

choisir £ tel que & ^ 1. Or on aura d'autant plus de nombres algebriques que j est

grand, on prend done j = q — 2, et ainsi un tel £ existe pour 9 ^ 4 .

La preuve du Theoreme 5, se rameme done a etudier le cas oil l'on a q — 1 elements

de Wi, lineairement independants et d'exponentielle algebrique.

Si un a £ Wi est tel que ec(a) soit algebrique alors quand dans cette serie,
on remplace T par T* on obtient encore un element algebrique qui n'est autre que
ec(i)(a(T*)) • P a r definition de Wi et a l'aide du fait que ^(T*) est un module de
Drinfeld sur F^fT11], on apprend alors que ec(i)(«) est algebrique.

On va alors appliquer le critere de Schneider (le theoreme de J. Yu ci-dessus) avec:
3 = 2, f1{z) = e{z), f2{z) = e(i)(z), SN = {ooj + ... + ^ a ^ - ^ ) , ou av <= F,[2*]
et
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On a card(5^v) > g ^ ' " 1 ^ * et la condition sur la hauteur se verifie car les modules
de Drinfeld sont de rang 1. La conclusion obtenue est done: (q — l ) / t ^ 2, qui est
contredite par notre hypothese sur q. U

REMARQUE 3. Chaque coefficient de la fonction exponentielle de Carlitz etant invari-
ant par la transformation T —> T + 1, on en deduit que si ec{a) est transcendant,
ec{a(T + 1)) l'est egalement. Comme Wi n'est pas stable par cette transformation, on
en deduit des resultats non triviaux.

REMARQUE 4. Au vu des resultats precedents, il est alors naturel de conjecturer que
dans le cas complexe, les nombres transcendants obtenus par la methode de Mahler
(voir [2]) ont egalement leur exponentielle transcendante.

Finalement, montrons que cette methode permet d'etendre du cas rationnel au cas
algebrique, les resultats de Berthe ([3]) sur le quotient de valeurs du logarithme de
Carlitz par une puissance de ir.

THEOREME 6 . Soit a un element non nui de &<„, Hk, tel que d(a) < q/(q — 1),

r un nombre rationnei. Alois si q ^ 2 :

Log(a)

est transcendant.

PREUVE: L'hypothese d{a) < q/(q — 1) assure que a est dans le disque de con-
vergence du logarithme. Soit <T( l'automorphisme du Lemme 4, de a({Lh) = ihLh, on
deduit que <r^{Log{z)) = Log(fiz)/fi ou /x'"1 = £ - 1 . Ecrivons r = x/y, x et y en-
tier naturels {y > 0), Log (a)/nr est algebrique, si et seulement si sa puissance j/-ieme
l'est, d'oul'on tire que er^(Log{a))/a({ir)r est aussi algebrique. Comme n est invariant
par cette transformation, on en deduit que Log((j,(r((a))/irT est algebrique. D'ou l'on
tire l'algebricite de Log(a)/Log(/xff((a)). Cependant, a et fia^a) sont lineairement
independants sur k car a et &({<*) sont des elements de k^, et fi ne l'est pas car q ^ 2.

Le theoreme de Wade ([13]) contredit alors l'algebricite de Log(a)/Log(/*<T((a)). U

4. APPENDICE: LIENS AVEC LA METHODE DE MAHLER

Notre propos n'est pas d'etudier systematiquement les analogues a la methode de
Mahler en caracteristique finie. Bien qu'il serait sans doute interessant de voir jusqu'ou
s'etendent les resultats de [2] (il faut se mefier de Faction du Frobenius), nous nous
bornerons ici a verifier la transcendance des nombres apparaissant dans les ensembles
Wi du paragraphe precedent (ce qui illustrera ainsi le fait que la methode de Mahler
s'etend aux corps de fonctions en caracteristique finie). Remercions ici, Becker de nous
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avoir signale que nous retrouvons ici un resultat d'Allouche et differemment des cas
particuliers des resultats de [1].

Considerons l'expression u = ]~[ (1 — 1/21* j ou t est un entier ^ 2 . Si t est une
n = l V '

puissance d'un nombre premier £, alors w definit dans F/((l/T)) un element algebrique
sur F/(T) de degre t — 1. Or un resultat de [6] entraine q'une serie irrationnelle ne
peut etre algebrique sur F/(T) et Fp(T) quand £ ^ p. Par consequent, si i; ^ 2 est
une puissance de £ ^ p , le nombre defini par w dans Fp((l/T)) est transcendant.

Plus generalement, on note C le complete naturel de Jboo, D(l) le disque non
circonferencie dont un centre est 0 et de rayon 1. On se fixe un entier i ^ 2, qui n'est
pas une puissance de p et on montre:

THEOREME 7 . Soit la fonction f : D(l) -> C ; de&nie par:

Si a algebrique est un element non nul de D(l) alors f(ot) est transcendant.

REMARQUE 5. Bien que ce ne soit pas necessaire a la preuve de ce theoreme, notons que
montrer la transcendance de / (a ) sur FP(T) est equivalent a montrer la transcendance
de / ( a ) sur Fp(a) et revient par consequent a prouver que f[T) est transcendant.
Cette remarque montre que le theoreme est deja pouve quant t est une puissance d'un
nombre premier different de p et de 2.

PREUVE DU THEOREME 7: La condition i non puissance de p assure (et c'est
necessaire) que f(z) n'est pas une fonction algebrique, sinon elle se prolongerait en
un fonction ayant une infinite de zeros de module 1. On peut maintenant suivre la
methode exposee dans [12]. Dans ce qui suit c< (1 ^ i ^ 3) designent des reels positifs
strictement.

Supposons donne a algebrique non nul tel que f(ct) soit algebrique. Soit m un
entier non nul, le lemme de Siegel (voir [4]) assure l'existence de m + 1 polynomes
Pj G F, [T][z], de degre en z au plus m et de hauteur nulle tels que la fonction:

s'annule a l'ordre m2 en 0. On dispose de l'equation fonctionnelle:

(l-z*)/(**) = / (» ) .

Cette fbnnule permet d'exprimer par recurrence sur n, / (a* J en fonction de / ( a )

et des a* (0 ^ u ^ n). D'ou l'on tire que A fa*" J est un polynome de degre <C inM
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en a et de degre < M en f(a). Le nombre algebrique A(a*" J verifie done (voir [14,

p.8]):

(1)

(ou la constante ne depend pas de n ni de m).
oo

Comme la serie A(z) = J^ bhzk converge, son terme general tends vers zero, d'ou
h=0

si b/t est non mil: Log ft^a* h\ ^ — C2inh. Or par construction si b^ ^ 0, h ^ m2,

d'ou par ultrametricite:

Log ^(a*11)! ^ -c2i
nm2.

Mais comme / (z ) est transcendante, A(z) est non nulle. Comme a est non mil, A fa*" 1

est equivalent au premier terme non mil du developpement est done aussi non mil pour

n assez grand.

On peut done appliquer l'inegalite de Liouville (par exemple Lemme 8 p. 214 de

[8]) qui entraine par (1) et (2):

inm2 < c3i
nm;

on obtient alors une contradiction pour n assez grand. D
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