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In integrating a product of two factors by parts, we get in the
first instance a second integral in which one of the original factors
appears with a lower index and the other with a higher, the decrease
and the increase of the indices however following a definite law.
This second integral may be altered by breaking up the factor whose
index has been increased; this breaking up will give the original
integral and another in which the index of one factor is the same as
in the original integral, while the index of the second factor is lower
than at first. Lastly, if a form be desired in which one of the original
indices is increased, the other index remaining unaltered, we first
observe by how much it is possible to increase the index ; we take
this integral with increased index, break it up into two integrals, and
then integrate by parts.

Question propoBee an Concours General pour la classe de
Mathe'matiques Speciales,

Juin, 1886.

Solution analytique par M. PAUL AUBERT.

Etant donnes une surface du second ordre S et deux points A et B,
on mine par le point B une secante qui rencontre la surface aux points
C, C, et h plan polaire du point A au point D. Soient M et M' lee
points ofc ia droite AD rencontre les plans qui touclient la surface aux
points G et C. La secante BD tournant autour du point B, on
demande

V. Le lieu decrit par les points M et M'.
2°. Ce lieu se compose de deux surfaces du second ordre, dont V une

est indSpendante de la position du point B, et V autre 2 depend de la
position de ce point. Chercher ce que dement la surface 2 quand, dans
la construction qui donne les points de cette surface, on fait jouer au
point A le role du point B, et inversement.

3°. Le point A restantfixe, determiner les positions occupies par le
point B quand la surface 2 n' a pas un centre unique a distance finie.

1*. Rapportons la surface a un t^traedre de reference ayant pour
aretes opposees la droite AB et la droite polaire conjuguee A'B'.
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Les equations de la droite AB sont ix = °' P l a n P° l a i r e d u Po i n t A

celles de la droite A'B' 1 ~

La surface a une equation de la forme
Z V + TOY + n-z2 - pH2 = 0,

oil 1' un des coefficients I, m, n peut avoir la forme K J - 1.

Le point B est defini par trois plans < t = 0
\ ax + by = 0,

et la droite mobile BC a pour equations
(ax + by+vz = 0

Xz + fit = 0,
A, fi, et v 6tant des parametres variables.
Le point T) est done defini par le systeme

J by + vz — 0

et par suite la droite AD a pour Equations

en

On sait qu' un point de la surface peut etre d6termine par los quan-
tites a, /3, y assujetties aux relations

Ix—ptco&a, my=ptcosf3, nz = ptcosy
(2) cos2a + cos2y8 + cos2y = 1.

Le plan tangent & la surface en ce point a pour equation
(3) focosa + mycosfi + nzcosy -pt = 0.

Exprimons que le point de contact est sur la droite BC, il vient
la b n v r.
I — cos a + —cosp + —cosy = 0

(4) -I I m n
\ Apcosy + n/i = 0.

Nous aurons le lieu des points M et M' en eliminant A, fi, v, a, /?, y
entre les equations (1), (2), (3), et (4).
L' elimination de A, fi, v, et y entre les equations (1) et (4) est im-
mediate, et il reste k eliminer a et /? entre les trois equations qui
restent:

pltxco&a. +pmtycos/3 =p2t* - n?z*
apmtzcosa + bpltzcosp = blmyz

pVcos'a + pVcos2f3 = pH2 - n¥ ,

https://doi.org/10.1017/S0013091500029990 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0013091500029990


93

Cette operation conduit a 1' equation
[M(nV - pH*) + blm,y f + [amiff - »V) - bmPxyf

= {pH* - nV^am'y -
En developpant cette Equation, et faisant passer tous les termes au
premier membre, on remarque apres quelques reductions la presence
du facteur [w»y + nV - p2<2] de sorte que le lieu se compose des deux
surfaces

et WP(Vx> + mhf) + (bV + oV)(nV -pH2) = 0.
La premiere est le c6ne circonscrit a la surface ayant le point A pour
sommet; la seconde est une surface du second ordre qui adinet le
tetraedre de reference comme tetraedre conjugue\
En &rivant son equation sous la forme

b*P(Fa* + my + n V - pH2) + oa»i2(»i V - pV) = 0
on voit qu' elle est bitangente a la surface proposee aux points d' inter-
section de la droite AB avec cette surface.

On pourrait achever completement la question en revenant aux
coordonn^es cartesiennes par des transformations simples, mais il
peut 6tre interessant de voir comment on aurait pu arriver au resultat
que nous venons d' obtenir en partant des coordonnees cartesiennes.
Rapportons done la surface a un systeme de trois plans diametraux
conjugues; elle a pour Equation

Soient x0 y0 z0 les coordonnees du point A,

<*a Vi z\ .. )) B,
* y « „ » M,
*' y ' z> i» •> C ,

Un point quelconque de la droite AM a pour coordonnees

X _x + Xx0 T7"_y + A.y0 TJ =z + Xz0

1 + A 1 1+A LI 1 + X '
Nous aurons le point D en assujettissant ces coordonnees a verifier
1' equation du plan polaire du point A

AXa;0 + A' Yy0 + A"Zz0 - 1 = 0 ,
ce qui donne

Ax,(x + Aa:0) + A!ya{y + \y0) + A"zo(z + kz0) - (1 + A) = 0.
Posona Axx0 + A'yy0 + A"zz0 - 1 = Po

Ax0 + A'y0
2 + A' V - 1 = Eo

On a X = - ^
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et les coordonnees du point D sont
Eoa; - Pps, Eoy - F0y0 EQZ - Poz^

Eo — Po Eo - Po Eo - Po

D' autre part, le point D etant sur la droite qui joint le point B au
point C, on doit avoir

~E~-"P0 l + / i
et des relations pareilles pour les deux autres coordonnees. II suffit
maintenant d'exprimer que les valeurs de x\ y', z' tirees de ces trois
relations verifient les equations

(1) Axx' + A'yy1 + A"zz' - 1 = 0
(2) Ax'2 + A y + A V 2 - 1 = 0

et d' eliminer /* entre les relations ainsi obtenues pour avoir 1' equa-
tion du lieu du point (xyz).
En effectuant ce calcul on trouve apres 1' elimination de //.

ou Pj = ACEXI + A'yih + A"zzx - 1
E = Ax! +Ay +AV - 1 .

y' et z ont des valeurs de nieme forme.
Substituant ces expressions dans 1' equation (2) en ayant soin de
mettre en evidence les facteurs Em Po, communs dans les valeurs
des trois coordonnees, il vient apres quelques reductions simples

[E0
2E - P . IE.E.E - Po'E, - P , % + 2P.P0P01] = 0

ou Po1 = ArBjX,, + A'2/,y0 + Al'zfa - 1.
Le lieu se compose done de deux surfaces

E0
2E-P0

s = 0
qui est le c6ne circonscrit par le point A, et

(3) E1E0E-P0
2E1-P1

2E0+2P1P0P0' = 0
On reconnait 1' equation d' une surface du second ordre bitangente
a la surface donnee E = 0, car les termes qui suivent le premier for-
ment une expression du second degre homogene en P! et Po, et qui
est par consequent de la forme (aPx + /?P0)(a'P, + /3'P0). On voit en
meme temps que la droite des contacts passe par les points A et B.

2°. La reponse a la question 2° resulte immediatement de la
symetrie avec laquelle les indices 0 et 1 entrent dans 1' equation (3),
et de l'identite Po = Pj0. II suffit en effet pour obtenir ce que devient
la surface quand le point B joue le r61e du point A, de permuter dans
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1' equation (3) les indices 0 et 1. On voit que cette permutation
n' amene aucun changement.

3°. Pour r^soudre la derniere partie du probleme prenons pour axe
oz le diametre de la surface qui passe par le point A et pour plan xoy
le plan diametral conjugue, les axes ox et oy etant deux diametres
conjugues de la section. Nous allons chercher les positions occupees
par le point B dans le plan zox quand la surface 2 n'a pas un centre
unique a distance finie.
Dans ces hypotheses on a x0 = y0 = 0 et yl = 0.
Si on fait la transformation Ax = £, Ay — rj, Az = f,
1' equation de la surface 2 prend la forme

&•+11 - ixi.1 -1)(?+v+r -1) - <& - mtf+11 -1)
- (ii - 1)(& + id - I)2 + 2(& + ft - 1)(& - l)(fi& - 1) = 0.

II suffit de considerer, pour notre objet, les termes du second degre
de cette equation; en les ordonnant il vient

Cette forme quadratique peut se mettre sous la forme d' une somme
algebrique de trois carres; pour que la surface 2 n' ait pas un centre
unique a distance finie il faut et il suffit que le nombre de ces carres
se reduise a deux. Nous aurons done le lieu des positions occupees
par le point B en egalant successivement a zero chacun des coefficients
des carres. On obtient ainsi immediatement

(£i2 + tf - l)(Co2 - 1) = 0, e'est a dire £• + &' - 1 = 0

Zf (fo )(C )[( CoC>) tf] - 0.
Ccllc-ci se reduit a

(i-tm^-tt'-iKfi,1-!)] =o.
II suffit de remplacer dans ces equations £•? par fi* + %a et de

revenir aux coordonnees x, y, z pour avoir les surfaces sur lesquelles
doit se trouver le point B.

Soient 6, b' (fig. 57) les points oil oz rencontre la surface donnee;
on voit que ces surfaces se composent des plans tangents LM, L'M.'
aux points ou 1' axe oz rencontre la surface donnee, du plan polaire
PQ du point A par rapport a cette surface, et d' une surface du
second ordre bitangente a la surface proposee aux points b et b':
cette surface est un hyperboloide H on un ellipsoide E suivant que
oA est supe'rieur ou infe'rieur a ob. II est du reste tres facile de
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reconnaitre la nature de la surface 2 euivant la position du point B
sur 1' une ou 1' autre de ces surfaces en conside>ant le signe des co-
efficients des carres qui ne sont pas nuls et en formant la condition
pour que la surface 2 soit du genre cylindre.
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