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Comptage des G-chtoucas : la partie elliptique

Ngo Dac Tuan

ABSTRACT

We extend our previous work in collaboration with Ng6 Bao Chau and give a fixed point
formula for the elliptic part of moduli spaces of G-shtukas with arbitrary modifications.
Our formula is similar to the fixed point formula of Kottwitz for certain Shimura
varieties. Our method is inspired by that of Kottwitz and simpler than that of Lafforgue
for the fixed point formula of the moduli space of Drinfeld GL(r)-shtukas.

RESUME

Nous étendons un travail antérieur en collaboration avec Ngbé Bao Chéau et donnons
une formule de comptage des G-chtoucas avec modifications arbitraires pour la partie
elliptique. Elle est similaire a la formule de Kottwitz pour le comptage des points des
variétés de Shimura. Notre méthode est insprirée de celle de Kottwitz et plus simple
que celle de Lafforgue pour le comptage des GL(r)-chtoucas de Drinfeld.

Introduction

Les espaces de modules de chtoucas ont été introduits par Drinfeld [Dri87] et ils sont associés aux
groupes réductifs et a d’autres données (ou & d’autres modifications). Ils sont considérés comme
une version analogue des variétés de Shimura qui jouent un role important dans le programme de
Langlands sur les corps de nombres. On pourrait espérer que les espaces de modules de chtoucas
jouent le méme role dans le programme de Langlands sur les corps de fonctions.

Drinfeld a déja établi la correspondance de Langlands pour GL(2) sur les corps de fonctions en
étudiant ’espace de modules de chtoucas associé & GL(2) et a des données ‘simples’ [Dri87, Dri89].
Puis, suivant la stratégie de Drinfeld, Lafforgue a étudié ’espace de modules de chtoucas associé a
GL(r) et a des données ‘simples’; et a montré la correspondance de Langlands en toute généralité
pour GL(7) sur les corps de fonctions [Laf97, Laf98, Laf02]. Lorsque le groupe réductif en
question est une forme intérieure de GL(r), les espaces de modules de chtoucas correspondants ou
leurs variants ont été étudiés par Laumon [Lau96, Lau97], Laumon—Rapoport—Stuhler [LRS93],
Lau [Lau04, Lau07] et Ngo6 [Ngo06a]. Pour un groupe réductif général, on dispose pour 'instant
des travaux difficiles en préparation de Kazhdan et Varshavsky et de Vincent Lafforgue [Lafl2].

Dans cet article, on étudie le comptage des points fixes des espaces de modules associés
a un groupe réductif général G et a des modifications arbitraires. Il est en fait une des
premieres difficultés pour généraliser les travaux mentionnés précédemment. Pour certaines
variétés de Shimura, Kottwitz a donné une formule de comptage en utilisant la théorie
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de Honda-Tate [Kot90, Kot92]. Pour les espaces de modules de chtoucas associés a
GL(r) [Dri87, Dri89, Laf97, Lau96] ou & une forme intérieure de GL(r) [Lau04, LRS93,
Ngo06a], le comptage des points fixes a été fait en basant sur une version analogue
de Honda—Tate pour les corps de fonctions due & Drinfeld. L’absence d’une généralisation de
cette théorie pour d’autres groupes réductifs nous empéche de généraliser le comtage dans le
cadre général. En collaboration avec Ngé Bao Chau [NNO8], nous avons suggéré une fagon pour
contourner cet obstable en se restreignant a la partie réguliere elliptique. Dans cet article, on
étend ce résultat et donne une formule de comptage pour toute la partie elliptique. Notre formule
est similaire a celle du comptage de Kottwitz des points fixes des variétés de Shimura [Kot92].
Elle s’écrit comme une somme indexées par des triplets de Kottwitz d’invariant global nul des
produits des intégrales orbitales tordues et des intégrales orbitales ordinaires. Notre argument
principal repose sur une observation tres simple mais cruciale, qui consiste a remarquer que tous
les invariants locaux intervenant dans des triplets de Kottwitz sont en fait basiques.

Dans un prochain travail en préparation, a ’aide du résultat principal de cet article, nous
donnons la formule complete de comptage des points fixes des espaces de modules de G-chtoucas
avec des données arbitraires. Elle fait intervenir les parametres de troncatures de Harder—
Narasimhan ou d’Arthur, et elle est tres liée au coté géométrique de la formule de traces d’ Arthur—
Selberg.

L’article est organisé comme suit. Dans la premieére section, nous rappelons la définition du
champs de G-chtoucas, la notion de structure de niveau et 'action de ’algébre de Hecke par
correspondance. La deuxieme section introduit le probleme de comptage qui nous intéresse. La
troisieme section rappelle les différents notions qui vont apparaitre dans la formule finale. En
particulier, elle introduit les triplets de Kottwitz et leurs invariants locaux et globaux associés. La
quatriéme section démontre une proposition clé dit de passage global-local (la proposition 4.3).
Elle répond a une question de Ngoé Bao Chau, et nous permet de contourner I'absence d’une ver-
sion analogue sur les corps des fonctions de la théorie de Honda—Tate pour le groupe réductif G.
Nous donnons la formule finale de comptage (le théoréme 5.1) dans la derniére section.

Notations

On fixe une fois pour toutes une courbe projective lisse géométriquement connexe X sur un
corps fini F, de corps de fonctions F'. Pour toute place x de F', on note F, le complété z-adique
de F', et O, son anneau des entiers. Fixons aussi une cloture algébrique £ de F,, et on notera
Y =X X]Fq k.

Soit G un groupe réductif quasi-déployé connexe sur F dont le groupe dérivé Gger
est simplement connexe, ce qui permet d’utiliser des résultats de Steinberg [Ste65] et de
Kottwitz [Kot82]. Cette hypothese n’est pas indispensable, nous la supposons pour simplifier
I’exposition. Supposons que G peut s’étendre en un schéma en groupes que 1’on note encore par
G lisse sur X de fibres réductives.

Tous les schémas et tous les champs considérés seront définis sur [F,. Soient Y et Z deux tels
champs, le champ Y x Z désignera le produit fibré Y xp_Z.

1. Champ de G-chtoucas

1.1 On considere le champ Fibg des G-torseurs sur la courbe X. Soit T un sous-schéma fini de
X, et soient V, V' deux G-torseurs sur X. Une T-modification de V dans V' est la donnée d’un
isomorphisme entre deux torseurs V et V' en dehors de T, ¢’est-a-dire

¢ Vx s —Vixr-
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Soit Z un point géométrique dans T. On note Oz le complété de Ox en 7, et Iz son corps
des fractions. Etant donnée une T-modification

¢:V|xz —Vixr

entre deux G-torseurs V et V', on a un isomorphisme V - V' entre les fibres génériques de V

et de V' qui & son tour induit un isomorphisme Vi — VZ entre les complétés de V et V' en T.

Le complété de V en T définit un G(Oz)-réseau (c’est-a-dire un élément de G(Fz)/G(Oz)) dans

Vi, celui de V' en T définit un G(Ogz)-réseau dans VZ. Si 'on identifie V5 avec VZ, la position

relative de ces deux réseaux est donnée par une double classe dans G(Oz)\G(F%)/G(Ogz).
Comme G a une fibre réductive en T, on a la décomposition de Cartan :

G(Fz) = |_| G(Of)w%G(Of)
A

ou A parcourt l’ensemble des cocaractéres dominants de G, et wz est une uniformisante de X

en Z. Chaque double-classe sous G(Oz) contient donc un unique représentant de la forme w%‘ ou

A est un cocaractére dominant. On le note invz(¢) et 'appelle invariant de ¢ en T ce cocaractére
dominant.

1.2 Rappelons que ’ensemble des cocaracteres dominants de GG est muni d’une relation d’ordre.
Soient \ et \' deux cocaractéres dominants de G. On dit que A < X si et seulement si X' — \ est
une combinaison linéaire de coefficients positifs entiers de coracines positives de G.

Pour chaque cocaractére dominant A de (&, on considere le champ Hecke) des modifications
élémentaires bornées par A comme suit. A chaque schéma S, on associe I'ensemble des données
constituées de :

(i) deux G-torseurs V et V' sur X x S;
(ii) un morphisme z:S — X, et on note I'(x) le graphe de z;
(iii) un isomorphisme
. ~ /
¢: V‘XxSfF(m) —V ‘XXSfF(x)
tel que, pour chaque point géométrique s de S, la s-modification ¢z vérifie
invx(E) (¢§) <A
Soit Hecke), le sous-champ de Heckey en remplagant dans la derniére inégalité

invr(?) ((;5?) <A

par ’égalité
ian(g) (¢5) = A

On peut vérifier que Hecke) est un sous-champ ouvert de Heckey. Il est bien connu (voir [BD]
ou [Var04, Lemma 3.1]) que le morphisme

Heckey — X x Fibg
(V7 Vl? :'E) = (x’ V)

est représentable et projectif. La restriction de ce morphisme & Hecke), est lisse.

Puis a chaque collection des cocaractéres dominants A= (A1,...,\,) de G, on pourra
considerer le champ Heckey des modifications élémentaires itérées, voir [Ngo06a, §1.2]
ou [Var04, §2].
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1.3 Rappelons maintenant la définition du champ des G-chtoucas Cht, a modifications

multiples . A chaque schéma S, on associe ’ensemble des données constituées de :
(i) des G-torseurs Vp, ..., V, sur X x S;

(ii) des morphismes z;:S — X (1< i< n), et on note I'(z;) les graphes des x; ;

(iii) des isomorphismes

-~

1 <1< n,

6 Vil xus_r( =tlxxs e

tel que, pour chaque point géométrique s de S, la s-modification ¢; 5 vérifie
inv,, 5 (dis) < A

(iv) un isomorphisme VJ = (Idx x Frobg)*Vy — V.
Par composition, on a un isomorphisme

t: V3|Xxs—uy=l ) VO’Xxs—U;;l I(z;)

Si les graphes I'(z;) sont disjoints, ¢ détermine les ¢; de sorte qu’on a une description plus simple
et plus symétrique du probleme de module au-dessus de 'ouvert U complémentaire de la réunion
des diagonales dans X™.

Ce champ s’inscrit dans le produit cartésien.

Chty ————= Fibg

| |

Heckey —— Fibg x Fibg
On a aussi un ouvert Cht'A de Cht) en remplagant les inégalités inv,, ) (¢i3s) < Ai par les égalités
invy, s (dis) = A\i.
1.4 On appellera niveau de X un sous-schéma fermé fini I de X. On fixera un niveau I de X
pour la suite de 'article.

DEFINITION 1.5. Etant donné un niveau I de X, une structure de niveau I sur un G-chtouca
V= (VO, o Vi, xy VY AN Vn) sur un schéma S dont les points associés x1, x2, ..., Tn
évitent I consiste en un isomorphisme

w:Vol, g~ G(Or) x S

qui fait commuter le diagramme suivant.

VO‘IXS = = v”|I><S Vg‘IXS
G(O;) x S S G(Or) x S

On note Chty ; le champ classifiant les G-chtoucas munis d’une structure de niveau I. On
appelle morphisme caractéristique le morphisme évident

Chty ;7 — (X —1)™

Il y a une autre formulation de la notion de structure de niveau, voir la de [NNO08, §2.4].
Considérons G comme le G-torseur trivial au-dessus de X avec 'action de G sur lui-méme par
translation & droite et G la restriction de GG au sous-schéma fermé I de X. Considérons le
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foncteur G/ qui associe a tout X-schéma S le sous-groupe des automorphismes de G X x S
commutant a l'action de G sur lui-méme par translation a droite, qui de plus induit sur
G1 xx S lidentité. Ce foncteur est représentable par un schéma en groupes ¢! sur X qui
est muni d’un homomorphisme vers G lequel est un isomorphisme en dehors de I. S’il n’est pas
plat en général, le processus de dilatation de Raynaud [BLR90, Théoréme 3, p. 61] permet de le
lissifier. On obtient un X-schéma en groupes lisse ¢! muni d’un homomorphisme gl - ¢ I

On montre [NN08, §2.4] qu'un chtouca V muni d’une structure de niveau I est équivalent &
la donnée :

(i) des G'-torseurs Vo, ..., V, sur X x S;

(ii) des morphismes z;: S — X (1 <i < n) dont les graphes I'(z;) sont disjoints de S x I;
(iii) des isomorphismes
-~

ifl}Xxs—r(xi)’ lsisn,

K Vi‘XxS—F(aci)
tel que, pour chaque point géométrique 5 de S, la s-modification ¢; 3 ait un invariant (en
zi(5)) < Ai

(iv) un isomorphisme V§ = (Idx x Frobg)*Vy — V.

c’est-a-dire simplement un chtouca avec schéma en groupes structurel G/ & la place de G.

1.6 Opérateurs de Hecke

On notera A l'anneau des adeles de F, OA=HIG\ X| O, le sous-anneau des entiers. Soit
K =[l,¢/x| Kz le sous-groupe compact maximal de G(A) défini par K; = G(O;) pour toute
place x de F. Pour tout sous-schéma fermé fini 7' de X, on note

AT:HFx, OT:HOZIJ>

zeT zeT
AT =A/Ar, O =0,/0r,

Kr=]] K., K"=]] K.

zeT x¢T

Pour le niveau I fixé de X qu’on supposera toujours étranger a 7, on notera Kj
(respectivement K7 ) le noyau de I’homomorphisme surjectif K — G(Oj) (respectivement
KT — G(Oy)).Ona K= Hx€|X| Ki, ot K7, est le sous-groupe compact ouvert de K, défini
comme le noyau de ’homomorphism K, — G(Oy).

On munit le groupe G(A) (respectivement G(AT)) de la mesure de Haar dg (respectivement
dg™). On normalise cette mesure de sorte que dg(K)=1 (respectivement dg? (KT)=1). On
notera aussi dg, la mesure de Haar de G(F,) de sorte que dg,(K,)=1. On obtient ainsi
dg =dg" x [I,er dga.

Pour toute place x, on notera Hy , l'espace vectoriel des fonctions a support compact dans
G(F,), invariantes a gauche et a droite par le sous-groupe compact ouvert Ky ,. Les fonctions
caractéristiques ¢g, des double-classes (3, € K1 ,\G(F;)/K|, constituent une base de Hy ;. Le
produit de convolution par rapport a la mesure de Haar dg, définit sur cet espace vectoriel une
structure d’algebre. Pour tout sous-schéma fermé fini 7" de X, on note Hy 1 = @ e Hrz. On
définit H; (respectivement ’H?) comme la limite inductive des Hy 7/ sur les sous-schéma fermés
finis 7" C X (respectivement 7/ C X —T') : si T/ C T”, on a une fleche injective

® Hl,x - ® Hl,a;

zeT” zeT”

et
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définie par
P—o® ® Ik, ,
€T —T"
ot 1g, , est la fonction caractéristique de Ky .. L’algebre H; a une base @, 7 ¢, indexée
par Pensemble des couples (77, (Bz)zer) ot T' est un sous-schéma fermé de X et ou [, €
K1, \G(Fy)/K 4 est une double—classe quotienté par la relation d’équivalence évidente.

Soit T” un sous-schéma fermé de X ayant éventuellement une intersection avec le niveau I.
Pour chaque place z € T”, on se donne une double classe 3, € K1 ,\G(Fy)/ K1 5. L'opérateur de
Hecke @ ,cp Bz agit sur Cht A ®(x—1y (X — I —T")" par correspondance qu’on va définir dans
ce paragraphe.

Soit € T" un point fermé. Soit ¥ un épaississement de z dans X. Un chtouca V € Cht A1(9)
induit par restriction & Y un G!-torseur Vy au-dessus de Y x S muni d’un isomorphisme
Vy V. Puisque G! a des fibres connexes, d’apres [Laf97], ceci revient & se donner un S-point
du classifiant du groupe fini G/ (Oy') autrement dit un G*(Oy )-torseur VE/ au-dessus de S. Quand
Y parcourt I'ensemble de tous les épaississements de x dans X, on obtient un Ky ,-torseur Vfﬁ
au-dessus de S ou Kj, = Gl (O,).

Une correspondance de type (T, (B2)ser) entre deux chtoucas V, V' € Chty ;(S) de méme
caractéristique x1, . . ., x, consiste en la donnée d’un isomorphisme

t: fj‘(X—T/)xS — 17,|(X—T')><S

entre les restrictions de V et V' a l’ouvert complémentaire de T”, vérifiant la propriété suivante.
Pour tous x € T’, soient Vw et V’ les Ky ,-torseurs sur S associés aux chtoucas Vet V.
La fleche ¢ induit un isomorphisme entre les G!(F})-torseurs induits par Vi et V. 1. Cet
isomorphisme induit donc une fonction localement constante de S dans I’ensemble des double-
classes K Lw\gf (Fy)/Kr,z. On demande que cette fonction soit constante et de valeur 3,. L’énoncé
suivant suit immédiatement.

LEMME 1.7. Pour tout (T', (8s)zc1’) comme ci-dessus, considérons le foncteur ®(T", (By)zer)
au-dessus de

Cht)y X(X,I)n(X -1 — T/)n

qui associe a tout G-chtouca V avec structure de niveau I et de caractéristique étrangére
a T' la catégorie des couples constitués d’'un G-chtouca V’ avec structure de niveau I, de
méme caractéristique que V et d'une correspondance entre VetV de type (T', (Bz)zer)- Le
foncteur ®(T", (B:)zer’) est représentable par un morphisme fini et étale sur Chty 1 X (x_p»

(X —-1-1"H)".

2. Probléeme de comptage
2.1 Soit s > 1 un entier naturel, x1, . . ., z, € X(F,-) distincts points de X — I a valeurs dans .
On fixe également un fermé fini 7" disjoints de {z1,...,x,} et pour tout x € T, on fixe une

double-classe §; € K1,\G(Fy)/Krz. Soit ®(1", (ﬁgc)merp) la correspondance de Hecke associée.
On cherche & exprimer le cardinal du groupoide des points fixes o® o ®(T”, (8;)zer) dans

Chty s(x1,...,2,) par une formule succeptible d’étre comparée avec le coté géométrique de
la formule des traces d’Arthur—Selberg. Il suffit en fait de compter les points dans 'ouvert
Cht’&[(xl,...,xn) stable par l’endomorphisme de Frobenius et par 'opérateur de Hecke,

voir [Lau04, Ng606a] pour plus de détails.
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Soit T =71, ..., T, ol T; est le point géométrique au-dessus de z;. Soit T le plus petit fermé
de X contenant les points géométriques T;. Soit CI(T,T", s) la catégorie des triplets (V,t,t')
constitués de composants suivants :

(i) V est un G/-torseur sur la courbe X ;

(ii) une T-modification ¢ : VU‘Y—T =y <7
(iii) une T -modification ¢’ : Vo ‘YfT’ - V‘XfT/
tels que t et ¥ commutent.
s+1 o°(t) s
V7 lxoror ve X-TuT
o
t
V|5 _rur YUsx_rur

La notion d’isomorphisme entre des tels objets est évidente.
On introduit aussi des sous-catégories Ci? By (T, T, s) dont les objets sont des triplets (V, ¢, ')
qui vérifient en plus les conditions suivantes :
(iv) Plinvariant invg, () vaut A;;
(v) la correspondance ¢’ entre le chtouca (V,t) et le chtouca o*(V, t) est de type [ en tout
point fermé x € T”, voir la § 1.6.

Dans un triplet (W, ¢,t') € CiT 5, (T, 1", 8), la paire V = (V, t) définit un G-chtouca avec une
structure de niveau I et ¢ définit une correspondance entre Vo et V de type (T7, (Bz)zer). 1l
est clair que la catégorie des points fixes de o® o ®(T”, (8;)rer) dans Cht’)\J(a:l, .o, Ty) est la

7 . I / -
catégorie Cy_ 5 (T, 1", s). '

En absence de structure de niveaux, on notera

C(T, T, s) et CATvBT’ (T, T/, s)

les catégories obtenues. Il y a les foncteurs d’oubli de structures de niveaux C!(T,T”’,s) —
aﬂﬂ@aqﬂﬂﬂﬂ@ﬁgﬁAﬂﬂg

2.2 Le nombre

1
I / — T .
#Cx g, (T, T', 5) = dg(K7) Z # Isom(V, t, t')

ol la somme parcourt un ensemble de représentants de classes d’isomorphismes d’objets (V, t, t')
de CL_, (T,T',s) est en général infini car le champ des chtoucas n’est pas de type fini.

ATWBT/ . R .

On va modifier le probleme de comptage comme suit. Notons Z le centre de G. On fixe
un sous-groupe discret J C Z(ATY) c Z(A) qui est cocompact dans Z(A)/Z(F). Le groupe .J
agit sur Cht’A (1,...,zy) par correspondance de Hecke. On va considérer le quotient du champ
Cht/A(ZL‘l, ..., xy) par Paction de J. Ceci revient a ajouter formellement un isomorphisme entre

un objet V et son transformé par un élément j € J. En appliquant le méme procédé aux catégories
CHT, T, s) et Ci?ﬂ% (T, T', s) on obtient les catégories C!(T,T", s) s et Ci?ﬁ&" (T, T, s).
On définit le nombre
1

I,ell / T
(T T, s) = dg(KT) -
#C)‘T:/BT’( I, 5) = dg(K) Z # Isom(V, t, t')

ol la somme parcourt un ensemble de représentants de classes d’isomorphismes d’objets (V, t, t')
dits elliptiques de Ci?ﬂw (T, T', s);, voir la définition 3.3.
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Si l’on se restreint a la partie réguliere elliptique, le résultat principal de [NNOS§] (le théoreme
12.1 du loc. cit.) donne une fomule qui s’écrit comme une somme indexées par certains triplets de
Kottwitz des produits des intégrales orbitales tordues et des intégrales orbitales ordinaires. Dans
cet article, on va étendre cette formule pour toute la partie elliptique. Elle est similaire a celle
de Kottwitz pour le comptage des points des variétés de Shimura [Kot90, Kot92]. Rappelons que
la difficulté principale dans [NNOS8] consiste a construire un objet global a partir des invariants
locaux des triplets de Kottwitz. Si I'on se restreint a la partie réguliere elliptique, on travaille
toujours avec les tores et la question est plus simple a traiter. Par contre, sur la partie elliptique,
on doit travailler avec des groupes réductifs en général et tout ce travail est basé sur une
observation tres simple mais primordiale, qui consiste a remarquer que tous les invariants locaux
sont en fait des éléments basiques au sens de Kottwitz.

3. Comptage des chtoucas

3.1 Foncteur de fibre générique
On considere la catégorie C(T,T", s) des triplets (V, 7, 7/) dont :
(i) V est un G-torseur sur F &, k;
(ii) 7:V7 — V est une application o-linéaire ;
(iii) 7/:V? — V est une application o*-linéaire ;
qui vérifient les propriétés suivantes :
(a) 7 et 7/ commutent ;
(b) pour toute place x ¢ T', (Vy, 75;) est isomorphe a
(G(Fy®r,k),id ®,0) ;
(c) pour toute place z € T, (V,, 7.) est isomorphe &
(G(F,®8,Fq:@p,. k), id ®p,.0*).

On va définir un foncteur dit de fibre générique de C(T, 7", s) dans C(T, 7", s). On associe
ainsi & un triplet (V,¢,t") de C(T,T’, s) un objet (V, 7,7’) dans C(T, T, s) qu'on appellera sa
fibre générique. La construction s’étend sans difficulté aux triplets (V, ¢, ¢') de C! (T, T", s) & I'aide
du foncteur d’oubli de structure de niveau.

On note V' la fibre générique de V qui est alors un G-torseur sur F' ®p, k. Les modifications
t et ¢’ induisent les isomorphismes 7: V7 — Vet 7/: V7 — V. On montre [NNO08, §5.2] que

ce triplet (V, 7, 7’) est bien un objet dans C(7, 7", s). L’action de J par opérateurs de Hecke ne
change pas la fibre générique. On obtient du méme coup les foncteurs C(T, T, s); — C(T, T, s).

3.2 Triplet de Kottwitz
D’apres [NNO8, §6.1], étant donné (V, 1,7") € C(T, T, s), on lui associe un triplet de Kottwitz

(703 (Yz)wgrs (02)eeT) O :
(a) 70 est une classe de conjugaison stable de G(F);

(b) pour toute place x ¢ T', ~y, est une classe de conjugaison de G(F;) dont la classe stable est
celle de 7 ; de plus, pour presque toute place = ¢ T, v, est conjuguée a 7 ;

(c) pour toute place x € T', §, est une classe de o-conjugaison de G(F, ®p, F4:) dont la norme
est stablement conjuguée a ~q.

Il s’agit des méme triplets que ceux de Kottwitz dans le comptage des points de certaines variétés
de Shimura [Kot90, Kot92].
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DEFINITION 3.3. Soient (V, t,t') un triplet dans C(T,T", s) (respectivement (V, 7, 7/) un triplet
dans C(T, T, s)) et (y0; Yz, 0z) le triplet de Kottwitz associé.

On dit que :
(a) (V,t,t') (respectivement (V, 7, 7)) est semi-simple si 'élément v de G(F') est semi-simple ;

(b) (V,t,t') (respectivement (V, 7, 7)) est elliptique si vy est elliptique.

3.4 Ensemble des éléments basiques d’aprés Kottwitz

On va rappeler quelques résultats de Kottwitz sur ’ensemble BH des classes de o-conjugaison
associés a un groupe réductif H sur un corps local non-archimédien. On renvoie le lecteur aux
excellents articles [Kot85, §§4-5], [RR96, § 1] pour plus de détails.

Soient z une place de F' et H un groupe réductif connexe sur F,. Rappelons que I'; est le
groupe de Galois de F;.. On considere I’ensemble H (Fx@)Fqk:) muni d’une action de Frobenius o
qui agit trivialement sur F, et agit par 'action de Frobenius sur k. On définit BH(F,) comme
Iensemble des classes de o-conjugaison de H(F,®p, k).

Soit T' un tore maximal de H défini sur F;, on notera W le groupe de Weyl correspondant.
Kottwitz définit une application de Newton :

v:BH(F,) — (X, T/W)'=

Puis, Kottwitz a introduit 'ensemble BHy,sic(F;) des éléments basiques caractérisés par la
propriété que b € BH (F),) est basique si et seulement si v(b) se factorise a travers le centre Z(H)
de H. Kottwitz a montré, voir par exemple [Kot90, § 6] ou [RR96, Theorem 1.15].

THEOREME 3.5 (Kottwitz). (i) Un élément b € BH(F,) est basique si et seulement si le groupe
des centralisateurs tordus

Jy(F) ={g € H(F,®r,k): g 'bo(g) = b}

est le groupe des F,-points d’une forme intérieure de H.
(ii) Il existe un isomorphisme de foncteurs de la catégorie des groupes réductifs connexes sur
F, dans la catégorie des ensembles pointés

BHyasic(Fy) — (Z(H)™)* (3.5.1)

de l’ensemble BHy,sic(Fy) vers le groupe des caractéres algébriques de Z(IT])FW. Cet
isomorphisme de foncteurs étend I'isomorphisme du sous-groupe H'(F,, H) vers le sous-groupe
des caracteres de Z (ﬁ )= triviaux sur la composante neutre.

En particulier, BHy,sic(Fy) est un groupe abélien.

(i) L’isomorphisme de foncteurs BHyagie(Fy) — (Z(H) =)* se prolonge en un morphisme
de fonteurs

~

BH(F,) — (Z(H)™)".

3.6 Désormais, on suppose que g est semi-simple. Comme le groupe dérivé de G est supposé
simplement connexe, le centralisateur G-, est un groupe réductif connexe. A partir d’un triplet
de Kottwitz (70; Yz, 0z), on va rappeler comment définir des invariants locaux inv,(7o; vz, 0z) €
(Z(@%)FI)* et un invariant global inv(vo; vz, 0z) € (Z(@%)F)*.

En chaque place x ¢ T, comme 7, est stablement conjugué a 7o, il existe un élément g € G(F,)
tel que 7, = gy0g~ " En vertu du théoréme de Steinberg qui affirme H!(F,/F™, G, (F,)) =1,
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cf. [Ste65] ou [Ser94, §2.3], g peut étre choisi de telle sorte que g € G(F,®p, k). Donc

1 1

9709 =Y =0(Ve) =(g)n0(g)" -

15 (g) est un centralisateur de 7o dans G(F';) et définit un élément dans H!(F, G.,),

Lo (g) définit un caractere

D’oub, :=g~
en particulier il est basique dans BG., (F.). D’apres le théoreme 3.5, g~
invz(Y0; Va, 02) de Z(CAJVO)FJ. On note encore invz(yo; vz, 0z) sa restriction a Z(@%)F. D’apres
[Kot86, Proposition 7.1], pour presque toute place = ¢ T, 7, et 7o sont conjugués de sorte que
Uinvariant inv(yo; Yz, ) s’annule.

En chaque place x € T', comme la classe de o-conjugaison d, dans G(F, ®p, Fy:) a pour norme
la classe stable 7o, il existe un élément g € G(F,) tel que Nd, = gyog~'. Grace au théoreme de
Steinberg [Ser94, §2.3], g peut étre choisi dans G(Fx@)]qu). Donc b, := g~ '8,0(g) appartient &
G (Fy®r, k), et définit un élément de BG., (Fy).

LEMME 3.7. L’invariant local b, est un élément basique dans BG.,(Fy).

Démonstration. On utilise les notations ci-dessus. Comme g est un élémént de G(F,®p, k), il

existe un entier positif m tel que g appartienne a G(F, ®r, Fgn:). Cela entraine que (b,o)™ =
vp'o™?. Puisque 7p est central dans G.,, cela implique que b, est un élément basique dans
BG., (Fy), voir [Kot85, §§4-5]. La preuve est terminée. O

D’aprés le théoreme 3.5, g~16,0(g) définit un caractére inv,(vo; vz, 62) de Z(@%)Fw. On
notera encore inv (yo; vz, 6z) sa restriction a Z(G.,)L.
L’invariant global inv(vo; vz, 0;) est défini comme la somme de tous les invariants locaux :

inv (Y05 Ya, 0z) 1= Z invs (Y05 Ve 0x)-
zeX

Dans cette somme, les termes sont presque tous nuls. C’est un élément de (Z (CA}%)F )*. On
montre [NNOSJ.

PROPOSITION 3.8. Soient (V, 7, 7') un objet de C(T,T", s) et (Y0; Ya, 0z) le triplet de Kottwitz
associé. Supposons que 7y est semi-simple. Alors, on a :

inv(y0; Yz, 0z) = 0.

3.9 Le groupe des automorphismes de (V, 7, ')

Soit (V, 7,7') un élément de C(T,T’, s) et soit (Yo, Yz, 0z) le triplet de Kottwitz associé. On
va démontrer que le groupe des automorphismes Aut(V, 7, 7') de (V,7,7’) est bien une forme
intérieure J,, de G, défini sur F.

On choisit un représentant noté encore par vy de la classe de conjugaison 7 dans G(F') et on
suppose que g = 757/~ 1. Puisque g et T se commutent, 7 agit sur le centralisateur Gy, (F @, k).
D’une part, le groupe des automorphismes Aut(V, 7, 7’) est le sous-groupe des points fixes par 7
du produit semi-direct G, (F ®p, k) x (). D’autre part, G, est bien le sous-groupe des points
fixes par o du produit semi-direct G, (F ®p, k) x (o). Il suffit de vérifier que pour un certain
entier n, on a un isomorphisme de produits semi-directs :

Gqo(F ®p, k) x (") — G (F ®p, k) x (™).

En effet, on considere deux éléments +§ et 7° de G(F). Comme (V,7,7’) appartient a
C(T,T', s), pour toute place z, 7§ et 7° sont stablement conjugués dans G(Fy). Donc, ~§ et

7% sont stablement conjugués dans G(F'). Donc pour un certaine entier m, " et 7™ sont
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conjugués dans G(F'). On pose n =ms et on obtient I'isomorphisme voulu
Gy (F ®p, k) x (1") — G, (F ®p, k) x (o").

Par principe de Hasse pour les groupes adjoints, le groupe des automorphismes J,, =
Aut(V, 7, 7') qui est une forme intérieure de G, est compléetement déterminé par ses composantes
locaux Jy, ;. Il est facile de voir que.

— Pour x ¢ T, le composante local J,, , est le centralisateur de 7, dans G(F}).

— Pour z € T, le composante local J,, . est le centralisateur tordu de §, dans G(F, @, F7).

4. Passage local-global

Dans cette section, on notera H le centralisateur G., de vy dans G'; c’est un groupe réductif
connexe sur F. On a une application locale-globale

BH(F) — [ [ BH(F.)

qui envoie une classe de o-conjugaison globale b€ BH(F') vers ses composantes locales b, €
BH(F;). D’apres [NNO8, §6.2], pour tout x, la composante locale b, définit un élément inv(b,)

~

dans (Z(H)'=)*, autrement dit un caractere de Z(H)"=. On notera aussi inv(b;) I’élément
induit dans (Z(H)")* et on définira I'invariant global inv(b) comme somme des invariants locaux

inv(b) := > inv(by).

xT

Cest un élément dans (Z(H)F)* et on prouve que inv(b) = 0.

On pourrait poser la question suivante qui a été suggérée par Ngé Bao Chau (communication
privée) : étant donnés des invariants locaux b, € BH(F,) qui sont triviaux pour presque tout z
et qui vérifie la condition ) inv(b;) = 0, sous quelles conditions de b, € BH (F}) existe-t-il un
élément b € BH(F') tel que b=0b, dans BH(F})?

Si H est un tore défini sur F, la réponse est affirmative, voir [NNO8, §10] et elle est aussi
connue par Varshavsky (communication privée).

PROPOSITION 4.1. Soit T est un tore défini sur F'. On pose

ker! (F,T) =ker(H'(F,T) — [ [ H' (., T)).

Alors, on a une suite exacte :
0 — ker' (F, T) — BT(F) — [ [ BT(F:) — (X.T)r — 0.
T
Si H est un groupe réductif connexe sur F', Kottwitz a déja démontré le théoreme suivant
[Kot86, Theorem 6.6].

THEOREME 4.2 (Kottwitz). Soit H un groupe réductif connexe sur F. Etant donnés des

invariants locaux b, € H'(F,, H) qui sont triviaux pour presque tout x et qui vérifient la

condition " inv(by) = 0, alors il existe un élément b € H*(F, H) tel que b= b, dans H'(F;, H).
De plus, le nombre de tels éléments vaut

ker! (F, H) =ker(H'(F, H) — [ [ H'(F%, H)).
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Dans cette section, nous donnons une réponse partielle qui généralise les deux résultats
ci-dessus et qui est suffisante pour notre application au probleme de comptage.

PROPOSITION 4.3. Soit H un groupe réductif connexe sur F. Etant donnés des invariants locaux
b, € BH(F,) qui sont toutes basiques et triviaux pour presque tout x et qui vérifient la condition
>, inv(by) =0, alors il existe un élément b € BH(F') tel que b= b, dans BH (F).

De plus, le nombre de tels éléments vaut

ker! (F, H) = ker(H'(F, H) — | [ H'(F., H)).

Démonstration. Pour la premiere partie, on utilisera I'isomorphisme (3.5.1) qui permet identifer
les ensembles des éléments basiques avec les groupes des caracteres correspondants.

La démonstration se fait en deux étapes. Dans la premiere étape, on suppose que le groupe
dérivé Hyer de H est simplement connexe sur F'. On notera D le groupe quotient H/Hge, ; alors,

Z(H)"' = D'
On considere le diagramme commutatif suivant.

~

[1, BHbasic(Fy) = [1,(Z(H) )" — (Z(H)")*

| l

[1, BD(F,) =TI1,(D™)* (D)*

On note d, I'image de b, dans (ZA?FI)* Comme les éléments b, sont triviaux presque partout
et vérifient la condition ) inv(b;) =0, les éléments d, sont aussi triviaux presque partout et
vérifient également

> inv(d,) =0.

Puisque D est un tore, d’apres la proposition 4.1, il existe un élément d € D(F) tel que, pour tout
r, d=d, dans BD(F,). Puisque Z(H)(F) — D(F) est surjectif, on peut choisir un relévement
z € Z(H)(F) de d. Comme z est un élément central de H(F), pour tout z, 'image z, de z dans
BH(F},) est basique. Pour tout z, les deux éléments basiques b, et z, ont la méme image d,

dans BD(Fy). Cela entraine qu’ils ont la méme image par 'application de Newton, c¢’est-a-dire
v(by) =v(zg)

car on a un diagramme commutatif suivant.

BHpasic(Fy) = (Z(H)'+)* ——=m(H)™ @ Q

]

BD(F,) = (D) m (D) ®Q

dont la fleche verticale a droite est un isomorphisme, voir [RR96, Theorem 1.15]. Par conséquent,
on peut écrire b, = hyz, avec hy € H'(Fy, H). De plus, les éléments h, vérifient

> inv(hg) =0.

D’apres le théoreme 4.2 dii & Kottwitz, il existe un élémént h € H'(F, H) tel que, pour tout x,
h = h,. Pour conclure, il suffit de prendre b= hz.
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La deuxieme étape consiste a considerer le cas général. On choisit une extension centrale G
de H

l1—C—G—H—1

ou C est un tore sur F' et que le groupe dérivé Gge, est simplement connexe sur F. On considere
le diagramme commutatif :

[1, BC(F,) =1, (C™)*

(CT)* 1
[T, BGhasic(F) = [1,(Z(G)F=)* — (Z(G)")*

[T, BHbasic(Fy) = [1,(Z(H) )" — (Z(H)")*

dont la premiere ligne et les colonnes sont exacts. Par conséquent, on pourra relever {h, €
BHyasic(Fy)}o en {gz € BGhasic(Fr) }2 qui vérifient encore la relation

Z inv(g,) = 0.

T

La premiere étape implique qu'il existe un élément g € G(F) tel que, pour tout z, g = g,. On
en déduit que I'image h € H(F) de g vérifie que, pour tout x, h = h,. La preuve de la premiere
partie est terminée.

Passons a la preuve de la deuxiéme partie. D’apres la premiere partie, il existe un élément
de la forme hz avec h € HY(F, H) et z € Z(H)(F) tel que la classe de hz dans BH(F,) soit
bien b,. Soit b € BH(F') un élément vérifiant la méme propriété que la classe de b dans BH (F};)
soit bien b,. On pose h' =bz~!. C’est un élément de BH(F) dont pour tout x, I'image de A’
dans BH(F},) est dans H!(F,, H). Ainsi, h’ est bien dans H'(F, H). Cela implique la deuxiéme

assertion de la proposition. O

5. Expression du comptage des chtoucas

On va donner une expression du comptage des chtoucas #Ci;llﬁw (T, T, s)y. Soit (V,7,7) un
objet de C(T, T, s) dont le triplet de Kottwitz associé est noté (vo; vz, 0z). Supposons que g
est elliptique. Alors, par le méme argument que celui de la proposition 9.1 de [NNO8§], on prouve
que le nombre des classes d’isomorphismes
> o

/
St # Isom(V, t, t')

dg(KT) -
(

ol la somme parcourt un ensemble de représentants de classes d’isomorphismes d’objets (V, ¢, t')
de Cif 5,, (I, 1", 8); dont la fibre générique est isomorphe a (V, 7, 7') est fini et égale &

vol(J G (F)\Gry (A)) T Os. (é5.) [ TOs. (01.)

z¢T zeT
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N

ou :
— pour chaque place x € T', ¢, est la fonction sphérique

o= & & Q Hy
yET®r,Fys yET®p, Fys
ylz ylz

— pour chaque place x € T', ¢, est la fonction caractéristique de la double classe 3, ;
— pour chaque place z ¢ T UT’, ¢g, est la fonction caractéristique de la double classe triviale
de G(O)\G(F:)/G(Oy).
Soit (70; Yz, 0z) un triplet de Kottwitz. Supposons que vy est elliptique et qu’il existe un objet
(V,r,7") de C(T, T, s) dont le triplet associé est (70; Yz, dz). On a montré que le nombre de tels
objets est le cardinal de I’ensemble fini

kerl(Fa G’Yo) :ker[Hl(F7 G’Yo) - H Hl(Fafa G’YO):|'

On obtient ainsi la formule finale de comptage des chtoucas pour la partie elliptique.

THEOREME 5.1. Avec les notations ci-dessus, on a :

4l (1T 5 = S ket (F,Gay) - vol(JGoy (F)\Goy(8)) [] 0o (05,) T] TOs.(é.)
(Y052 ,04) z¢T zeT

ot la somme parcourt tous les triplets de Kottwitz (vo; vz, 0z) tels que ~y soit elliptique et que

Pinvariant inv(¥o; vz, 0,) s’annule.
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