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QUOTIENT DE HADAMARD EN PLUSIEURS VARIABLES

ABDELKADER NECER

We obtain some results about a conjecture of Hadamard's quotient of rational series
in the case of several variables.

1. INTRODUCTION

Soit K un corps commutatif de caracteristique nulle, f et g deux series formelles a
coefficients dans K. Le quotient de Hadamard, quand il existe, de / par g est la serie,
disons h, dont les coefficients sont les quotients (terme a terme) des coefficients de / et
9-

En reponse a une conjecture de Pisot et pour courronner les travaux de Cantor,
Pourchet, Bezivin et tant d'autres auteurs, Van der Poorten a montre en 1986 (voir
[5]) que, si on suppose que f et g sont des series rationnelles en une variable et si les
coefficients de la serie quotient h sont dans un anneau de type fini sur Z, alors la serie h
est rationnelle.

Dans ce papier on s'interesse a l'analogue en plusieurs variables de cette conjecture
(devenue done le theoreme de Van der Poorten). En utilisant a la fois ce dernier theoreme
et un resultat du a Cantor, on donne deux reponses partielles a cette question. La
premiere (voir Proposition 1) concerne le cas ou / est rationnelle et g a pour coefficients
des produits de suites recurrentes lineaires. La seconde reponse traite du cas ou / est
une serie "reconnaissable" et g est une serie reconnaissable particuliere, ses coefficients
sont des polynomes (voir Proposition 2).

Dans une autre direction, on generalise au cas de plusieurs variables, le theoreme de
Bezivin de la version approchee de la conjecture de Pisot : si les coefficients de la serie
h sont decomposes en une somme d'elements entiers et d'elements dont la croissance est
geometrique, alors la serie dont les coefficients sont entiers est rationnelle.

Meme si les resultats restent valables quelque soit le nombre de variables, pour plus
de clarte et par souci d'alleger Pecriture, on ne traitera ici que le cas de deux variables.

Received 19th November, 1996
Que J.P. Bezivin trouve ici l'expression de mes remerciements pour son aide et ses precieux conseils.
Mes remerciements vont aussi a toute l'equipe du Seminaire d'Analyse Ultrametrique de Paris VI pour
leur accueil et leur disponibilite.

Copyright Clearance Centre, Inc. Serial-fee code: 0004-9729/97 SA2.00+0.00.

291

https://doi.org/10.1017/S000497270003104X Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S000497270003104X


292 A. Necer [2]

2. D E F I N I T I O N S E T NOTATIONS

K designera un corps commutatif, algebriquement clos et de caracteristique nulle et
A un sous anneau de K de type fini sur Z.

2 .1 . D E F I N I T I O N Soit

f(x,y)= J2 a(m,n)xmyn e K[[x,y]].
(m,n)eN2

On dit que / est une serie rationnelle s'il existe p et q deux elements de K[x, y] tels que

(R) 9 / 0 et qf=p.

L'ensemble des series rationnelles est note R(K).

2.2. DEFINITION Soit

f{x,y)= E a(m,n)xmyn et g{x,y) = £ b(m,n)xmyn

(m,n)eN2

deux elements de AT[[i, j/]]. Le produit de Hadamard de / et g est la serie, notee / * g,
et donnee par:

(f*9)(x,y)= E a(m,n)b{m,n)xmyn.

2.3. REMARQUE Contrairement au cas d'une variable R{K) n'est pas stable pour le
produit de Hadamard comme on peut le voir sur l'exemple suivant:

\ n ) 1-x-V

mais la serie
(f*f)(x,y)=((l-x-y)2-4xyy

1/2

n'appartient pas a R(K).

2.4. DEFINITION Soit f(x,y) = E a{m,n)xmyn. On dit que / est une serie re-
(m,n)€N2

connaissable s'il existe t £ N*, des polynomes Pi,...,Pt dans K[x,y] et des elements

a i , . . . , at; pi,..., Pt dans K tels que

(1) a(m,n) = J2pM,n)<*?Pj V(m,n)eN2.

L'ensemble des series reconnaissables est note RQ(K). On a Ro(K) C R(K) et (JR0(/C'), *)
est une if-algebre.
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2.5. C O N J E C T U R E Soit

f{x,y)= E a(m,n)xmy" et g(x,y) = E b{m,n)xmyn

(m,n)eN2 (m.n)eN2

deux elements de R(K).

On suppose que

(h) b(m, n) ^ 0 et c(m, n) = -j—'—.f £ A V(m, n) € N2.
0(771,71)

Alors

(m,n)6N2

2.6. REMARQUES

(a) II y'a bien entendu des quotients de Hadamard de series rationnelles qui

ne le sont pas comme on peut le voir sur l'exemple suivant : la serie

V xmyn 1
£—t TflTi

mais est quotient des series rationnelles

(b) L'hypothese (h) est necessaire comme on peut le voir en utilisant les

recurrences qui decoulent de la relation (R).

3. ENONCES DES RESULTATS ET RAPPELS

Un cas particulier de la conjecture est donne par la

PROPOSITION 1. Soit

f(x,y) = E a(m,n)xmyn, g(t) = E b{n)tn et h(t) = E c(n)tn

(m,n)eN2 n^O n^O

des series rationnelles a coefficients dans K.

On suppose que

(H) 6(n)c(m)^0 ; ~ 2 ^ ~ e A V(m,n)GN2.
b(n)c{m)

Alors
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Le resultat reste vrai si on prend pour (6(n))neN et (c(n))n e N des suites particulieres,
par exemple des polynomes en n.

Un autre cas particulier de la conjecture est donne par la

PROPOSITION 2. Soit

f{x,y)= J2 a(m,n)xmyn £ K[[x,y}} et P(x,y) £ K[x,y}.

On suppose qu'il existe

t£W,(a1,p1),...,(at,Pt) dans K2 et Pu...,Pt dans K[x,y]

tels que

(1) a(m, n) = £ Pj{m, n)apf V(m, n) £ N2,

(2) P(m,n)^0 et h{m,n) = a(m,n)/P(m,n) £ A V(m,n)eN2.

Alors

(m,n)eN2

Pour la demonstration de ces deux propositions on aura besoin des resultats suivants :

THEOREME 1 . (Quotient de Hadamard - Van der Poorten [5].)

Soit

f(x) = J2a(n)xn et g(x) = Y, Hn)xn dans R(K).

On suppose que

b(n) / 0 et c(n) = -j-^- £ A pour tout n £ N.

Alors la serie £ c(n)xn est dans R{K).

3.1. REMARQUE Ce theoreme, demontre par Van der Poorten en 1986, constitue une
reponse a la conjecture de Pisot (voir [4] pour une redaction de la demonstration). La
preuve de ce resultat suit le schema donne par Pourchet [3] et fait notamment appel,
dans le cas algebrique, au theoreme 2 ci-dessous. En utilisant de nouveau le theoreme de
Van der Poorten, on obtient une version en caracteristique nulle, du theoreme de Cantor.

THEOREME 2 . (Cantor [2].) Soit

f(x) = Y a(n)zn daas RiK) et p(x) dans K \A •

On suppose que

P(n) ^ 0 et - ^ y £ A pour tout n ^ 0.
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Alors

De plus si

ouQ 1 , . . . , a ( sont les frequences de f dans K et Plt... ,Pt des polynomes, alors

P(x) divise Pi(x) dans K [x] pour tout i = 1 , . . . , t.

Une version "approchee" du theoreme 1 a ete obtenue par Bezivin dans [1]. Elle se
generalise au cas de plusieurs variables. Ici K est le corps des nombres complexes.

PROPOSITION 3 . Soit

g(x,y)= £ b(m,n)xmyn £ Ro(K).
(m,n)€N2

Pour tout (m, n) 6 N2, b(m, n) est done de la forme (1). On suppose que

(1) | o i | > | a i | , | /8i|>|AI V i ^ 2 ,
(2) P\{x,y) = Ai est une constante non nulle.

Soit f(x,y) = 5Z a(m,n)xmyn € R{K), on suppose qu'il existe p € [0 1[ et
(m,n)gN2

V(m, n) G A^2, il existe c(m, n) e Z et d(m, n) = O(p) dans K tels que

a(m,n) . .
b(m, n) f= 0 et — = c(m,n) + a{m,n).

b(m,n)

Alors
Y, c{m,n)xmyn e R(K).

(m,n)6N2

4. P R E U V E DE LA P R O P O S I T I O N 1

So i t / ( z . j / ) = E a{m,n)xmyn =p{x,y)/q(x,y) ou p et g ^ O dans A^z,?/].
(m,n)6N»

(a) Quitte a agrandir A, on peut supposer que p et g sont dans A[x, y\.
(b) Soit

h(m,n)= ° ( ^ ' . n ) . V(m,n)GN2.

Comme h(m,n) € A V(m, n) € N2, les c(m)/i(m,n) sont encore dans un anneau de
type fini sur Z car la serie £ c(m):Em est rationnelle. II sufEt done de montrer que la

mgN
proposition est vraie pour la serie

b(n)

(c) La serie f{x,y) peut s'ecrire
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f(x,y)= E <p'n(y)xn oil <f/n(y)= £ a(m,n)ym.

On a alors

^ ^ = £ n(n - 1) • • • (n - k + l K ( y ) z - * Vfc £ 0.

Done1

h ) = k\iffk{y) = k\Y, a(k,m)ym Vfc ̂  0.

Par consequent

(2) V'M = ^ x ^ M = 53 a(k, m)ym Vk > 0,

et done ^ ( y ) € R{K).

(d) Comme f(x,y) — p(x,y)/q(x,y), en derivant par rapport a x et en raisonnant

par recurrence sur n on obtient

(e) Soit

^ ^ a{rn,Ti) tp'n(y)

On a alors grace a (2) et (3) :

b(n)q{0,y)n+1

ou encore :

q(0,y)n fn{y) — ~~i—rV'niOj?/) ^n ^ 0-

Comme ipn(x, y) 6 K [x, y], l/(b(n))ij>n(Q, y) E K [y], done

Or, d'une part q(Q, y)n+l € A[y] et d 'autre part, grace a (H), (pn{y) € A[[v]]- Done

Sachant que q(0, y)n+1 E A [y], on a

Avec q(0, y) / 0 car q(0,0) ^ 0 et B est bien entendu un anneau de type fini sur Z.
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(f) On a done

et aussi

J2 b(n)xn e K(x) C K(y){x) ou <pn(y) = ^ y e B Vn ^ 0.

Le theoreme 1, applique au corps K(y) et son sous anneau B, permet alors d'ecrire

E h(m, n)xmyn = En^o Vn{y)xn £ K(y)(x).

Ou encore

5. P R E U V E D E LA P R O P O S I T I O N 2

Elle utilise la proposition 1 et le fait que si un polynome, disons P{x\,...,xa),

s'annule pour tout ( a i , . . . , a s ) dans Ei x . . . x Es ou, Card(Ei) > degXiP pour tout

i € [ l , . . . , s ] , alors F = 0.

(a) Soit a(m,n) = E Pi{m,n)d!>0? et h(m,n) = a(m,n)/P(m,n) V(m,n) € N2.
t=i

Soit i € [1,2,...,*]. La division Euclidienne de Pi(x,y) par P(x,y) dans
donne

(4) (35(2/) G X [y]) : B(y)P,(x, y) = P(x, y)Si(x, y) + R*(x, y)

ou

Si(x,y) €K[x,y], Ri{x,y) €K[x,y] et FU(x,y) = 0 ou degli2, < de g l P .

(b) II suffit de m o n t r e r que Ri(x, y) — 0 p o u r i = 1,2, . . . , < .

Si e 'est le cas on a

B{m)Pi{m,n) = P{m,n)Si(m,n) VI ^ i ^ t, V(m,n) 6 N2.

En posant : t(m,n) — (B(m)a(m,n))/P(m,n) V(m,n) € N2, on obtient

i(m, n) = £ 5i(m, n ) ^ / ^ 1 V(m, n) € N2.

t=i

Ce qui signifie

t(m, n)xmyn € RQ(K) C R(K).E
(m.nJeN2

La proposition est alors une consequence de la proposition 1 car

a(m,n) t(m,n)P(m,n) B(m)
V(m, n) €
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Remarquons que
B(m) ^ 0 Vm € N.

Le contraire entrainerait une contradiction avec degxi?i < d e g z P (il suffit de remplacer
dans (4)).

(c) Montrons done que Ri(x,y) — 0 V 1 ^ i ^ t.

Soit z € {1,2, . . . , *} et soit m e N, l'hypothese h(m,ri) € A entraine, en utilisant le
theoreme 2, que

P(x, m) divise f3™Pi(x,m).

Soit

P™Pi(x, m) = P(a;, y)<Pi,m{x,m), <fii,m(x, m) € A"[a;].

En remplac,ant dans (4) on obtient

P(x, m)(fiitm(x) = P(a;, m)Si(x, m) + Ri(x, m).

C'est-a-dire,

Ri(x, m) = P(x,m) ^r<Pi,m(x) - Si{x, m) .

Comme AegxRi < degxP, il vient:

Ri(x, m) = 0 Vm £ N.

Ce qui n'est possible que si Ri(x, y) = 0.

On a done R, (x, y) = 0 Vi € [ 1 , . . . , t]. D' ou la proposition.

6. PREUVE DE LA PROPOSITION 3

(a) On a

&(7n, n) = J2 Pj(m, n)a"P^, P\{m, n) = Aj ^ 0 V(m, n) 6

et

(5) 1̂ 1 > I^MAI > |AI Vi^2.

(b) Pour (m,n) € N2, b(m,n) s'ecrit:

6(771,n) = A1</?1
m(l - R(m,n))

ou
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De (5) on tire

(6) R{m, n) = O(en+m) ou 0 < e < 1.

(c) Pour tout M G N on a

Par suite (6) donne

R(m,\

(d) Comme il existe B € R+ tel que a(m, n) = O(Bn+m) car

Y2 a(m, n)xnym est rationnelle

et que

2 H i l i i

il existe A G R+ tel que

V{m,n) GN2.
b(m, n)

A partir de maintenant on choisit M de telle maniere que:

sM+lA ^ p < 1.

Ce qui donne

b(rn, n)

(e) Posons

, n) = a(m, n)Af xaf n/?f m ( l + R(m, n) + • • • + R(m, n)M)

On a done

^n Km, n)

avec

H(x,y) =
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car, comme le montre la remarque 1, produit d'une serie rationnelle et d'une serie recon-
naissable. De plus d'apres (7)

(8) SM(m,n) =

(f) Comme par hypothese

^r^-=c(m,n)+d(m,n) V(m,n)eN2,
oym, n)

il vient
c(m, n) + d{m, n) = HM{m, n) + S(m, n) V(m, n) G N2.

On peut done ecrire

(9) c(m,n) - HM(m,n) + S'(m,n) V(m,n)eN2.

Oil
S'(m, n) = HM(m, n) - d(m, n) V(m, n) G N2.

Comme H(x,y) G R{K), il existe I € N, (ei , . . . ,e() G Z' ; E un sous ensemble fini de
N2 et i elements de N2, notes ( ^ J J ^ I J K ^ ; tels que:

i

^2e,HM(n -num- m*) = 0 V(m,n) G N2 - £ .
i=i

Ou encore en utilisant (9)

i i

^2 &ic(n — Hi, m — mi) = ^ eiS'M(n — rii,m — m*) V(m, n) G N2 — E.
i = l t= l

Posons

X(m,n) = 53eiS'M(n -num- rrii) V(m,n) G N2.
i=i

D'une part X(7n,n) G Z car les e^ 1 ^ i ^ I, et les c(m,n) sont entiers; d'autre part
O(pn+m) (d'apres l'hypothese sur les d(m,n) et l'equation (9)) done

X(m, n)=0 V(m, n) G N2 - £ '

ou £̂ ' est un sous ensemble fini de N2. Par consequent

i

Y^, eic(n -m,m- m{) = 0 V(m, n ) eN 2 -£U £'.
i = l

D'ou la proposition.
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