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PROBLEMES D'EFFECTIVITE SUR LES QUARTIQUES DE FERMAT

ELIE CALI ET ALAIN KRAUS

Let K be a number field. An element b 6 K* being given, let C& be the curve defined
over K by the equation x4 + y4 = bz4. Let Cb(K) be the set of the .K'-rational points
of Cb- This paper uses Dem'janenko and Manin type methods to obtain effective
criteria for Cb(K) to be empty.

INTRODUCTION

Soit K un corps de nombres. Etant donne un element b de K*, on note Cb la courbe
definie sur K d'equation

z 4 +y 4 = 6z4.

C'est une courbe lisse de genre 3. D'apres les travaux de G. Faltings, l'ensemble Cb(K)
des points de Cb rationnels sur K est fini. On s'interesse dans ce travail a l'effectivite
de certaines methodes globales concernant l'etude de Cb{K). Soit Eb la courbe elliptique
definie sur K d'equation

Y2Z = X3 - bXZ2.

Les classes de if-isomorphisme de Cb et Eb ne dependent que de la classe de b modulo
K'4. II existe deux morphismes independants definis sur K de Cb sur Eb- En particulier,
si Eb(K) est de rang 0, il est facile de determiner Cb(K). Dans le cas ou Eb(K) est de
rang 1, on obtient dans ce qui suit des criteres effectifs entrainant que Cb(K) est vide.
Comme consequence d'une etude des points rationnels de tordues galoisiennes de courbes
sur les corps de nombres, J. Silverman a demontre en 1986 le resultat suivant ([8]).

THEOREME. (Silverman) II existe une constante absolue Co, dependant seulement
du degre de K sur Q, telle que /'assertion suivante soit satisfaite.

Soient b un element de K* qui ne soit pas dans K*4 et L une extension de K obtenue
en adjoignant a K une racine quatrieme de b. Alors, si Eb(K) est de rang 1 et si la norme
de K sur Q du discriminant relatifde l'extension L/K est plus grande que c$, l'ensemble
Cb{K) est vide.

En particulier, pour toute classe d'element b dans K'/K'4 saufun nombre Bni, si le
rang de Eb(K) est 1, alors Cb{K) est vide.
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92 E. Cali et A. Kraus [2]

Sa demonstration repose sur la mise en ceuvre d'une methode de Dem'janenko et
Manin faisant intervenir des arguments de hauteurs. Silverman a demontre l'existence
d'une constante CQ dependant exponentiellement du degre de K sur Q. Dans la premiere
partie de ce travail, on se preoccupe de l'effectivite de cet enonce en explicitant une telle
constante Co- On est confronte pour cela au probleme de rendre effectif le theoreme des
zeros de Hilbert dans un cas particulier (appendice 1). Comme consequence du resultat
que Ton obtient a ce sujet, en notant n le degre de K sur Q, on constate que Ton peut
prendre

Co — exp(48 + 6n).

Cette constante s'avere inefficace d'un point de vue pratique. Dans le cas particulier oil
K = Q, on dispose du resultat optimal suivant prouve par Dem'janenko en 1968 ([2]).

THEOREME. (Dem'janenko) Soit b un entier ^ 3 sans puissances quatriemes. Si
Eb(<Q) est de rang ^ 1, alors C(,(Q) est vide.

On generalise dans la deuxieme partie cet enonce aux corps totalement reels, avec
une constante effective qui reste utilisable en pratique dans certaines situations. On s'est
inspire pour cela d'une methode de G. Grigorov et J. Rizov qui leur a permis d'obtenir,
si K — Q, des estimations uniformes pour la difference entre la hauteur de Weil et la
hauteur de Neron-Tate sur Eb, et d'en deduire une nouvelle demonstration du Theoreme
de Dem'janenko ([3]). On obtient le resultat suivant: le corps K etant totalement reel, de
degre n sur Q, soit (ui , . . . , un-i) un systeme d'unites fondamentales de l'anneau d'entiers
OK de K. Pour tout x £ OK, notons H(x) la hauteur de x relative a K. On a

H(x)=l[M&x(l,\a(x)\),

ou a parcourt les n plongements de K dans K. Notons par ailleurs NK/Q : K —> Q
l'application norme de K sur Q et % : K* -> Z la valuation sur K standard normalisee
associee a un ideal premier <p de OK-

THEOREME. Soit 6 un element non nul de OK- Supposons que les conditions
suivantes soient satisfaites.

(1) pour tout ideai premier ?p de OK, on a vv(b) < 4.

(2) Le groupe Eb{K) est de rang ^ 1.

(3) On a ies inegalites

Nm(b) > 2<Un>/2 et

Aiors, l'ensemble Cb(K) est vide.

Pour exploiter numeriquement cet enonce, il importe evidemment de savoir demontrer
que, b etant donne, le rang de Eb{K) est au plus 1, si tel est le cas. On peut effectuer pour
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cela une 2-descente corame il est explique dans [7]. Signalons a ce propos qu'il existe un

programme, ecrit par D. Simon, qui permet parfois de determiner le rang d'une courbe

elliptique sur un corps de nombres de degre sur Q assez pet i t ([9]).

Nous remercions vivement E. Halberstadt qui nous a communique le resultat qui lui

est du figurant dans l 'appendice 3. Nous remercions egalement le referee de cet article

qui nous a indique que les resultats obtenus dans [5], ou bien dans [l] , permettaient

d'ameliorer les enonces du Theoreme 1 et de son corollaire. Signalons que la constante

Co que nous obtenions prealablement etait exp( l69 + 6n) .

I. E F F E C T I V I T E DU T H E O R E M E DE S I L V E R M A N

Soient Q une cloture algebrique de Q et K un corps de nombres contenu dans Q.

Considerons un element non nul 6 de K qui n'est pas dans K* et choisissons une racine

quatrieme a de 6 dans Q. Notons:

(a) L le corps K(a).

(b) d le degre de L sur K; on a d — 4 si et seulement si b n'est pas un carre

dans K et b n'est pas dans -4 / f 1 . On a d = 2 sinon.

(c) DL/K le discriminant relatif de l'extension L/K; c'est un ideal de l'anneau

d'entiers de K.

(d) NK/Q(DL/K) la norme de K sur Q de DL/K.

(e) 6K le nombre de places archimediennes de K. Si r\ (respectivement 2r2)

est le nombre de plongements reels (respectivement complexes) de K, on a

6K - rx 4- r2 .

L'enonce que Ton obtient est le suivant.

THEOREME 1. Supposons que le rang de Et,(K) soit 1. Alors, si Von a

(1) logNtf/o^L/*) ^ (3,98 (d- 1) + 6K logd)d,

I'ensemble Cb(K) est vide.

En notant DL le discriminant de L et DK celui de K, on a

de sorte que l'inegalite (1) peut aussi s'ecrire

\og\DL\2 (3,98(d-l) + <5* logd+log\DK\)d.

Puisque le degre n de K sur Q vaut rt + 2r2, on deduit directement du theoreme l'enonce
suivant signale dans l'introduction.

COROLLAIRE 1. Supposons que le rang de Eb{K) soit 1. Alors, si Von a

NK/Q{DL/K) 2 exp(48 + 6n),

I'ensemble Cb{K) est vide.
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DEMONSTRATION DU THEOREME 1

1.1. NOTATIONS. Etant donne un corps de nombres k, on introduit les notations
suivantes:

(a) Ok son anneau d'entiers.

(b) utp : k* —>• Z la valuation normalisee standard associee a un ideal premier
V de Ok.

(c) Mjt l'ensemble des places de k, c'est l'ensemble des classes d'equivalence de
valeurs absolues usuelles sur k.

(d) M£° l'ensemble des places archimediennes de k. Si v e M£° correspond a
un plongement a : k -> C, la valeur absolue normalisee associee a v est
definie pour tout x £ k par la formule

\x\0 = \a{x)\.

(e) M£ l'ensemble des places non archimediennes de k. Soit v une telle place
correspondant a un ideal premier <p de Ok de caracteristique residuelle p.
La place v est representee par la valeur absolue qui est definie pour tout
x £k* par la formule

ou e<p = %(p) est l'indice de ramification de $3 sur p.

(f) Pour tout v € Mk, on note nv le degre local de v. Si v € M£°, on a n, = 1
ou nv = 2. On a nr = 1 si et seulement si u correspond a un plongement
de k dans E. Si v € M° est associee a un ideal premier !p de O/t au-dessus
d'un nombre premier p, onan,, = evfv ou /cp est le degre de Ot/^3 sur Fp.

1.2. LES HAUTEURS /ic, hs ET /i£. Rappelons la definition de l'application hauteur
absolue logarithmique h : P2(Q) —> R definie sur l'ensemble des points du plan projectif
P2 a valeurs dans Q. Soient P = [x,y,z] un point de P2(Q) et k un corps de nombres
contenant x, y et z. La hauteur absolue logarithmique h(P) de P est definie par la
formule ([7, p. 215]).

(2) h(P) - TT^T Y, n* logMax(|i|B> \y\v, \z\v),

ou [k : Q] est le degre de k sur Q. La definition de h(P) ne depend pas du choix des
coordonnees de P choisies ni du corps de nombres k les contenant.

Afin de simplifier les notations, on designe dans la suite par C et E les courbes sur
Q d'equations

C: x 4 +y 4 = z4 et E : Y2Z = X3 - XZ2.

On notera:
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(a) he la restriction de h a C ( Q ) .

(b) hE la hauteur sur E relative a la fonction X/Z {loco citato). En posant
O = [0,1,0], on a hE(O) = 0. Pour tout point M = [X,Y,Z] £ E(Q)

distinct de O et tout corps k contenant X et Z, on a l'egalite:

(3) hE(M) = j - — J2 n« logMax(|X|ol \Z\V).

Cette definition ne depend pas du choix des coordonnees de M.

(c) liE : E(Q) -> E la hauteur de Neron-Tate sur E ([7, p. 228]). On a
2hE — hs + O(l) (voir loco citato, Theorem 9.3, p. 229). Comme nous l'a
signale le referee de cet article, les resultats qui se trouvent dans [5] ou [l]
ont ete implantes sur ordinateur par les auteurs. Leur programme permet
d'obtenir, pour tout point M € E(Q), l'inegalite:

(4) hE(M) - -hE(M) 0,232.
2

1.3. UNE MAJORATION DE HAUTEUR. On dispose de deux morphismes <j> et ip sur Q
de C sur E definis pour tout point [x, y, z\ de C par les formules

(5) <j>([x,y,z]) = [-x2z,xy2,z3] et ip([x, y,z\) = [-y2z,x2y, z3].

On va demontrer le resultat suivant.

THEOREME 2 . Soit P un point de C(Q). Supposons que <j>{P) et t/>(P) dans

Z?(Q) soient lineairement dependants sur Z. Alors, on a

(6) hc{P) < 1,99.

DEMONSTRATION: Indiquons d'abord le principe de la demonstration. Soit <j> + tp :
C -> E le morphisme somme de 0 et V relatif a loi de groupe sur E. On fournit des
majorations explicites des quantites

hc(P)-hE(<i>(P))\<

hc{P)-

et

Notons ( , ) : £ ( Q ) X E(Q) -> R Paccouplement de Neron-Tate sur E (voir [7, p. 232]).

On a

= h 0)(P)) - hE(HP)) -
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Les points 0(P) et ip(P) etant lineairement dependants dans .E(Q) , le determinant de la
matrice

( (<fi(P)MP))\

est nul. Les majorations obtenues ci-dessus permettent alors d'obtenir le resultat annonce.

Posons P = [x,y,z] € C ( Q ) . Pour toute la suite de la demonstration, on considere

un corps de nombres k contenant x, y et z. On supposera, ce qui n'est pas restrictif, que

x, y et z sont dans Ok-

P R O P O S I T I O N 1. On a l'inegalite

(7)

DEMONSTRATION: On verifie que Ton a

avec U = {x + y)z(x2 + xy + y2)2, V = -xy{x2 + xy + y2)(2x2 + 3yx + 2y2),

W = (x + y)3z3.

Verifions l'inegalite (7) si (x + y)z = 0. On a dans ce cas U - W = 0 et (cj> + ip)(P) = O,

d 'ou / i B ( (^ + V)(P)) = 0 .

Si z — 0, on a xy ^ 0 et pour tout v € M* on a \x\v = \y\v, ce qui conduit d'apres

la formule du produit a hc{P) — 0 (formule (2)).

Supposons x + y = 0. On a alors 2x4 = z4, xyz ^ 0 et P — [1,-1,/3], oil 0 € Q

verifie l'egalite 04 — 2. Prenons pour k le corps Q(/3)- On a alors n = 2, r2 = 1. Pour
toute place v € M£°, on a \/3\v = 21/4 ou 21/4 est la racine quatrieme positive de 2 dans R.
Par ailleurs, 0 etant dans Ok, on a \/3\v ^ 1 pour toute place finie v G M°. II en resulte
que Ton a

Puisque Ahc(P) = log 2 est plus petit que log69, l'inegalite (7) est done vraie si x+y = 0.
D'ou notre assertion.

Supposons desormais (x + y)z non nul. Dans ce cas, on a (formule (3))

(8) h

Pour tout v € M2 on a

\x2 + xy + y \ ^ Max(|a:|u, \y\v, \z\v

et [ ( i - l - y j z ^ Maxdij,,, |y|Ul \z\vf.
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Par ailleurs, pour tout v € M£° on a

|x2 + xy + y \ ^ 3 Max( | i | 0 > |y|B> \z\v)
2

et |(x + y)z\v < 2 Max( | i | 0 > |y|B> \z\v)\

On en deduit l'inegalite

nv

Compte tenu du fait que

[* : Q] = Yl n<"
»€Mf°

il en resulte que l'on a

(9) /

Inversement, demontrons que l'on a

(10) . 4

On utilise pour cela la proposition de l 'appendice 1. Posons

g = (x2 + xy + y2)2 et h = {x + y)2z2.

Le point [x, y, z] appartenant a C(Q) on a x4 + y4 = z*. Par suite, les egalites (1) et (2)
de cette proposition entrainent, avec ses notations,

x12 = Q(x, y, z)g + R{x, y, z)h,

y12 = Q(y,x,z)g + R(y,x,z)h,

z12 = 2z8g-z6(x + y)2h.

Pour toute place finie v € M%, les elements x, y et z etant dans Ok, les valeurs abso-
lues u-adiques des elements Q(x,y,z), R(x,y,z), Q(y,x,z) et R(y,x, z) sont inferieures
a Max(|x|w, \y\v, \z\v) . On en deduit que

Max(|x|,,, \y\v, \z\v)
4 ^ Max(|^|u, \h\v).

Pour toute place v 6 M£° on obtient dans ce cas l'inegalite (voir les coefficients des
polynomes Q et R de la proposition de l'appendice 1)

Max(\x\v,\y\v,\z\vy < 69Max(\g\v,\h\v).

L'egalite (8) entraine alors l'inegalite (10). La proposition se deduit alors des conditions
(9) et (10).
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PROPOSITION 2 . On a les inegalites

(11) 2hc(P) - hE(4>(P))\ ^ ^ et 2hc(P)-u ' - ' . "»M- l o g 2

DEMONSTRATION: Par symetrie par rapport a x et y, il suffit de demontrer la
premiere inegalite de (11). Supposons z = 0. On a <j>(P) = [0,1,0] et hE(<j>(P)) = 0.
Par ailleurs, on a hc{P) = 0 comme on l'a deja constate dans la demonstration de la
proposition 1. D'ou le resultat dans ce cas. Supposons z non nul. D'apres les formules
(5), on a alors

^ nv\ogMax(\x\l,\z\l).

Posons a = x2 et b = z2. On a i 4 + y4 = z4. On en deduit pour tout v € M° l'inegalite
lyl2, ̂  Max(|a|,,, |b|«)- Par suite, on a dans ce cas

Max(\x\v, \y\v, \z\vf < Max(|a|OI \b\v).

Par ailleurs, pour tout v S Mf on a \y\l ^ \Z2Max(|a|,,, \b\v) et Ton obtient ainsi

Maxd^!,,, \y\v, \z\v) ^ v^Maxdal^, \b\v).

II en resulte l'inegalite

Inversement, pour tout u G M/t on a

|o|w. \bU < Max(|a:|U) |y|,,, |

d'ou hE((j)(P)) ^ 2hc(P) et le resultat.

COROLLAIRE 2 . On a les inegalites

\hc(P)-hE(iP(P))\^ 0,406,

2,35.

DEMONSTRATION: C'est une consequence directe de l'inegalite (4) ainsi que des
Propositions 1 et 2.

Terminons maintenant la demonstration du Theoreme 2. Posons pour cela

et
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En exprimant le fait que le determinant de la matrice

(2(hc(P) + 5)

est nul, on obtient l'egalite

hciPf + {6 + p)hc(P) + 60- w ""^y" = 0.
4

Le discriminant de cette equation est 2<52 + 2/?2 + 7 2 — 2j(6 + /?). II est done majore en
valeur absolue par

done, d'apres le Corollaire 2, par 10. II en resulte que Ton a

d'ou le theoreme.

1.4. FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 1. Rappelons que a designe une
racine quatrieme de b dans Q. Les courbes Cb et C sont isomorphes sur L = K(a) via le
morphisme fb: Ct, -t C defini pour tout point [x, y, z] de Cb par l'egalite

fb([x,y,z]) = [x,y,az].

Le corps L est un corps minimal, au sens de l'appendice 2, sur lequel les courbes Cb et
C sont isomorphes. En effet, par hypothese b n'est pas une puissance quatrieme dans K,
done C et Cb ne sont pas isomorphes sur K (on peut le verifier en utilisant le Theoreme
2.2 de [7, p. 285]). L'assertion est done immediate si d = 2. Supposons d = 4 et Cb
isomorphe a C sur une extension quadratique H de K contenue dans L. Dans ce cas,
b est alors une puissance quatrieme dans H, ce qui conduit a une contradiction, d'ou
['assertion.

Supposons que Cb{K) ne soit pas vide. Considerons un point P € Cb{K). Posons
P - [x,y,z] (ou x, y et z sont dans OK) et Q = fb{P) € C{L). On est dans Fun des
deux cas intervenant dans l'enonce du theoreme de l'appendice 2.

Supposons que Ton soit dans le premier cas de ce theoreme, e'est a dire qu'il existe
a dans le groupe de Galois de Q sur K tel que "/<, o fb~

l ne soit pas l'identite de C et fixe
le point Q. On a l'egalite

ce qui conduit a z(a(a) — a) = 0. On a a(a) ^ a car "fb est distinct de /(,. II en
resulte que 2 = 0. On en deduit que xy ^ 0 puis que P — [x/y, 1,0] oil x/y est une
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racine primitive huitieme de l'unite. En particulier, le groupe /i4 des racines quatriemes
de l'unite est contenu dans K. Soient i un generateur de ^4 et [i] l'automorphisme de Eb
defini par

[i\{X,Y,Z) = [-X,iY,Z].

Le groupe Eb(K) est alors muni de la structure de Z[i]-module definie pour tous a, 6 € Z
et M € Eb{K) par l'egalite

(a + ib).M = aM + b[i]{M).

Ainsi, Eb(K) modulo son sous-groupe de torsion est un Z[i]-module libre de rang r/2 ou
r est le rang usuel de Eb{K). L'entier r est done pair ce qui contredit le fait que r = 1.

La condition 2 du theoreme de l'appendice 2 est done satisfaite, autrement dit on a

(12)

Les morphismes (j> et ip etant definis par les formules (5), verifions que les points

et i)(Q)EE(L),

sont Z-linerairement dependants dans E(L). Les courbes elliptiques Eb et E sont iso-
morphes sur L via le morphisme gb : Eb —» E defini pour tout point [X, Y, Z] de Eb par
l'egalite

Par ailleurs, on dispose de deux morphismes <j>b'- Cb —> Eb et ipb '• Cb —>• Eb definis sur K
par les egalites

<t>b{[x,y,z}) =[-x2z,xy2,z3]

et xpb([x,y,z}) =[-y2z,yx2,z3].

On verifie directement que l'on a

9b~l °<t>° fo = <t>b et gb~* oipo fb = fa.

II en resulte que les points

9b~
lo<P°fb(P) et g^orPoMP),

appartiennent a Eb(K). Puisque le rang de Eb{K) est 1, ces points sont done Z-depen-
dants sur Eb(K). Le fait que gb soit un isomorphisme defini sur L de Eb sur E entraine
alors notre assertion. D'apres le Theoreme 2, on a done l'inegalite

hc(Q)< 1,99.

On deduit alors de (12) que Ton a

\ogNK/QDL/K < (3,98 ( d - l ) + <5* logd)d,

ce qui contredit l'inegalite (1) du Theoreme 1. Cela termine sa demonstration.
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II. THEOREME DE DEM'JANENKO ET CORPS TOTALEMENT REELS

On considere dans cette deuxieme partie un corps de nombres K totalement reel, de
degre n sur Q, d'anneau d'entiers OK- Pour tout x de OK, notons H(x) la hauteur de x

relative a K. On a

ou a parcourt les n plongements de K dans 1. Le groupe des unites de OK modulo {±1}
est un Z-module libre de rang n— 1. Soit (u\,..., un-i) un systeme d'unites fondamentales
de OK- On a l'enonce suivant signale dans l'introduction.

THEOREME 3 . Soit b un element non nul de OK- Supposons que les conditions
suivantes soient satisfaites.

(1) pour tout ideal premier <p de OK, on a %(&) < 4.

(2) Le groupe Eb(K) est de rang ^ 1.

(3) On a les inegalites

(13) N*VQ(&) > 2 ( U n ) / 2 et

Alors, l'ensemble Cb(K) est vide.

Comme consequence de la demonstration de ce theoreme, les conditions 1 et 2 etant
toujours supposees realisees, si de plus pour tout plongement a de K dans K on a a{b) ^ 1,
on obtient l'implication

N*/Q(6) > 2 ( l l n ) / 2 = • Cb(K) = 0.

Par ailleurs, il convient de signaler que si OK est principal, il n'y a qu'un nombre fini
d'elements de K*/Kmi pour lesquels il n'existe pas de representants satisfaisant les condi-
tions 1 et 3 du theoreme. II n'en va pas de meme si OK n'est pas principal. Par exemple,
si le nombre de classes de K est 3, on peut demontrer qu'il existe une infinite d'elements
de K*/K*4 pour lesquels il n'existe pas de representants b G OK satisfaisant la condi-
tion 1. Le Theoreme 3 est done un cas particulier effectif du Theoreme de Silverman
seulement dans le cas ou OK est principal.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3. On reprend les notations du paragraphe 1.1, a
ceci pres que pour toute place finie v G MK, on note ici v : K* -»• Z la valuation standard
normalised associee a l'ideal premier de OK qui lui correspond. Avec cette notation, si v
est de caracteristique residuelle p, on a pour tout x G K*

(14) | a r | , = p - ( x ) / e - ,

https://doi.org/10.1017/S0004972700039009 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0004972700039009


102 E. Cali et A. Kraus [12]

ou ev est l'indice de ramification de v sur p.

Soit b un element de OK verifiant les deux premieres conditions du Theoreme 3. II

s'agit de montrer que si la norme de K sur Q de b est assez grande, comme il est precise

dans l'enonce de ce theoreme, l'ensemble C\,{K) est vide.

2.1. REDUCTION SUR b. S'il existe un plongement a de K dans R tel que a(b) < 0,
il est immediat que Cb(K) est vide et le theoreme est demontre dans ce cas. On peut
done supposer que b est totalement positif, autrement dit que pour tout plongement
a : K -» R, on a a(b) > 0. Compte tenu de l'appendice 3 et de la deuxieme inegalite
de la condition (13), il existe une unite u de OK telle que pour tout plongement a de K
dans R on ait o(buA) ^ 1. Par ailleurs, les courbes C& et C(m4 sont /f-isomorphes et si
Ton remplace b par bu* les trois conditions intervenant dans l'enonce du Theoreme 3 ne
changent pas. Quitte a remplacer b par bu4, on peut done supposer, ce que Ton fera dans
toute la suite, que la condition suivante est satisfaite:

(15) pour tout plongement a : K -» R, on a a(b) ^ 1.

2.2. LA COURBE ELLIPTIQUE Et,- Ann de simplifier les notations, on notera dans la
suite Eb la courbe afnne d'equation de Weierstrass

(16) y2 = x3 - bx.

Les invariants standard c,», c& et A associes a cette equation sont (voir [10]):

(17) c4 = 24.3.6, c6 = 0 et A = 26.63.

La courbe Eb a bonne reduction en toutes les places finies v € MK pour lesquelles
on a v(2b) = 0. Son invariant modulaire est 1728, il est entier, done Eb a partout
potentiellement bonne reduction.

LEMME 1 . Soit v une place finie de K telle que v(b) > 0. Alors, le modele (16)
est minimal en v et Eb a raauvaise reduction de type additifen v.

DEMONSTRATION: Posons m = v(b) et e = v(2). D'apres la condition 1 du
Theoreme 3, on a m = 1, 2 ou 3. Cela entraine l'assertion si e = 0. Supposons e ^ 1.
D'apres (17), on a

(18) v(a) = 4e + rn et v(A) = 6e + 3m.

Supposons que le modele (16) ne soit pas minimal en v, autrement dit qu'il ne soit pas
minimal sur le complete Kv de K en v. Dans ce cas, il existe un element u € Kv de
valuation > 0 tel que

Ci CK , . A

?• S ( = o ) et *s>
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appartiennent a l'anneau de valuation de Kv et soient les invariants standard associes a
une courbe elliptique sur Kv. En notant encore v le prolongement de v a Kv, on deduit
de (18) les inegalites

0 < u - j < 4 e e t w -4 ^ 0 mod. 4.

Cela contredit le Theoreme 2 de [4] et la remarque qui le suit. D'ou le resultat.

Considerons une place finie v de K telle que v(b) > 0. Soient Kv le complete de
K en v et kv le corps residuel. On deduit du Lemme 1 que la courbe sur kv deduite
de la courbe elliptique Eb par reduction possede un unique point singulier qui est (0,0)
(voir [7, p. 173]). On designe par E^(KV) le sous-groupe de Eb(Kv) forme des points de
reduction non singuliere sur kv.

LEMME 2 . Supposons v(b) > 0. Soit P = (x,y) un point de Eb(Kv). Alors, P

appartient a Eb(Kv) si et seuiement si v(x) ^ 0.

DEMONSTRATION: Le modele (16) etant minimal sur Kv, la condition annoncee est
clairement necessaire, car si v(x) > 0 on a aussi v(y) > 0. Inversement, supposons
v(x) ^ 0. Posons x = irna, ou n est une uniformisante de Kv, n $J 0 et v(a) = 0. Si
n = 0, on a v(y) ^ 0 et P ne se reduit pas en (0,0). Si n < 0, on a 2v(y) = 3v(x) et
P se reduit en le point [0,1,0] sur la courbe projective reduite Y2Z = X3, en particulier
PeE°b{Kv). D'ou le lemme.

Pour tout point P = (x,y) € Eb{K) a distance finie, on notera desormais

(19) HX(P) = Y[ Max(l, \x\v)
n"/n

et hx(P) = \og HX(P),

ou, comme dans le paragraphe 1.1, nv est le degre local en v. On pose HZ(O) = 1, oil O

est le point a l'infini de Eb.

2.3. L E SOUS-GROUPE F DE Eb{K). On va maintenant definir un sous-groupe F d'indice
fini de Eb(K). Considerons pour cela le sous-ensemble G de Eb(K) forme des points qui
appartiennent a E°(KV) pour toute place finie v € M^ telle que v(b) > 0. D'apres le
Lemme 2, etant donne P = (x,y) 6 Eb(K), on a l'equivalence

(20) P € G •$=• v(x) < 0 pour toute place v € M°K telle que v{b) > 0.

C'est un sous-groupe d'indice fini de Eb(K) car Eb{Kv) est lui-meme un sous-groupe
d'indice fini de Eb(Kv) ([7, p. 359]). Pour tout plongement a : K —> R, notons Ee(b) la
courbe elliptique definie sur R d'equation

y2 = x3 - a{b)x.
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Puisque les trois abscisses des points d'ordre 2 de £„(<,) sont reelles, l'ensemble
possede deux composantes connexes. On designe par /„ la composante connexe de
l'element neutre. Compte tenu du fait que Ton a a(b) > 0, pour tout point M — (x, y)

G Ea(b) (R), on a l'equivalence (en prenant la racine carree positive)

(21) M € Ia

Par ailleurs, pour tout M E Ea^)W, le point 2M appartient a Ia. On definit alors F
comme etant le sous-ensemble de G forme des points P £ G tels que a{P) appartienne
a /,, pour tout plongement a : K —• R. C'est un sous-groupe de G et d'apres l'assertion
precedente, il est d'indice 2 dans G. En particulier, F est un sous-groupe d'indice fini de
Eb(K).

2.4. HAUTEURS SUR F. Pour tout ideal J de OK, on notera dans toute la suite N(J*)

la norme de K sur Q de J.

LEMME 3 . Soit Q — {x, y) un point de Eb{K). Supposons que pour tout plonge-
ment a : K —> R, le point a{Q) appartienne a /„ . On a Vegalite

HAQT = n N(p)"'(i)'
{p ; v,(x)>0}

le produit etant indexe par l'ensemble des ideaux premiers p de OK tels que vp(x) > 0.

DEMONSTRATION: D'apres (19), on a

Max(l, Isl,)"* n Max(l, |x|,,)n".
v6M%

Soit v une place finie. La formule (14) entraine l'egalite

|r|nt, _ n-v{x)

ou qv est le cardinal du corps residuel de v. Si p est l'ideal premier de OK correspondant
a v, on a done

M» = N(p)-" ( I ) .

II en resulte que Ton a

(22) n Max(l, \x\v)
n" = n N(p)-"'(I).

{p ; «,(i)<0}

Par ailleurs, l'hypothese faite et les conditions (21) et (15) entrainent que pour tout
plongement a : K —* R, on a a(x) ^ y/<r(b) ^ 1. Les degres locaux nv etant egaux a 1
pour les places infinies, on obtient

(23)
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Les egalites (22) et (23) entrainent alors le lemme.

Considerons maintenant un point P = (x, y) € Eb(K) tel que 2P / O. L'abscisse
de IP est donnee par l'egalite

Pour tout ideal premier p de OK posons a(p) = vp(x). Notons A 1'ensemble des ideaux
premiers p tels que a(p) > 0 et B l'ensemble des ideaux premiers p tels que a(p) < 0.
Les decompositions des ideaux fractionnaires XOK, {X2 + b)Ox et (x2 — b)OK en produit
d'ideaux premiers sont de la forme:

(25) * o *

(26) (x2 + b)OK = Y[p^ JJ „«,),
pes {q ; 0M>o)

(27) (x2-b)OK = l[p2°M II t7(0t
p€B {t ; 7(t)>0}

oil pour tous ideaux premiers q et r, on pose /?(q) = vq(x
2 + b) et 7(t) = vz(x

2 - b).

Demontrons le lemme suivant:

LEMME 4 . Supposons que P appartienne a G. II existe un ideal I de OK qui
divise 8OK tel que Von ait

HX(2P)"= LN(q) x .

DEMONSTRATION: D'apres l'egalite (24), on a

(28)
p€B p€/i {q ;

Soit / le plus grand commun diviseur des deux ideaux entiers

"a(p) n
{q ; /9(q)>0} P6/1 P6B (t : 7(0>0}

Le point 2P verifie l'hypothese faite dans l'enonce du Lemme 3. L'egalite (28) et le
Lemme 3 entrainent alors l'egalite

Hx(2P)n = [ I N(q)2«") x J - .
{q i «q)>0} l '

Tout revient done a prouver que

(29) / divise 80K.

https://doi.org/10.1017/S0004972700039009 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0004972700039009


106 E. Cali et A. Kraus [16]

Considerons pour cela un ideal premier <p de OK qui divise / . Puisque 3̂ divise le produit
des ideaux qW(q) oil /3(q) > 0, on deduit de (26) que

<p ne divise pas JTp~Q'p'.

Par suite, on a %(x) > 0. II en resulte que

(30) vv(x) = 0.

En effet, dans le cas contraire, on aurait vv(x) > 0 et vv(x
2 + b) > 0, d'ou vv(b) > 0, ce

qui, d'apres le Lemme 2, contredit le fait que P soit dans G. On en deduit que

(31)

En particulier, on

(32)

Par ailleurs, on a

(33)

/

a l'inegalite

divise J ] t*> (4OK).
{' ; 7(0>o}

vv(4(x2 - b)) > 0,

vv(x
2+b)>0.

Les conditions (30), (32) et (33) entrainent alors que <p est l'un des ideaux premiers de
OK au-dessus de 2. II reste a demontrer que Ton a, %(/) etant l'exposant de <p dans / ,

(34) vv(I)^3vv(2).

Supposons pour cela que Ton ait vv{I) ^ 3^(2) + 1. D'apres la condition (31) et le fait
que / divise le produit des ideaux q2^11' ou /3(q) > 0, on a

2vv{x2 + b) > vv{I) et vv(4(x2 - b))

On obtient alors

(2 )3Vv{V + 1 et+ b)>

ce qui conduit aux inegalites

+ b) ^ vv(2) + I et vv(x
2 -b)

On en deduit que 2v<9(x) ^ 1 et la condition (30) implique alors une contradiction. Cela
prouve l'inegalite (34), puis la condition (29). D'ou le resultat.
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2.5. COMPARAISON ENTRE LES HAUTEURS h ET hx SUR F. Notons h la hauteur
de Neron-Tate sur Et,. On a une egalite de la forme 2h = hx + 0(1) ou hx — \ogHx

(formules (19)). On va maintenant effectiviser cette egalite uniformement, c'est a dire
independamment de b, sur le groupe F. Demontrons le resultat suivant:

P R O P O S I T I O N 3 . Soit P un point de F. On a

\2h(P)-hx(P)\^ \og2.

Prouvons pour cela l'enonce ci-dessous:

LEMME 5 . On a |hx{2P) - 4hx{P)\ ^ 3log2.

DEMONSTRATION: Verifions d'abord que cette inegalite est vraie si 2P = O. Tel
est le cas si P = O, car alors hx(P) = hx(2P) - 0. Supposons P / O. Soit a 6 Q
tel que 6 = a2. On a alors P — (0,0) ou bien P = (±a, 0), cette derniere eventualite
ne pouvant se produire que si a est dans K. Pour tout plongement a : K —>• R, le
point a(P) etant dans Ia, o n a P / (0,0), d'ou P = (±a,0) . Par ailleurs, P appartient
a G. D'apres l'equivalence (20), l'element a est done une unite de OK- On obtient
HX{P) = \NK/Q(a)\ = 1, d'ou hx(P) = 0 et notre assertion (car hx(2P) = 0).

Supposons desormais 2P ^ O et que les decompositions des ideaux fractionnaires
xOK et (x2 + b)OK soient donnees par les formules (25) et (26).

Pour tout plongement a : K —• R, le point a(P) etant dans /ff, on deduit de
Tequivalence (21) que l'on a

NK,Q(X2 +b) = Y[(a(x2) +a(b)) ^ NK/Q(2X2).

II en resulte que

n N(p)2a(p) n N(")^(q) ^r n NM2 Q ( I I ) n
pes {q

d'ou l'inegalite

{q ; /3(q)>0} f€A

On deduit alors des Lemmes 3 et 4 que Ton a

(35) Hx{2P)n ^ 22n II N(p)4Q(p) = 22nHx{P)in.
p€A

Par ailleurs, 6 etant totalement positif, on a

D'apres (26), on a done

n N(P)2O(P) n N("^(q) > n ^^2
p€/»
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autrement dit,

n N(q)^nN(p)2a(p)-
{q i 0(q)>O} CeA

Puisque Ton a N(80tf) = 8n, il resulte alors des Lemmes 3 et 4 l'inegalite

(36) Hx(2P)n 2 ±Hx(P)in.

D'ou le lemme en prenant les logarithmes des inegalites (35) et (36).

La Proposition 3 est une consequence directe du Lemme 5 et du resultat qui suit
(voir [7, p. 228-229]):

LEMME 6 . Soit S un sous-ensemble de Ei,(K) stable par multiplication par 2.
Supposons qu'il existe une constante c > 0 telle que pour tout Q € S on ait l'inegalite
\hx(2Q) - 4hx{Q)\ ^ c. Alors, pour tout Qe S,ona \2h{Q) - hx(Q)\ ^ c/3.

DEMONSTRATION: Rappelons que pour tout point M € Eb(K), on a {loco citato):

1 .. hx{2nM)
2 n-H-oo 4 n

Considerons un point Q £ 5. Pour tout entier n ^ 1 on a

^M2"Q) - MQ) =

On en deduit l'inegalite

I— hx(2
nQ) -hx{Q) ^Y2

j=0

Par hypothese, 2JQ appartient a S. II en resulte que Ton a

-hx(2"Q) - hx(Q)
3=0

On obtient ainsi
lim — hx(2

nQ) - hx(l

ce qui entraine le lemme.

Cela termine la demonstration de la Proposition 3.
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2.6. HAUTEURS SUR LES IMAGES DE Cb{K) DANS Eb(K). Rappelons que Ton dispose

de deux morphismes 0 j : Cb -* Eb et ipb : Cb -* Eb definis sur K par les egalites

4>b([x,y,z}) =[-x2z,xy2,z3}

et ipb([x,y,z}) = [-y2z,yx2,z3}.

Considerons dans tout ce paragraphe un point Q = [x,y,z] € Cb(K). On a z ^ 0,
car sinon - 1 est une puissance quatrieme dans K, ce qui contredit le fait que K soit
totalement reel. On peut done supposer que Ton a z = 1. On a ainsi l'egalite

(37) xi + yi = b.

Posons Pi = 4>b{Q) et P2 = i>b(Q.) dans Eb(K). On a dans le modele affine (16)

(38) P, = ( - * W ) et P2 = (-y2,yx2).

LEMME 7 . Les points P\ et P2 appartiennent a G.

DEMONSTRATION: Soit v une place finie de K telle que v(b) > 0. D'apres
l'equivalence (20) et les egalites (38), il s'agit de demontrer que Ton a v(x) ^ 0. Sup-
posons v(x) > 0. L'egalite (37) entraine alors v(y) > 0 puis v(b) ^ 4, ce qui contredit la
condition 1 de l'enonce du Theoreme 3. D'ou notre assertion et le resultat.

PROPOSITION 4 . On a les inegalites

- M 2 P 2 ) | < 51og2 et ^(Pj) -h(P2)\ ^ ^
o

DEMONSTRATION: (1) Prouvons la premiere inegalite. Elle est vraie si xy = 0,
car dans ce cas, compte tenu de l'egalite (37), les points Pi et P2 sont d'ordre 2 dans
Eb{K). Supposons desormais xy non nul. Dans ce cas, P\ et P2 ne sont pas d'ordre 2 et
les abscisses de 2Pi et 2P2 sont donnees par les egalites

(39) g±aL v+v
~4x2(b-x<) ^ ^" "~4y*(b -y*Y

Pour tout ideal premier p de OK, posons, comme precedemment, af — up(z) et notons A

l'ensemble des ideaux premiers p tels que vp(x) > 0 et B l'ensemble des ideaux premiers
tels que vv(x) < 0. Les decompositions des ideaux fractionnaires XOK et ( i 4 + b)OK en
produit d'ideaux premiers sont de la forme:

(40) (x4+6)o^=np4Q(p) n
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Par ailleurs, pour tout ideal premier p de OK, compte tenu de (37), on a vp(x) < 0 si et
seulement si vp(y) < 0 et dans ce cas vp(x) = vp(y). II en resulte que la decomposition
de (j/4 + V)OK en produit d'ideaux premiers est de la forme suivante:

(41) (y4

D'apres les Lemmes 4 et 7 et les egalites (38), il existe ainsi deux ideaux J\ et J2 de OK
qui divisent 8 0 * tels que Ton ait

{* ; fS(«)>o} ( l

Hx(2P2)
n = J ] N(r)2^> x i

D'apres (40) et (41) on obtient done l'egalite

Hx(2P1)
n
 = N*/Q(*4 + <>)2 N(J2)

HX(2P2)»

L'egalite (37) entraine alors

2x4+y4)2 N(J2)
XHx{2P2)

n N*/Q(V + z4)2 N{Jxy

Posons

On obtient
Hx{2P{)n _ N*yQ(2t + I)2 N( J2)

ce qui conduit a

3 \*N(J2)

Pour tout plongement a : K —> E, on a a(t) ^ 0, d'ou il resulte que Ton a

On en deduit les inegalites

(43) ^

On deduit alors de (42) et (43) que Ton a

J_ x 1 - J_ < U'W < 2*" x 8" - 25«
22n X gn - 25n ^ H(2P)n ~ '
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D'oii la premiere inegalite de la proposition.

(2) En ce qui concerne la deuxieme inegalite, on a

\h(Px) - h{P2)\ = -\h(2Px) - h{2P2)\.

II en resulte que

\h(Px)-h(P2)\

^ \(jh(2Px) - \hx{2Px)\ + \\hz{2Px) - hx(2P2)\ + \\hx(2P2) -

Par ailleurs, on deduit du Lemme 7 que 2PX et 2P2 appartiennent au sous-groupe T de
Eb{K). L'inegalite deja prouvee et la Proposition 3 entrainent alors le resultat. D'oii la
Proposition.

2.7. FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME 3. On suppose que l'ensemble Cb(K)
est non vide. II s'agit d'obtenir une contradiction. Comme on l'a constate au debut du
paragraphe 2.6, il existe alors Q — (x, y) € Cb(K) dans l'ouvert affine z — 1, l'egalite
(37) etant ainsi satisfaite. On pose comme precedemment

Verifions que Ton a

(44) PX+P2±O et Px - P2 # O.

Supposons Px = ±P2. D'apres (38), on a Px = (-x2,xy2) et P2 = {-y2,yx2), d'ou
x2 = y2, puis b = 2xA. Soit v une place finie de K telle que v(x) / 0. On a v(2) > 0: en
effet, dans le cas contraire, on aurait v(b) — 4v(x) > 0 (car b G OK) ce qui contredit la
condition 1 de l'enonce du Theoreme 3. Par suite, on a

p|2

ou p parcourt l'ensemble des ideaux premiers de OK au-dessus de 2 et oil a(p) € Z. Pour
la meme raison, l'egalite b — 2x4 entraine a(p) ^ 0 pour tout p. On en deduit que

Njf/Q(&) ^ 2",

ce qui contredit l'inegalite NK-/Q(£>) ^ 2 ' l l n ^ 2 intervenant dans la condition 3 de l'enonce
du theoreme. D'ou l'assertion (44).

On designe par R un point de Et{K) verifiant la condition suivante: si Eb{K) est de
rang 0 on a R = O, et si Et,{K) est de rang 1 alors R est un generateur de Eb(K) modulo
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son sous-groupe de torsion. II existe ainsi des entiers m, n et des points de torsion T\, T2

de Eb(K) tels que Ton ait

Pi = mR + Tx et P2 = nR + T2.

Soit N un multiple des ordres de 7\ et T2. On a NPX - NmR et NP2 - NnR. On en
deduit les egalites

(45) h(Pi) = m2h(R) et h(P2) = n2h(R).

De meme, on a

%(Pl + p2) = (m + n)2h(R) et h(P1 - P2) = (m - n)2h(R).

On en deduit que

(46) ft(Pi + P2) ^ |m2 - n2\h(R) si mn ^ 0,

(47) h(Px - P2) ^ |m2 - n2|X(i?) si mn ^ 0.

Considerons alors un plongement a : K -> E. D'apres (38), on a

O et a(x(P2)) ^ 0,

par suite <J{P\) et cr(P2) n'appartiennent pas a la composante neutre Ia. Par definition de
la loi de groupe sur E^b), les points o(P\ +P2) et a{Pi - P2) sont done dans /ff. D'apres
le Lemme 7, il en resulte que

Pi + p2 e r et Pi - P 2 G r .

D'apres la Proposition 3, on obtient alors

(48) hx(P1 + P2) ^ 2h(Pi + P2) + log2

hx(Pi ~ Pa) ^ 2h(Pi ~ p2) + log 2.

Compte tenu des conditions (46), (47) et (48), on a done les inegalites

hx(Pl + P2) ^ 2\m2 - n2\h(R) + Iog2 si m n ^ O ,

hx{Pi - P2) < 2|m2 - n2|/i(i?) + log 2 si m O 0.

Supposons mn ^ 0. Dans ce cas, les egalites (45) entrainent

M A + ft) ^ 2|ft(Pi) - £(P2)| + log 2.

D'apres la Proposition 4, on en deduit que

(49) Mft + ftKj
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De meme, si mn ^ 0, on obtient

(50) hx(Px-P2)^^

Demontrons maintenant que l'on a

(51) nMP1 + P 2 ) ^ ^ | ^ ) e t n

D'apres (44), le point Pi + P2 est non nul. Posons P1 + P2 = (u, w) € Eb(K). On a

Max(l, \u\v)
n" ̂  [ ] Max(l,K).

Par ailleurs, puisque Pi + P2 appartient a F, on a \cr(u)\ = a(u) ^ \/a{b) pour tout
plongement a : K —> E. On a ainsi

Hx{Pi + P2)
n > J | Max(l, v^W) •

D'apres la condition (15), pour tout a on a a(b) ^ 1. On en deduit que

Hx(Px + P2)
n

d'ou la premiere inegalite de (51). La demonstration de la deuxieme inegalite de (51) est
la meme. Les conditions (49) et (50) impliquent alors

d'oii

Njr/Q(6)

La premiere inegalite de (13) conduit alors a une contradiction.

Cela termine la demonstration du Theoreme 3.

APPENDICE 1 - EXEMPLE D'EFFECTIVITE DU THEOREME DES ZEROS DE HiLBERT

On est confronte dans la demonstration de la Proposition 1 au probleme de
l'eiTectivite du theoreme des zeros de Hilbert dans un cas particulier. Considerons trois
indeterminees X, Y et Z. Soit / l'ideal homogene de l'anneau C[X, Y, Z] engendre par
les polynomes F, G et H suivants:

F = X4 + Y4-Z\ G = {X2 + XY + Y2)2 et H = {X + Y)2Z2.

Soit VP(I) l'ensemble algebrique projectif de P2 associe a / . Verifions que VP(I) est vide.
Supposons qu'il existe un point [x, y, z) € VP(I). On a (x+y)z = 0. Si z = 0, alors xy ̂  0
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et il existe a € C tel que x — ay avec a4 = - 1 . L'egalite x2 + xy + y2 - 0 conduit alors a

1 + a + a2 = 0, d'ou a3 = 1 et une contradiction. Si x + y = 0, l'egalite x2 + xy + y2 = 0

entraine x = y — 0, d'ou de nouveau une contradiction et notre assertion. D'apres le

theoreme des zeros, il existe done un entier n ^ 1 tel que les monomes Xn, Yn et Zn

appartiennent a / . II s'agit ici d'effectiviser cette condition. On a l'enonce suivant:

PROPOSITION . L'entier n = 12 convient. POSODS

P = 3XS + 4Y2X6 + AY^X* + 2Y6X2 + r 8 ,

Q = -2X* + 4YX7 - 6Y2X6 + 4Y3X5 + (10Z4 - ZY^X* + 2YbX3

-3Y6X2 + 2Y7X -Y8 + 4Z4Y\

R = -7Z2X6 - 6Z2YX5 - 7Z2Y2X* - ZZ2YAX2 - 2Z2Y5X - 3Z2Y6.

On a les egalites

(1) Z6 = -Z2F + 2Z2G -(X + Y)2H,

(2) X12 = PF + QG + RH et Yn = PF + QG + RH,

oil P(X, Y, Z) = P(Y, X, Z), Q(X, Y, Z) = Q(Y, X, Z) et R(X, Y, Z) = R{Y, X, Z).

DEMONSTRATION: II est immediat de verifier les egalites annoncees a l'aide d'un
ordinateur. On est en fait parvenu a ce resultat en partant de l'egalite

(3) ZA + (X + 7)4 = 2G -F.

L'egalite (1) en resulte. Par ailleurs, on deduit de (3) les deux egalites

G = Z* + F + 2XY(X + Y)2 - (XY)2,

(XY)2(X + Y)4 = -(XY)2F + {2X2Y2 - ZA)G + Z2(X2 + Y2)H.

Elles entrainent que (XY)4 appartient a / , puis que

)4 = SF + TG + UH,

avec S = -(X2 + Y2)2, T = X4 - 2YX3 + 3Y2X2 - 2Y3X + Y4 - 4Z4,

U = 3(XZ)2 + 2XYZ2 + Z(YZ)2.

En considerant alors l'egalite

Xs + Y8 = Z8 + F2 + 2Z4F - 2(XY)4,

et en multipliant ses deux membres par X4 (respectivement Y4) on obtient la premiere
(respectivement la deuxieme) egalite de (2).
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APPENDICE 2 - TORSION GALOISIENNE

L'objectif de cet appendice est de rappeler un resultat de Silverman concernant les
tordues galoisiennes de courbes que Ton utilise dans la demonstration du Theoreme 1
(voir [6]). Les courbes intervenant ci-dessous sont implicitement supposees projectives et
lisses et plongees dans un meme espace projectif P". Tous les corps consideres sont par
ailleurs contenus dans Q.

Considerons un corps de nombres K et une courbe 'if definie sur K. Soit # ' une
courbe definie sur K isomorphe a ^ sur une extension finie L de K. On suppose que L

est minimale au sens ou si M est un sous-corps strict de L, les courbes <6 et If' ne sont
pas isomorphes sur M. Notons:

(a) GK le groupe de Galois de Q sur K.

(b) d le degre de L sur K.

(c) 8K le nombre de places archimediennes de K.

(d) Di/K le discriminant relatif de l'extension L/K.

(e) h : P " ( Q ) -¥ R la hauteur absolue logarithmique ([7, p. 215]); elle est
definie par une formule analogue a celle si n = 2 (paragraphe 1.2).

Soit / : 'if' —> tf un isomorphisme defini sur L de tf' sur 'if. Pour tout a £ GK, on pose

THEOREME. Soit Q un point de }(^'{K)). On est dans I'un des cas suivants:

(1) il existe a e GK tel que (,{a) ne soit pas I'identite de tf et que Q — £{cr){Q).

(2) On a I'inegalite

(1)

DEMONSTRATION: On prouve d'abord le lemme suivant.

LEMME. L'ensemble /(^'(K)) est forme des points A G ̂ {L) tels que, pour tout a

dans GK, on ait "A = £{a){A).

DEMONSTRATION: Pour tout point P e ^'(Q) et tout a e GK, on a

(2) "(f(P))=Z(°)(f(aP))-
Cela entraine que /(^'(K)) satisfait la condition du lemme. Inversement, soit A €

tel que, pour tout a dans GK, on ait "A = £(<J)(A). Posons P — f~l(A). D'apres (2).

on a les egalites
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On en deduit que f("P) = f{P), puis que P = "P. II en resulte que P appartient a
<<?'(K), autrement dit que A est dans f(V(K)). D'ou le lemme.

Le theoreme se deduit comme suit. Soit K(Q) le sous-corps de Q engendre par K et
les coordonnees de Q dans P " ( Q ) . On a l'inclusion

(3) K{Q) C L.

Supposons que la condition 1 du theoreme ne soit pas realisee. Soit a un element de

Gal(Q/Ar(Q)). On a "Q = Q et on deduit du lemme l'egalite

D'apres l'hypothese faite, £(cr) est done l'automorphisme identite de #, autrement dit
/ est definie sur K(Q). Les courbes 'if et #' sont done isomorphes sur K(Q). D'apres
l'inclusion (3) et le caractere minimal de L, on a done L = K(Q). Le Theoreme 2 de [6]
entraine alors directement l'inegalite (1). D'ou le resultat.

APPENDICE 3 - SUR LES ENTIERS TOTALEMENT POSITIFS D'UN CORPS TOTALEMENT

REEL

Soit K un corps de nombres totalement reel de degre n sur Q, d'anneau d'entiers OR.
Soient o\,...,on les n plongements de K dans R. Pour tout x e OK on note NK/Q(Z) sa
norme de K sur Q et H(x) la hauteur de x relative a K. On a

(1) /f(i)

On utilise dans la demonstration du Theoreme 3 le resultat ci-dessous concernant les
entiers totalement positifs de K.

PROPOSITION. Soit (u i , . . . ,un_i) un systeme d'unites fondamentales de OK-
Soit b un element de OK tel que l'on ait Oj{b) > 0 pour tout j = 1, . . . , n. Supposons que
b verifie la condition suivante:

(2) NK/O(6)£ f l l #(«*)) •

Alors, il existe une unite u de OK telle que l'on ait

<7j(6u4) ^ 1 pour j = 1, . . . , n.

DEMONSTRATION: Soit L : K* -> R" le plongement logarithmique de /f\ e'est a
dire l'homomorphisme de groupes defini pour tout x 6 K* par
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L'image par L du groupe des unites de OK est un reseau A de l'hyperplan V de R"
d'equation Xi + \- xn = 0. Posons

ek = L{uk) pour k = 1 , . . . , n - 1.

Le systeme ( e i , . . . , en_i) est une base de A sur Z done une base de V sur R. Posons par
ailleurs

0 = L(b), 0 = ( 0 u - - - , 0 n ) e t S = 0l + --- + 0n.

Puisque b est totalement positif, on a done

(3) 0j = Iog(a7(6)) pour j = l,...,n.

Munissons Kn de la norme definie pour tout (x i , . . . ,xn) S R" par

h=l

Verifions que Ton a

(4) • S22^2\\ek\\.

Considerons pour cela une unite a de OK- Posons

oil i parcourt l'ensemble des indices pour lesquels |<7i(a)| ^ 1 et j parcourt l'ensemble
des indices pour lesquels |<7j(a)| < 1. On a PP' = 1. II en resulte que

h=l

~ ' = log(P) - log(P') = 2 log(P).

Par ailleurs, d'apres la formule (1), on a H(a) — P. D'apres le calcul precedent, on a

done

||L(o)||=21og(if(a)).

L'inegalite (2) se traduit alors, en prenant les logarithmes, par la condition (4).

Soit M la maille du reseau A formee des combinaisons lineaires

n- l

k=\
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oil les coefficients xk decrivent l'intervalle [-1/2,1/2]. Pour tout i — 1, . . . , n, soit (ek)i

la i-eme coordonnee de e* dans la base canonique de K". Pour tout z = (z\,..., zn) € M,

on a les inegalites

(5) 2|2j|s

Pour tout i = 1 , . . . , n, le reseau A n'etant pas contenu dans l'hyperplan de K" d'equation
Xi = 0, on a £{ > 0. Posons alors

i\ + \- tn

Considerons le vecteur

et w = {wi,...,wn)

V=\(Sw-0).

Par definition, y appartient a V. II existe done un element A = (Ai,. . . , An) € A tel que
y — A soit dans M. On deduit alors de (5) que Ton a

(6) fa + 4\i ^ Swi - 2£i pou r i = l,...,n.

II existe des entiers t* € Z tels que Ton ait

n - l

A =

Posons

Verifions que l'unite u de OK satisfait la conclusion de la proposition. On a L{u) = A,
d'ou Ai = log(|cri(u)|). Compte tenu de (3), les inegalites (6) s'ecrivent done

) ( | | ) Swt - 2tit

autrement dit,

(7) <7i(bu4) ^ exp(5iUj — 2^) pour i = 1 , . . . , n.

Par ailleurs, on a

II resulte alors de la condition (4) que l'on a

D'apres (7), on obtient ainsi que CT,(6U4) ^ 1 pour tout i = 1 , . . . , n. D'ou la proposition.
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