
UBER DAS VERHALTEN DER ANALYTISCHEN
ABBILDUNGEN RIEMANNSCHER FLACHEN

AUF DEM IDEALEN RAND VON MARTIN

C. CONSTANTINESCU und A. CORNEA

Es sei / eine meromorphe nichtkonstante Funktion im Kreise \z\ < 1.

Die Theorie des Verhaltens von / auf dem Rande des Kreises wird von zwei

bekannten Satzen beherrscht: der Satz von Riesz-Lusin-Priwaloff-Frostman-

Nevanlinna, auf Grund dessen eine Menge aus \z\ —1, fur die die Winkelgrenzwerte

von / in einer Menge der Kapazitat Null liegen, vom Lebesgueschen Masse Null

ist und der Satz von Fatou-Nevanlinna, welcher besagt, dass, falls die Funktion /

beschranktartig ist, dann hat sie fast ύberall auf \z \ = 1 Winkelgrenzwerte.

In vorliegender Arbeit werden diese zwei Satze auf folgende Weise verallge-

meinert. An Stelle des Kreises \z \ < 1 betrachten wir eine beliebige Riemann-

sche Flache R mit Greenscher Funktion, und an Stelle der meromorphen

Funktion / nehmen wir eine nichtkonstante analytische Abbildung von R in

einer Riemannschen Flache R'{R' off en oder kompakt, mit oder ohne Greenscher

Funktion). Es sei Δy bzw. Δf, der ideale Rand von R, bzw. R\ im Sinne von

Martin1* [11J wir werden im Abschnitt IV eine Teilmenge $(/) der Menge

Δ und eine Abbildung / von #(/) in R'U Δ1 definieren. Die Verallgemeinerung

des Satzes von Fatou-Nevanlinna besteht in der Behauptung, dass, falls / eine

Lindelofsche Abbildung ist [6], so ist J - § ( / ) von harmonischen Masse Null

und die des Satzes von Riesz-Lusin-Priwaloff-Frostman-Nevanlinna darin, dass,

wenn/(A) eine polare Menge auf R'UΔ' ist2), so ist die Menge AC$(/) vom

harmonischen Masse Null. Ist R der Kreis \z\ < 1 und R' die Riemannsche

Kugel I to I ̂  °°, so fallen, wie bekannt ist, die Begriffe " beschranktartige

Funktion" und "Lindelofsche Abbildung" zusammen die polaren Mengen auf

Received October 30, 1959.
2) Hat R' keine Greensche Funktion, so definieren wir Δ' in Bezug auf R' — G', wo G'

eine Kreisscheibe auf R! ist; der so erhaltene ideale Rand hangt von G' nicht ab. Ist
R' kompakt, so ist Δ' leer.

2 ) Eine polare Menge auf R' u Δ' ist eine Menge der Kapazitat Null auf R' und vom
harmonischen Masse Null auf Δ'.
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2 C. C O N S T A N T I N E S C U UND A. CORNEA

Rf sind gerade die Mengen der Kapazitat Null und Δ ist die Menge \z\ = 1.

Es sei $*(/) die Menge der Punkte e/θ, fur die / einen Winkelgrenzwert

besitzt und

/Vθ) = lίm/U) (g fθer
'θ

Da wir beweisen werden, dass, bis auf eine Menge vom Lebesgueschen Masse

Null, $*(f)C%(f) ist und / mit/* fast ϋberall auf %*(f)Γλft(f) gleich sind,

so folgt sofort aus der hier angegebener Verallgemeinerung der Satz von Riesz-

Lusin-Priwaloff-Frostman-Nevanlinna. Ist / beschranktartig (und sogar in

allgemeineren Fallen), so wird sich ergeben, dass $(/) und $*(/), bis auf eine

Menge vom Lebesgueschen Masse Null, gleich sind. Das erlaubt uns aus der

allgemeineren Behauptung, dass J — ι$(f) vom harmonischen Masse Null ist, den

klassischen Satz von Fatou-Nevanlinna zu folgern.

Es sei jetzt | / ( z ) | < 1 in \z\ < 1, /(0) = 0, A eine Borelsche Menge aus

ι$*(f) und f*(A) eine Menge auf \w\ = 1. Nach dem Lemma von Lόwner

[16] ist das Mass von /*(A) nicht kleiner als das der Menge A. Auch dieser

Satz findet eine Verallgemeinerung mittels der oben eingefiihrten Begriffe.

Die ersten zwei Satze finden einige Anwendungen in der Theorie der

Klassifikation der Riemannschen Flachen.

Die wesentlichen Ergebnisse dieser Arbeit sind in einer Note [2] publiziert

worden.

In den ersten zwei Anschnitten fύhren wir zwei Operatore E/ und // ein,

die mit der Abbildung / verknϋpft sind; falls R eine Teilmenge von Rf und

/ die identische Abbildung von R in R1 ist, so fallen die Operatore E/ und //

mit den Extremisierungs - und Inextremisierungsoperatoren zusammen [9],

[5], [1]. Da diese Operatore auch ein selbstandiges Interesse aufweisen, haben

wir ihre Theorie etwas mehr entwickelt, als das fur den Beweis der obener-

wahnten Satze unbedingt notwendig war. In III untersuchen wir den Zusam-

menhang zwischen diesen Operatoren und den idealen Rand von Martin. Im

Abschnitt IV beweisen wir die Fundamentalsatze und in V zeigen wir, wie die

klassischen Satze aus ihnen abgeleitet werden konnen. Die letzten Abschnitte

sind einigen Anwendungen gewidmet.

I. Der Operator Ef

Wir werden folgende Tatsachen und Bezeichnungen benutzen. Es sei G
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VERHALTEN DER ANALYTISCHEN ABBILDUNGEN 3

eine offene Menge auf einer nicht umbedingt zusammenhangenden Riemann-

schen Flache R derart, dass jede Komponente von G eine Greensche Funktion

besitzt, und ψ eine " Randfunktion" von G, d.h. eine reelle Funktion auf dem

relativen Rande von Gίwobei die Werte ± °° nicht ausgeschlossen sind). Wir

bezeichnen mit H% die normierte Losung des Dirichletschen Problems auf G

mit ψ als Randf unktion (falls diese existiert) [13]. Darunter versteht man

folgendes: es sei IB#, bzw. %$%, die Klasse der Funktionen V, bzw. Vt die auf

G superharmonisch und nach unten beschrankt sind, bzw, subharmonisch und

nach oben beschrankt sind,3) und welche noch folgende Bedingungen erfiillen:

Km V(q)>ψ(p)t bzw. fim ¥_{q)<ψ(p)
q-+p q-*p

fίir jeden Punkt p e Fr G, bis auf eine Menge der Kapazitat Null,4) und fur

jede nichtkompakte Folge {qn} auf G ist

lim V(qn)>0, bzw. lim V(c/n)<0.

?^->oo n->oo

Man bezeichnet

Ή&p) =inf {V(p)\V G I S I

Sind diese zwei Funktionen gleich, so bezeichnet man sie mit Ή%, und φ heisst

eine losbare Randfunktion H% ist in jeder Komponente von G entweder eine

harmonische Funktion, oder identisch ± oo. Jede halbbeschrankte Borelsche

Funktion ist losbar. Ist {ψn) eine nichtabnahmende Folge von nichtnegativen

lδsbaren Randfunktionen, die gegen die Randfunktion ψ konvergieren, so ist ψ

losbar und

lim Hln = H%.

Sind φu φ2 positiv und losbar und <xlf a2 positive Zahlen, so ist auch cciφiΛ <x2φ2

losbar und

Ist S superharmonisch und nichtnegativ auf R, so ist Hσ<S auf G. Ist G1CG2,

so ist Ho^Hσ, auf Gi.

3) Wir lassen zu, dass eine superharmonische Funktion identisch +00 in einer oder
mehreren Komponenten von G ist. Dasselbe fur subharmonische Funktionen und —00.

4> d.h. ihr Durchschnitt mit jeder Kreisscheibe ist eine Menge der Kapazitat Null
auf dieser Kreisscheibe,
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4 C. CONSTANTINESCU UND A. CORNEA

Es sei F eine abgeschlossene Menge auf R, derart dass jede Komponente

von R — F eine Greensche Funktion besitzt, und S eine positive superharmonische

Funktion auf R. Wir bezeichnen nach Martin [11] mit SF die Funktion, die

auf F gleich S und auf R - F gleich HS

R-F ist weiter sei SF die Funktion

SUP) = Ijm SF(Q).

SF ist eine nichtnegative superharmonische Funktion auf R [11].

Es sei u eine nichtnegative harmonische Funktion auf R, und Si, S2 zwei

nichtnegative superharmonische Funktionen auf R, fiir die u<Sί + S2 ist. Dann

kann man zwei harmonische Funktionen ui, u2 auf R konstruieren ([8] Hilfs-

satz von Kjellberg), derart dass

u = uι + u2, 0<ui<Si (ί = l, 2)

ist.

Fίir zwei superharmonische (bzw. subharmonische) Funktionen Si, S2 auf

R werden wir mit SiVS2(bzw. S1AS2) die Funktion auf R bezeichnen, die

durch folgende Beziehung definiert ist:

Si V S2(p) = inf {S(p) 1S superharmonisch auf /?, Si <S, S2< S}

(bzw. Sι/\Sz(p) = sup{S(i>)|S subharmonisch auf R, Sι>S, S2>S}).

Es sei So die Funktion

So(p) = lim a V S2(q).

Sie sind offenbar nach unten halbstetig und nicht grosser als S1VS2. Es sei G

eine Kreisscheibe auf R und S eine superharmonische Funktion auf R fiir die

Si<S (ί = l, 2) ist. Dann ist auf G

HS

G°<HS

G<S und i?S°^)<Si V

fiir q^G. Da Hi0 stetig ist, so ist auch HG<.SO, woraus man erkennt, dass

So superharmonisch ist. Da S/ <SιV S2 und S; halbstetig nach unten ist, so ist

auch S/<So und somit, laut der Definition von Si V S2,

Si V S2 < So.

Daraus folgt, dass Si V S2 gleich So und deshalb superharmonisch ist. Ahnlicher-

weise beweist man, dass SιΛS2(fiir Si, S2 subharmonische Funktionen) subhar-

monisch ist. Fiir oc < 0 ist

https://doi.org/10.1017/S0027763000002063 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000002063


VERHALTEN DER ANALYTISCHEN ABBILDUNGEN 5

(1) α:(SiVS2) = (ccSi) Λ US2).

Es seien uu Uz harmonische Funktionen. Dann ist

uι-\-u2 — max (Mi, U2) + min(«i, U2).

Es seien {/δ}£{=j die Komponenten von R, {Rίn)n eine normale Ausschδpfung

von Λ([14], Seite 25) und /?» = U ffi«. Dann ist

«t V M2 = lim # J Γ '*»•M2), wx Λ κ2 = lim tf 5Γ ( M" M!),

und
rrmax (Mi, W2) I Tjrmiα (Mi, « 2 ) Λ , i Λ ί

j t tβ n + £lRn — Ul + U2.

Hieraus ersieht man, dass, falls W I V M 2 < + °° auf R ist,5) so ist auch UγΛu2

> - °° auf 7? und umgekehrt. In diesem Fall ist

(2) uι + Uo - (uι V Uz) + (ui Λ «2).

Mit HP(R) (bzw. SP(R)) werden wir die Klasse der nichtnegativen

harmonischen (bzw. superharmonischen6)) Funktionen auf R bezeichnen. Ist

R<=OG, so enthalt SP(R) nur konstante Funktionen und umgekehrt.

In der ganzen Arbeit sollen R und Rf zwei beliebige Riemannsche Flachen

und f eine nichtkonstante analytische Abbildung von R in R! sein.

Wir werden in den ersten zwei Abschnitten nicht annehmen, dass die

Riemannschen Flachen R und Rf zusammenhangend sind. Wir wollen nahmlich

den Fall, wo R eine offene (nicht zusammenhangende) Menge auf Rf und / die

identische Abbildung ist, der in dieser Arbeit sehr oft vorkommen wird, in

diese Betrachtungen einschliessen. Wie man sehen wird, spielt der Zusam-

menhang keine Rolle in Bezug auf den Operatoren Ef und //, so dass die

Beweise dadurch nicht komplizierter werden. Der Fall, wenn R oder Rf eine

kompakte Komponente besitzen, muss fur die Operatore Ef und // besonders

betrachtet werden und, da dieser Fall trivial ist, werden wir der Einfachheit halber

in den ersten zwei Abschnitten annehmen, dass keine der Komponente von R

oder R' kompakt ist.

d.h. uι V U2(p)^+™ fur jedes p R .

Es ist erlaubt, dass S=-\-cς> auf eiπer oder mehreren Komponenten von R ist,
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6 C. CONSTANTINESCU UND A. CORNEA

DEFINITION. Fur jedes S&SPiR) bezeichnen wir mit E/S die Funktion auf

R\ die durch folgende Beziehung definiert wird:

EfSip') =mί{S(p')\S°f>LSi S'GSPiR')} ip'tΞR').

Es sei R'c eine Komponente von R'y Rc =/~1(/?ί') =*F <ρ und ft die Abbildung

von Rc in R[, die mit / zusammenfallt Es sei S^SPiR) und Sc die Einschran-

kung von S auf Rt dann ist E/S gleich E/c Sc auf R[.

1st R eine offene Menge auf R' und / die identische Abbildung. so werden

wir auch E an Stelle von Ef setzen, da / implizite bekannt ist. Falls keine
R

Missverstandnisse zu befϋrchten sind, so werden wir auch einfach E schreiben.

Fur jedes S e SP(R) werden wir mit S die Funktion auf Rf bezeichnen,

die folgendermassen definiert ist: ist p1 G/(i?), so ist

Sip1) = sup {Sip) \f(p) =/>'};

ist P'SΞR1 - f(R), so ist S(p') Null. S ist nach unten halbstetig. In der Tat,

sei {pn} eine Folge auf Rf die gegen p1 e f(R) konvergiert, p ein Punkt der

sich in p1 projeziert und {pn} eine Folge auf Rf die gegen p strebt und fur die

f(pn) -pn ist. Dann ist

lim Sipn) >lim SίpJ >Sip).

Da p beliebig war, so ist Hm s(pn) > Sip1). In den Punkten p' e R' - fiR) ist

diese Beziehung offenbar. Die Ungleichungen

S'°f>S und S ; > §

sind offenbar Equivalent und deshalb ist

E/Sip') = inf {S'(p') IS' > S, S' e SP(i?')>.

SATZ 1. ^S /si £me nichtnegative superharmonische Funktion und

S<{ES)°f.

Fur Su S2 e SP(i?) ist

£•(& V S2) = £Sχ V ES2 wwί/ EiSi + S2)

Wir werden mit (JES)* die Funktion

(ES)*(p') = lim ESiq')
'V'
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VERHALTEN DER A N A L Y T Ϊ S C H E N ABBILDUNGEN 7

bezeichnen sie ist offenbar nach unten halbstetig. Wir wollen zeigen, dass

(ES)* <^SP(R') und daraus wird sich sofort ergeben, dass sie mit ES zusam-

menfallt. Es sei Sf>S, S'^SP(R') und Gf eine Kreisscheibe auf R' auf dem

Rande von Q ist S nicht kleiner als (ES)* und deswegen ist H{JjS)* < S' iiberall

in Gf. Daraus folgt

H(

G^<ES und H$S)*<(ES)*

in Gf, da HaSa)* stetig ist. (ES)* ist somit eine superharmonische Funktion.

Aus S<ES folgt, da S nach unten halbstetig ist, ~S <(ES)*. Deshalb ist

ES<(ES)*> ES= (ES)*.

Damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen. Die Subadditivitat von E folgt

sofort aus der Definition. Aus Si < Si V S2 U = 1, 2) folgt

ESi<E(S1\ίS2) und ESi VES2<E(Sι V&).

Da aber Si<(ESi)° f <(£SLV ES2)°f ist, so ist auch

Si VS 2 <(£Si V ES2)°f

und

Si VS 2 )<£Si

SATZ 2. J?s sei R—>R'—>R". Dαnn ist E/,.f = Ef>Ef.

Wir bezeichnen /" =/'°/. Fur jedes S^SP(R) ist

S<(£/S)o/, EfS<(Ef,EfS)°f.

Daraus folgert man

S< (Ef>EfS)°f, Ef>S<Ef,EfS.

Aus S<(Ef,,S)°f' = ((Ef,>S)of')of folgt EfS<(EfnS)of und daher

Ef,EfS<Ef,,S, EfEfS = E^S.

SATZ 3. £s ŝ / {/?«} £m# wfc/̂ f αbnαhmende Folge von offenen Mengen αuf

R\ deren Vereinigung Rf ist. Es sei fn die αnαlytische Abbildung von f~1(R'n)

in R'n die mit f zusαmmenfάllt. Dαnn ist E/nS t E/S fur jedes SGSP(R).

E/n+1S ist superharmonisch und nichtnegativ auf R'n und es ist S<(E/nnS)°fn

auf f'^Rn). Daraus folgt E/nS<E/n+ιS auf R'n und ahnlicherweise
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8 C. CόNSTANTlNESCU UND A. CORNEA

EfnS<E/S. Es ist also

lim E/nS<EfS.
?»-»oo

Die Funktion lim E/nS ist nichtnegativ und superharmonisch auf Rf und
W->oo

S< (lim E/nS)°f,

n->oo

woraus

EfS<limEfnS
n-*oo

folgt.
SATZ 4. /sf S, S« <= SP(i?) (w = 1, 2, . . .) und S<Hm SΛ, so is

Zsί die Folge {Sn) nichtabnehmend, so ist

EilimSn) = lim ESn
7Ϊ-><O W->00

Es seien S', &* die Funktionen

= lim

Man erkennt wie im Satz 1, dass S'* superharmonisch ist. Aus

Sf(f(p)) = Hm ESn(fip)) >Πm sΛί'ί) > S ( ί )

folgt S'>S" und, da 5" nach unten halbstetig ist, $*>~S. Es ist also

£S < S'*<S' = Hm £SW.
n-»oo

1st die Folge {Sn} nicht abnahmend, so ist {ESn} auch nicht abnehmend

und

lim ESn<Elim Sn.
n-»oo n-»oo

Nach dem ersten Teil des Satzes ist aber

ElimSn<limESn,
n-»QQ n->co

womit der Satz vollstandig bewiesen ist.

HILFSSATZ 1. Es set S <= SP(R) und Gf eine offene Menge auf R\ fur die

alle Komponenten eine Greensche Funktion besitzen. Ist S%-/-HG') — S, so ist
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VERHALTEN DER ANALYTISCHEN ABBILDUNGEN 9

(ES)%-o> = ES.

1st also ES nicht identisch unendlich auf einer Komponente R[ von Rf, so ist

ES harmonisch auf G' Γ\ R[.

Es sei F'eϋfg, dann ist offenbar y Ό / e l / - ^ ) . Daraus folgt sofort

HΪof^Hf-Hon^S, ~

Aus S <ES folgert man

S<HG><H%?<ES

auf G'. Da S" nach unten halbstetig ist, so ist ~S < (ES)S>-G> <ES. Daraus

erhalten wir

(ES)i,-0, = ES,

da {ES)E'-O'^SP{R!) ist, was zu beweisen war.

Wir bezeichnen mit HP(f) die Klasse der Funktionen u aus HP(R), fur

welche, fiir jedes relativkompaktes Gebiet Gf auf R\

auf f~\G') ist. Diese Beziehung ist mit MΛ-/-I«?/) = u Equivalent. Die Klasse

HP(f) besitzt folgende Eigenschaften.

a) Ist u<v und UGHP(R), v^HP(f), so ist auch u^HP(f).

b) Ist u, v e HP(f) und sind a, β reelle nicht negative Zahlen, so ist

c) Ist u, veHP(f), so ist u/\v, uVv<=HP(f).

d) Ist {un} eine Folge aus HP(f)t die gegen u konvergiert und gleichmάssig

von einer Funktion Uo^HPiR) majoriert wird, so ist u^HP(f).

Es sei G' ein relativkompaktes Gebiet auf Rf.

a) Aus

V = HV

f~HGn = # / - i ( G ' ) + H / ' i ^ G ' ) < H f - H a . ) + V-U

erhalten wir

u < Hut-i(G>), u = Hf-i{G>).

b) folgt sofort aus

Q,) +

c) folgt aus 0<u/\v<uWv<u-\-v und aus a) und b).
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10 C. CONSTANTINESCU UND A. CORNEA

d) Wir setzen

{vn} ist eine nichtabnehmende Folge aus HP{f), die gegen eine harmonische

Funktion v < uo konvergiert. Wir haben

HVf-ι{0>) = Hm Hf-nσ ) = litn vn = υ.
«->oo n-»oo

Aus u<v<=HP(f) und a) folgt u^HP(f).

SATZ 5. 7sί ueHP(f), so ist Eu auf jeder Komponente von R' entweder

harmonisch, oder identisch unendlich.

Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem Hilfssatz 1 und aus der Definition

von HP(f).

Es sei G eine offene Menge auf R, so dass jede Komponente von G eine

Greensche Funktion besitzt. Wir bezeichnen mit Ί1G die Klasse der Funktionen

UG. HP(G) fur die, fur alle Punkte q des relativen Randes von G,

lίm u(p) < co
P~*q

ist und

ϊίϊn u(p) = 0
p-+q

ist, fiir alle Punkte q des relativen Randes von G, die fur das Dirichletsche

Problem regular sind. Fiir eine Funktion u e HP{G) bezeichnen wir mit u die

Funktion auf R die auf G gleich u und auf R—G Null ist.

SATZ 6. Es sei *η die identische Abbildung von G in R.

a) £s sei MGHG und D eine relativkompakte offene Menge auf R; dann

ist

U<Hn

auf D.

b) HσCHP( η).

c) Ist u^HP(-η) und

ϊim u{p) < °o
p-*q

fiir alle Punkte q des relativen Randes von G, so ist u^UG.

d) Der Operator EΆ ist auf HP{η) linear.

https://doi.org/10.1017/S0027763000002063 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000002063


VERHALTEN DER ANALYTISCHEN ABBILDUNGEN 11

e) Es sei {un} eine nicht zunehmende Folge aus JEJP( η)y derart dass

fur ein no ist. Dann ist lim EΆun — E^ilim un).

a) Es genugt die Ungleichung auf G Π D zn beweisen. Aus ΰ^s£%nD

und HS^ΈSnn folgt u<HS auf G(ΛD.

b) Es sei u e Uo und D ein relativkompaktes Gebiet auf R. Dann ist

95!nz)°}?= $"-i(D) und deshalb ist

HGΠD°V = //η-l(Z)).

Nach a) ist

und somit uGHP(-η).

c) Es ist nur zu beweisen, dass

lim u(p) = 0

ist, wo <? ein regularer Punkt des relativen Randes von G ist. Es sei D eine

Kreisscheibe, die den Punkt q enthalt. Nach dem Beweis von b) ist

U = Hn-HD) = HGnn°y-

Daraus, aus der Regularitat von q, aus w(<7) = 0 und aus der Stetigkeit von ΰ in

q folgt sofort die obige Beziehung.

d) Es genugt den Beweis im Falle dass R zusammenhangend ist durchzu-

fiihren. Es sei uu ui G HP( η). Ist Eui (i = 1, 2) identisch unendlich fiir

wenigstens ein /, so ist evident

E{uι + Uz) = Eui + Eu2

Wir konnen also nach Satz 5 annehmen, dass jede Funktion Eui harmonisch

ist. Da Ui<Euioη ist, so folgt aus c) Ui e Uσ. Es sei {Rn} eine normale

Ausschopfung von R. Sei ηn die identische Abbildung von y^iRn) in Rn.

Nach a) ist ΰi<Hΐl. Daraus folgt

Da aber ^ n M t £ l ? i so ist
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12 C. CONSTANTINESCU ΌND A. CORNEA

Ahnlicherweise zeigt man, dass Enn(ui + u2) = H%}?Ui ist. Daraus ergibt sich

und fur w -* °° folgt nach Satz 3

e) Wir bezeichnen vn = uno- un (n>no). Dann {υn} ist eine nicht abnah-

mende gleichmassig beschrankte Folge aus HP(-η) und nach d) und Satz 4 ist

lim Eun = lim E(uno - vn) =
n-»oo w->oo n-*oo

- lim un) =

fe ŝ ί /? zusammenhangend1 ]. Eine Funktion w aus HP(R) heisst singular,

wenn jede beschra*nkte nichtnegative harmonische Funktion, die kleiner als u

ist, identisch verschwindet. Die Funktion heisst quasibeschrankt, falls sie

Grenzfunktion einer nichtabnehmenden Folge von beschrankten harmonischen

Funktionen ist. Ist v quasibeschrankt und w singular, so ist v Λ w = 0. Parreau

hat beweisen, dass jede Funktion u e HP( R) eindeutig als Summe einer

quasibeschrankten und einer singularen Funktion darstellbar ist [13]. Es sei

a eine positive Zahl. Dann ist

u-a<{u-a)\ίθ<u, 0<u-(u-a)\/0<a.

Ist u singular, so ist

0<u-(u-a)V0<oc/\u<u und (u - a) V 0 = u.

Die Funktion u^HP(R) (w#0) heisst minimal, wenn aus v<=HP(R) und

v<u,

v = au

folgt, wo a eine reelle Zahl ist [11]. Fur zwei nichtproportionale minimale

Funktionen u, υ ist u Λ v = 0.

Eine Funktion ^ e HP(R) heisst eine diskrete Funktion, wenn sie als

endliche oder abza'hlbare Summe von minimalen Funktionen darstellbar ist u

heisst total nichtdiskrete Funktion, falls es keine minimale Funktion gibt, die

7> Auch fur die weitere Betrachtungen ist der Zusammenhang von R nicht notwendig,
aber sie sind nur fur R zusammenhangend interessant.
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VERHALTEN DER ANALY? ISCHEN ABBILDUNGEN 13

kleiner als u ist. Jede Funktion u e HP(R) ist eindeutig als Summe einer

diskreten und einer total nichtdiskreten Funktion darstellbar. In der Tat, es

sei {Ks} die Klasse aller minimalen Funktionen auf R, die in einem Punkt

gleich 1 sind und a(s) die grosste reelle Zahl fur die <x(s)Ks<u ist. Da

= 0 fur s*s' ist, so ist ([5], Theorem 2.2)

Σ «(«)#« = V a(si)KSi<u.
* = 1 1 = 1

Daraus folgt, dass a(s) nur fur abzahlbar vielen s positiv ist und es gilt

Σ a(s)Ks<u.
tf(S)>0

= Σ a(s)Ka+{u- Σ a(s)Ks)
ot(β)>0 ct(s)>0

ist offenbar die gesuchte Darstellung.

u^HP(R) heisst ein harmonisches Mass [5], [7], wenn

ist. Jede minimale beschrankte Funktion w, fiir die sup u = 1 ist, ist ein

harmonisches Mass. Jedes harmonische Mass u besitzt die Eigenschaft

(Af) ^ £ ^ V0 = u

Da w nicht grosser als 1 ist, ist nahmlich

u ~ a < w u n d ξ1

Es sei υ = ^ - ^ ^ V 0 < w. Dann ist

Λ ^ . w — a a(l

und

^ ^ f ^ ) ( l - « ) Λ « ) =0.

Umgekehrt, besitzt w e HP{R) (u<>l) die Eigenschaft (Λf), so ist u ein

harmonisches Mass. Laut (2) ist nahmlich

^ o ) + ( ^

und somit
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14 C. CONSTANTINESCU UND A. CORNEA

woe Λ Λ u-a a(l-u)
Λ 0 = -zί u = ΐ

1 —α 1 —α 1—α

Nach (1) ist dann auch

V0= - — ((ι#-α)Λ0) = l - « .

Es sei {i?«} eine normale Ausschopfung von R. Dann ist offenbar

wo ^ + = max (φ, 0) gesetzt wurde. Fur n-* oo erhalten wir

oc

und, nach (2), (l — u)/\u = O.

Aus der Eigenschaft (Λf) folgt unmittelber, dass fur ein harmonisches

Mass u

sup u = 1 oder 0

ist.

Die harmonischen Masse (bzw. singularen Funktionen) besitzen noch eine

wichtige Eigenschaft. Fur jedes a<\ (bzw. a< oo) ist

(3) #?«<*> = u.

In der Tat, die Funktion

ϊiu<«) in {u < a}

in

ist superharmonisch und

^—^<S<>u (bzw. w~ αr^S<w),

woraus

u — -η V0<S<;tt (bzw. w= (w~ α) V 0;

folgt.

SATZ 7. Es sei u eine minimale Funktion auf R. Dann konnen nur

folgende Fάlle υorkommen:
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VERHALTEN DER ANALYTISCHEN ABBlLDUNGEN 15

a) Eu = °o,

b) Eu = ocg'p'y

c) Eu ist eine minimale Funktion.

Dabei ist gfp> die Greensche Funktion von R' und a eine positive Zάhl. Ist u

minimal beschrdnkty so kommt nur der Fall c) vor, und Eu ist auch minimal

beschrάnkt.

Wir nehmen an, dass Eu nicht identisch unendlich ist und es seien Sί,

S'2(ΞSP(Rf), derart dass keine identisch Null ist und Eu = Sί + Sί. Dann ist

u^S[°f + S2°f und nach Kjellbergschem Hilfssatz gibt es zwei harmonische

Funktionen uu u2, derart dass u = Ui + u2i 0<Ui<S'i°f (i = 1, 2) ist. Da u

minimal ist, so haben wir

Ui = cci u (0 < on < 1) und ^1 + 2̂ = 1.

Keine der Zahlen <xu 0:2 ist Null, denn ware z.B. <xi = 0, so ist u - U2<*S[°f,

woraus

Eu = S{, Sί = 0

folgen wiirde, entgegen der Voraussetzung ϋber S[. Es ist also u = — w;

< — S/o/ und somit Eu<>~-S/. Daraus folgt

Sί + S2 = £"w,

woraus man erkennt, dass caEu = Si fίir jedes i ist. Es ist somit — = -—.

Nach dem Satz von Riesz, kann man Eu in der Form

darstellen, wo Pf ein (mit Greenscher Funktion gebildeter) Potential und u1

eine nichtnegative harmonische Funktion ist. Waren beide nicht Null, so

waren laut obigen Betrachtungen, uf und P proportional, was widersinnig ist.

Eu ist also entweder eine harmonische Funktion, oder ein Potential. Im

ersten Falle ist sie minimal, denn ist v' <= HP(R') und 0 < v' < Eu, so setzen

wir Sί = v\ Si = Eu- vf und wir erhalten wie oben v' = aEu. Im zweiten Fall

ist

Eu= f g'p'dμ'(p').
J R'
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16 C. CONSTANTINESCU UND A. CORNEA

Sind A[, A[ zwei punktfremde Borelsche Mengen auf R\ deren Vereinigung R1

ist, so hat hochstens eine von ihnen positives jut' Mass im entgegengesetzten

Falle setzen wir

; = f g'P>dμ'(P')>0 ( i= l , 2).
J Λ'i

Laut obiger Betrachtungen, miissen Sί, S'2 proportional sein, was unmoglich ist,

wegen der Eindeutigkeit des Masses eines Potentials. Daraus folgt, dass ein

Punkt p1 e Rf und eine reelle Zahl a existieren, derart dass

f

I
a fur p' e A1

. 0 fur ./>' φ A1

und £w = ##V ist.

Ist u beschra'nkt, so ist offenbar auch Eu beschrankt, was nur im Falle

c) moglich ist.

In einer friiheren Arbeit [1] haben wir mit U die Klasse der Riemannschen

Fla*chen mit Greenscher Funktion bezeichnet, die wenigstens eine beschrankte

minimale Funktion besitzen. Aus dem Satz 7 folgt,

FOLGESATZ 1. Ist R e £/, so ist entweder R! e Oo oder R' e U. Es ist

UCOAB.

Fiir die letzte Behauptung, die in [1] mittels der universellen Uberlage-

rungsflache bewiesen wurde, nehmen wir an, dass/eine nichtkonstante beschrankte

analytische Funktion auf R ist. Wir bezeichnen mit R' eine Kreisscheibe, die

die Werte von / enthalt. Da R! offenbar weder zu U noch zu OG angehδrt,

so haben wir einen Widerspruch erhalten.

HILFSSATZ 2. Es set u ein harmonisches Mass {bzw. eine singulare Funktion)

und Eu<l (bzw. Eu<°°). Dann ist ueHPif).

Es sei G' ein relativkompaktes Gebiet auf R'. Dann ist

a = sup iu(p) \p e / ' ^ C ) } ^ sup {Euip1) \pf e G ' K l (bzw. a < oc )

und

Dann ist nach (3)

U > Hf-i(β') > H{U<a) = Uy

woraus u^HP(f) folgt.
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SATZ 8. Es sei u^HP(f) und EuΦ + °o. 1st u: a) Quasibeschrάnkt b)

singular, c) minimaU d) diskret, e) ein harmonisches Mass,S) so besitzt Eu

dieselbe Eigenschaft. 1st u~v + w, wo v quasibeschrάnkt und w singular ist,

so ist

Eu = Ev + Ew.

a) Ist u beschra'nkt, so ist auch Eu beschrankt. Ist u quasibeschrankt, so

gibt es eine nicht abnehmende Folge {un) von beschrankten harmonischen

Funktionen, die gegen u streben. Aus dem Satz 4 folgt dann

Eu = lim Eun>

woraus man gleich erkennt, dass Eu quasibeschrankt ist.

b) Es sei uf eine nichtnegative beschrankte harmonische Funktion auf R\

fur die u' <; Eu ist. Dann ist

u<>Eu°f = u'Qf+ (Eu-u1)0/.

Mittels des Kjellbergschen Hilfssatzes kann man zwei harmonische Funktionen

uu U2 konstruieren, fur welche u = uι + u2, 0 < u\ < u'° f, 0 <> u2 < (Eu — u')° f

ist. Daraus folgt aber, dass u\ beschrankt und, da u singular ist, sogar

identisch Null ist. Es ist also

u = ui <L (Eu — u') °f,

woraus man Eu<Eu- uf und u' - 0 folgert. Eu ist demnach singular.

c) wurde im Satz 7 bewiesen.

d) Es sei Eu-u\ + uσ die Zerlegung von Eu in eine total nicht diskrete

Funktion u\ und eine diskrete Funktion uf

σ. Dann ist

u<u'τ° f + uΌ°f.

ufχ°f ist total nichtdiskret. Denn aus 0<uo<u'τ°/, wo w0 eine minimale

Funktion ist, folgt 0 < Euo <; uf

x und nach Satz 7 ist Eu^ minimal. Es ist daher

U<LUσ° /, Eu<,Uσ Und Uz = 0.

e) Aus u<, Eu°f folgt

8) Heins hat bewiesen [7], dass wenn u ein harmonisches Mass und Eu harmonisch
ist, so ist auch Eu ein harmonisches Mass. Dieser Satz folgt aus dem Hilfssatz 2 und
aus Satz 8,
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18 C. CONSTANTINESCU UND A. CORNEA

fίir jedes a, 0<a<l, und nach Eigenschaft (M) ist

I—a

Daraus erhalten wir

^ ^ Eu — a w Λ£•«£-!—-VO.

Da Eu nicht grosser als 1 und nichtnegativ ist, so ist offenbar

Eu — a
—Λ <

I — a —

Eu.

Daraus folgt, dass Eu die Eigenschaft (M) besitzt und somit ein harmonisches

Mass ist.

Es sei jetzt u = υ + wf wo v quasibeschrankt und w singular ist. Dann ist

v/\w-0 und nach (2) ist u = υVw. Nach a) und b) sind Eυ quasibeschrankt

und Ew singular und somit haben wir wie oben

Nun ist nach Satz 1

Eu = E(υ\l w) = EvM Ew = Eυ + Ew,

womit der Satz vollsta*ndig bewiesen ist.

II. Der Operator //

DEFINITION. ES sei u' e HP{R!). Wir bezeichnen mit I/u' die auf R durch

folgende Beziehung definierte Funktion:

Ifu'(p) = sup {u(p) \u<u'°f, u£Ξ HPif)}.

Es sei Rt eine Komponente von R, R[ die Komponente von R' die f(Rc)

enthalt und ft die Abbildung von Re in R[ die mit / zusammenfallt. Es sei

uf e HP(R') und u[ die Einschrankung von u' auf Rl Dann ist I/tu[ = I/u' auf

Rt.

Ist R eine offene Menge auf R\ und / die identische Abbildung, so werden

wir auch / an Stelle von // setzen, da / implizite bekannt ist. Falls keine
8
8
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Missverstandnisse zu befiirchten sind, so werden wir auch einfach 7 schreiben.

SATZ 9. Iu1 ist eine harmonische Funktion und Iu' e HPif). Der Operator

I hat folgende Eigenschaften: (uΊ, u2^HPiR'))

a) I(u[ V uί) = Iu[ V Iuί Iiu[ A u'2) = Iu[ A Iuί

b) I{aιu[ + CC2U2) = ocιIu[-\- a2luί

wo aίf CC2 reelle nichtnegative Zahlen sind.

Nach Eigenschaft c) von HPif) folgt, dass die Klasse {u€ΞHP(f)\u<u'°f}

nach oben filtrant ist, woraus man erkennt, dass eine nichtabnehmende Folge

aus dieser Klasse existiert, die gegen Iu1 konvergiert. Daraus und aus der

Eigenschaft d) der Klasse HPif) folgt Iu'(=HP(f).

Der Operator / ist evident monoton und I(auf) = alu'. Aus Iu[ -f Iu\ e HPif)

und

Iu[ + Iu[ < u[o f + u[° f = (u[ + uί) o f

erhalt man

Iuί + Iu2<Iiu[ -f uί).

Da

ist, so kann man mittels des Hilfssatzes von Kjellberg zwei harmonische

Funktionen uu u2 konstruieren, derart dass

'2) = Ui + U2, 0<Ui<u'i°f ( ί = l , 2 )

ist. Aus ui^.Iiu[ + uί) folgt sofort m e HPif) und deshalb ist Ui^Iu'i. Es

ist somit

7(«ί + W2)</wί4- 7̂ 2,

woraus die Linearitat von / folgt.

Aus u[/\u[<Ui (ί = l, 2), ergibt sich

iiu[ Λ «}) <: /«;, /(«{ Λ «}) < /«; A /^ .

Da aber Iu[ Λ 7//$ < u\ ° /, so ist

Eilu[ A 7«S) < «#!•

und daraus folgt

Eilu[ A Iuί) <, u[ A ̂ , 7̂ J A 7^ ^ (ι#{ A uί) °/,
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20 C. CONSTANTINESCU UND A. CORNEA

Iu[ Λ Iu[<I{u[l\u[), Iu[ Λ Iu\ = I(u[ Λ uί).

Daraus und aus

(Iu[ V Iu[) + (Iu[ V Iui) - /«{ + Iui = 7(«ί + *{)

= 7((«ί V «{) + (uί Λ «{)) = /(«ί V «J) + 7(«ίΛ*ί),

ergibt sich

7«ί V M = 7(«{ V ι#J).

Es gelten folgende Rechenregeln: (u e HP(f), Eu<*>, u' e HP(R'))

EIu' <, u', IEIu' = /«',

Aus Iu'<uf°f folgt nahmlich

£7ι#'^*', 7«'

Daraus folgt 7w' ̂  /^/w' <. Iu' und somit

/w' = IEIu1.

Aus u<,Eu°f folgt

w < /Ew <>Eu°ff Eu< EIEu < Eu

und somit

EIEu = Ew.

HILFSSATZ 3. /£d£ FunUion u' e HP(R') ist in der Form uf = wl + w5

darstellbar, wo u[ das Bild durch Έ einer Funktion aus HP(f) ist und u\ im

Kern von I liegt. Diese Darstellung ist eindeutig. Ist vf <Eu< °° fur ein

ueHPif), so ist

v' = EIv'.

Es ist

u[ = £:/w', «5 = tt' - B7«'

die gesuchte Zerlegung. Ist u' = u[ + wl eine andere Darstellung von uf mit

denselben Eigenschaften, so ist Eu-u[ fur ein u^HP(f) und

= EIEu = Eu = ui

Aber 7w' = Iu%, u[ = £"7ί*' = EIu% = W3 und u\ = u1 — u[- u' — u[ - uί Aus

Eu = v'-\ (Eu-vf) folgt
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Eu = ElEu < EIv1 + EI{Eu - v1) < EIv1 + Eu - v',

z/ = EIv'.

HILFSSATZ 4. /si G eine offene Menge auf R, derart dass jede Komponente

von G eine Greensche Funktion besitzt und ist ΎJ die identische Abbiϊdung von

G in R, so ist fur jede Funktion u G HP(R)

u°y = Uu -f Ha°y.

Es ist offenbar (u-H%)°-η G UG(UG wurde vor dem Satz 6 definiert). Nach

b), Satz 6 ist (u-H%)°r}<= HP(y) und somit

(u -

IrU gehort nach c), Satz 6 der Klasse UQ an. Dann ist u - (L,u) ° rf1 e WQ.

Daraus folgt

u-(Irίu)oV-
1^Hl u°v = Iτfii+H%°'η.

Laut des Hilfssatzes 4 ist, u e HP(f) gleichbedeutend mit / u = 0 fur

jedes relativkompaktes Gebiet G' auf i?;.

SATZ 10. Es set {R'n} eine nicht abndhmende Folge von offenen Mengen

auf R1, deren Vereinigung Rf ist. Es set fn die analytische Abbildung von

fx{R!n) in Rn, die mit f zusammenfά'Ut. Dann ist I/nu
r t I/uf fur jedes

Ist u G HP(fn+ί), so ist u, als Funktion auf f^R'n) betrachtet, in der

Klasse HP(fn) enthalten. Es sei nahmlich Gf ein relativkompaktes Gebiet auf

Rn dann ist

auf fή\Gf). Daraus folgt, dass die Folge {l/nu'} nicht zunahmend ist.

Ahnlicherweise beweist man die Ungleichung I/u' < I/n u'. Wir setzen

v = lim I/nu
f > Ifu'.

n->oo

Es sei Gf ein relativkompaktes Gebiet auf R1. Fίir ein genϋgend grosses n ist

G' in Rn enthalten. Da v < I/nu' G HP(fn) ist, so folgt aus der Eigenschaft a)

von HP(fn), v<=HP(fn). Es ist also
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auf f\G'). Es ist also v^HP(f) und v<I/u'.

SATZ 11. Ist u\ u'm^HPiR') (w = l, 2, . . .) zmd uf>\imum, so ist

{u'm} monoton und konvergent, so ist

I lim ML = lim Iu'm.
m->oo w->oo

Es geniigt den Satz im Falle dass Rf zusammenhangend ist zu beweisen.

Wir werden erst beweisen, dass falls die Folge {uf

m

o f) gleichmassig gegen

uf°f konvergiert, so ist 7w' = lim lu'm- Fiir ein beliebiges e>0 ist, fϋr genϋgend

grosse m,

u'°f< u'm°f + ε<u' f + 2ε

und deshalb auch

Iuf < Ium + h < Iuf + 2 7ε,

woraus die Behauptung folgt.

Wir nehmen jetzt an, dass uf = lim u'm ist, und es sei {R'n} eine normale
m-»co

Ausschopfung von R'} und fn die analytische Abbildung von f~1(Rt

n) in Rny die

mit / zusammenfallt. Auf /^(Rn) konvergiert die Folge {um°/} gleichmassig

gegen u'°f und deshalb ist

Ifnu' = lim Ifnum.
m->oo

Da aber nach dem Satz 10 I/num^.IfUm auf /^(Rn) ist, so ist

Weiter ergibt sich aus demselben Satz

' - lim 7/77&'>lim Ifu'm>

Wir gehen jetzt zum allgemeineren Fall ίiber, nahmlich dass uf >: lim um
m-*oo

ist. Es sei p^R und {umi} eine konvergente Teiifolge von (%}, so dass die

Folge {Iu'mι(p)} konvergent und

lim Ium^p) = lim Ium(p)

ist. Wir haben aus u' > lim umι,
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Iu'(p) > (/lim umi) (p) >ίίm Iumί(p) = ϊίϊn Iu'm(p),
Ϊ-»CO 2->00 7?ί->00

woraus die erste Behauptung des Satzes folgt.

1st die Folge nicht zunehmend, so ist I lim un < him und deshalb

/ lim un < l i i r l Λώi, / lim wL = lim lum.

1st die Folge nicht abnehmend, so ist lim u'n-um(Ξ HP(Rf) und
ΪJ-»OO

/ lim w« = lum + /(lim w!, - um).
J1->OO rt->00

Da die Folge {lim un-um}m nicht zunehmend ist und gegen Null konvergiert,

so ist

/ lim Um = lim /wm.

HILFSSATZ 5. J?5 s« uf
 G HP(R') und G' eine offene Menge auf R', fur die

jede Komponente eine Greensche Funktion besitzt. 1st uf - UR'-GΊ SO ist

Iu' = (Iuf)%-f-hG,}.

Wir konnen ohne Verlust der Allgemeinheit annehmen, dass R' zusam-

menhangend ist; es sei {Rf

n} eine normale Ausschδpfung von Rf, τjn die

identische Abbildung von R'nΓ\G' in R'n und -η die identische Abbildung von G1

in R'. Aus dem Hilfssatz 4 folgt Iηnu' = u' auf Gf ΠBRn und 7ηw'= 0.

Nach dem Satz 10 ist also lim IΆnu' - 0. Wir haben auf f~\R'nΓ\G')

I/u' = H^RfnnGI)<Hp{GΊ

Fίir w-> oo erhalten wir

auf /"HGO, woraus folgt

/ /
SATZ 12. ^s s« R—ΪR*—>R". Dann ist

Ifiof = ////'•

Wir bezeichnen f" - f°f. Es sei u" e HP(R"), G" ein relativkompaktes

Gebiet auf i?" und G'^f'^G"). Da
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ist, so ist nach dem vorangehender Hilfssatz

d.h. I/If,u"<=HP{f). Daraus und aus I/Ifu"<u"°f folgt

Aus u e HP(f') und Efu<™ folgt £/« e i/P(/0. Denn es sei G" ein

relativkompaktes Gebiet auf i?" dann ist

# = WB-/'/-i(G"') = UR-f-i(f'-i{G"))

und aus Hilfssatz 1 haben wir

Daraus erkennt man erst, dass JE/w harmonisch auf i?' ist, denn jeder Punkt

von R! kann innerer Punkt einer Menge der Form ffmml(Glf) werden. Weiter

folgt aus der letzten Gleichheit Efu<=HP(f).

Es ist HP(f') CHP(f). In der Tat, es sei u e HP(f") und Gf ein

relativkompaktes Gebiet auf Rf. Dann ist /'(GO ein relativkompaktes Gebiet

auf i?" undjΓ^G') C/"" 1(/'(G0). Daraus folgt

und

Aus //„»" e flP(/") folgt EfIfnu"^HP{f). Es ist aber

If»u"<u"of" = («"o/') o/

und deshalb ist

Ef If,, u" < u" o /, Ef If, u" < I/, u",

I/,,u"< (EfIf,,u")°f< Ufu")°f.

Daraus und aus If,u" ^HP(f) ergibt sich

//„ u" < If I/, u", If. u" = // If u".

HILFSSATZ 6. Es sei Rf zusatnmenhangend, Gf eine offene Menge auf R1

und G=/" 1 (G / ). Wir bezeichnen mit f die Abbildung von G in Gf die mil f

zusammenfάllt. Es sei u' eine minimale Funktion auf Rf fur die

/ίί 'φO, I/uf Φθ ist Dann ist G*φ und
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I If u1 = If,Iu'*O, EIIfuf = Ifu'.
G G' GG

Es sei erstens G^φ. Wir setzen u = 7/w'. Ist 7w = 0, so ist, nach Hilfssatz
G

4, w = # " auf G. Da !5£°/C!5g ist, so ist Hu

G<H%°f und sommit u<H%°f

auf G und

1st G = ψ, so ist offenbar U<UW-G>°f* Es ist also in beiden Fallen (G = ψ,

oder G^φ und /7/w' = 0). EfU<UR>-G'<u'. Da aber w' minimal ist, so ist

£/ 7/ w' = «M', // &' = // 2?/ // w' = #// w',

Aus dem Hilfssatz 4 folgt dann Iuf = 0 entgegen der Voraussetzung. Es ist
G>

also G^φ und Ilfu'^Q. Die Gleichheit

folgt aus dem Satz 12. Wir bezeichnen uo = u- EIu. Es ist
G G

Iuo = 0, uo = #g°.

Aus uo<u<u'°f folgt uo^HP(f) und

EfU0<uf, E/Uo^au1 (0 <<*<!) .

Es ist also

aEIu.

Es sei α = 1. Aus wo = H& <H%< H% ° / folgt

Wo < Mj?*-σ' ° / , Uf - EfUo< UR>-G' < U1.

Daraus folgert man Iu1 = 0 entgegen der Voraussetzung. Es ist also a < 1.
G

Aus (l-a)uo<aEIu und Hilfssatz 3 folgt
(? G

= 0, u =

was zu beweisen war.

FOLGESATZ 2. SmJ Gi, G2 2^^' offene Mengen und u eine minimάle

Function auf R(R zusammenhangend) fur die Iu # 0 (i = 1, 2) /si, so ist
Gi

und
I u*0.
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1st Iu*?0 fur eine offene Menge G, so gibt es nur eine Komponente Go von G,
G

derart dass

ist.

Dieser Folgesatz folgt unmittelbar aus dem Hilfssatz 6, wenn man Ry Gu

G2, Gi Π G2 an Stelle von R', R, G'f G setzt.

SATZ 13. Es seien R und R1 zusammenhάngend und u' e HP(R'). Ist u'

a) singular, b) quasibeschrankt, c) total nicht diskret, d) ein harmonisches

Mass, so besitzt Iu' dieselben Eigenschaften. Die Funktion u' ° / — Iu' ist

quasibeschrankt.

a) und b). Es sei u<^HP(R),

u < Iu'.

Da Iu' der Klasse HP(f) angehδrt, so gehδrt auch u der Klasse HP(f) an

und nach dem Satz 5 ist Eu harmonisch. Aus obiger Ungleichung folgt noch

Eu < u'.

Ist u' singular und u beschrankt, so ist auch Eu beschrankt und somit

Null. Es ist also u Null und Iu' singular. Ist u' quasibeschrankt und u

singular, so ist auch Eu singular und somit Null. Es ist also u Null und Iu'

quasibeschrankt.

c) Ist u< Iu' und u minimal, so ist Eu< EIu' < u' und Eu ist nach Satz 8

harmonisch und minimal. Da u' total nichtdiskret ist, so sind Eu und u Null

und Iu' ist total nichtdiskret.

d) Es ist

(1 -Iu') N Iu' + Iu' < (1 - Iu') + Iu' = 1.

Da aber (1- Iu') /\Iu' und Iu' der Klasse HP(f) angehδren, so ist

(1 - Iu') Λ Iu' H- Iu' < 71

und

(1 — Iu') Λ Iu' < 1(1 — u').

Daraus folgt

(1 -Iu')l\Iu'<I{\-u')NIu! = I((l- u') Λu') = 0

und Iu' ist ein harmonisches Mass.
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Es sei u singular u<u'° f - Iuf. Dann ist Eu< u' < oo und nach Hilfssatz

2 ist u e HP(f). Aus der Eigenschaft b) der Klasse HP{f) folgt u + Iu' e

i/P(/) und somit

u-\- Iu'< Iu', u = 0.

Aus &' minimal folgt nicht immer 7 '̂ minimal.

III. Der ideale Rand von Martin

Es sei R eine (zusammenhangende) Riemannsche Flache mit Greenscher

Funktion, gq die Greensche Funktion von R mit dem Pol in q,

die Funktion von Martin (^0 ist hier ein fΐxierter Punkt auf R), A der ideale

Rand von R im Sinne von Martin und Δi der Teil der Minimalen aus Δ [11],

[13]. R — R U Δ ist ein metrischer kompakter Raum. Fur zwei Punkte p>

q^R bezeichnen wir mit dip, q) ihre Entfernung in der Metrik von Martin.

Martin hat bewiesen, dass jede nichtnegative harmonische Funktion u auf R,

u<^ HP(R), mittels einer Integrale der Form

u= Ksdμ(s)
J A

dargestellt werden kann, wobei μ ein Borelsches Mass ist. Falls μ(Δ - Δi) = 0

ist, so nennt man μ ein kanonisches Mass; jede Funktion u<^ HP(R) ist mittels

eines kanonischen Masses in dieser Form eindeutig darstellbar.

Es sei S <Ξ SP(R) und F eine abgeschlossene Menge in R. Die superhar-

monische Funktion S* ist eindeutig in der Form

ί = \ Kqdμ{q) + gPΰμ( {p0})
)

darstellbar, wo F die abgeschlossene Hϋlle von F in R und μ ein Borelsches

Mass ist. Fur F = R erhalt man

S= f KQdμ(q) + gpMiPo)) = ί KQdμ(q)+gPoμ{{po})+ f Ksdμ(s).

Die erste Integrale ist ein Potential und die zweite eine harmonische Funktion,

also ist diese Zerlegung gerade der Satz von Riesz.
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Es sei A eine abgeschlossene Menge auf J, An die Menge der Punkte von

R, deren Entfernung von A nicht grosser als — ist und

w = J Ksdμ(s)<ZΞHP(R).

Es ist, wie Martin bewiesen hat [11],

(4) l im«ί n = f Ksdμ(s).
n-»oo J A

Es sei s e A und

GΛ = {peΞ R\Ks(p) > a) (Q<a< sup Ks).

Dann ist Ks-a<= UO(t und aus b) Satz 6 folgt IKS>KS - a # 0.
Got

Es sei s ε j j , G eine Umgebung von s auf R und G= GΓ\R. Dann ist

(tfs)iU=f _ Kqdμ{q).
J (R-G)n(RvAχ)

1st 7iΓs = 0, so ist nach Hilfssatz 4
G

Hi3 = KS, f _ tf94«(<7) = (if s)£-G = Ks

entgegen der Eindeutigkeit solcher Darstellungen. Es ist somit [10]

IKs * 0.
G

Jeder Punkt s e Δx ist ein erreichbarer Randpunkt von R. Es sei G(s, ε)

die Menge der Punkte von R deren Entfernung (in der Metrik von Martin)

von s kleiner als e ist. Laut obiger Bemerkung ist / Ks Φ 0 es sei Gn
G(s,ε)

diejenige Komponente (Folgesatz 2) von G[s, —), fur die IKs*0 ist. Nach
\ fl / Gn

Folgesatz 2 ist GnΓ\Gn+ι*Φ und somit Gn+i C G«. Man kann also einen Weg

auf R konstruieren, der gegen 5 strebt.

HILFSSATZ a. Es seien u\, U2^HP(R) und

Ui= f KsdμM (ι = l, 2).
JΔ,

/s/ ui<U2, so gibt es eine messbare Funktion β auf Δu O<0<1, so dass fur

jede Borelsche Menge A
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Ml(A)= f Θ(s)dμ2(s)
J A

ist 1st

«ι = f Ksθi(s)dju(s),
>Δχ

wo θi eine nichtnegative in Bezug auf μ sutnierbare Borelsche Funktion ist, so

ist auch

0i<<?2: M 9 ) .

Es sei Uo = U2 — Wi = I Ksdjuo{s). Aus

\ Ksdμ zis) = w2 = Wi + ^o = \ Ksd(μί + βo) (s)

und aud der Eindeutigkeit der kanonischen Darstellung folgt

Ate = μi + /Jo^£<i. 1 O >

Daraus erkennt man, dass ^i absolut stetig ([3], Seite 132) in Bezug auf μ2 ist

und der Hilfssatz folgt aus dem Satz von Radon-Nykodim.

Es seien a eine endliche totaladditive Mengenfunktion, auf der Klasse der

Borelschen Mengen von Ji. Der Satz von Hahn ([3], Seite 121) behauptet, dass

man eine Zerlegung von JL in zwei Borelsche Mengen A+, A~ ίinden kann,

A+UA" = Au A+ΠA"=φ9

derart dass fur ACA+(bzw. AC A")

<?(A)>0, (bzw. <j(A)<0)

ist. Man nennt A+ eine positive Menge und A" eine negative Menge fur a.

Man bezeichnet mit σ+, a~, \σ\ die Borelschen Masse,

a+(A)^aU(^A+)} σ~(A)= -a{AC\A~),

\σ\(A) =σ+(A) + σ'(A)

und man nennt sie die positive, bzw. negative, bzw. totale Variation von a.

Fur ACA + ist

MCA) = (T+(A) = σ{A)

9) D.h. bis auf eine Menge von μ-Masse Null.
10> D.h. μ2{A)^μi(A) fur jede Borelsche Menge A.
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und fur AC A"

Es seien ai, a2 zwei endliche totaladditive Mengenfunktionen. Wir setzen

01 V U2 = ~2 (<*l + ^2 4" I U\ ~ U2 I ),

ax Λ (72 = -g- (<τi + tf2 ~ I </i — ^21).

Diese endlichen totaladditiven Mengenfunktionen besitzen folgende Eigenschaft:

sind a, a zwei endliche totaladditive Mengenfunktionen, fίir die a < a t < a

( ί = l , 2) ist, so ist

1 < ax Λ 02 < (Ji < o\ V ό2 < σ.

Es sei nahmlich Λ+(bzw. A") eine positive (bzw. negative) Menge fiir <JI —<τ2.

Es ist fiir eine Borelsche Menge A

ai/\a2(A) =

Daraus folgt

= ai/\σ2(A) < ai(A)

Ahnlicherweise beweist man die entsprechende Eigenschaft von ax V a2 Insbeson-

dere ist

(;V0 = (j+, <;Λ0= -a'.

HILFSSATZ b. Es seien uu u2 Differenzen von Funktionen aus HP{R). m

gestattet eine Darstellung der Form

Ui = \ Ksdaiis),

wo ai eine endliche totaladditive Mengenfunktion ist. Dann ist

= f KsdUiVσz) (s),

- \ Ksd(aι!\a2) (s).
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1st

Ui= [ Ksθi(s)dμ(s),

wo μ ein {nichtnegatives) Mass ist, so ist

uι V u2 = f iJGmax (θΛs), 62(s)) dμ(s),

W I Λ « 2 = Ks min (0i(s), ^2(5)) dμ(s).

Wir setzen μi = UV(j2) — m (i = 1, 2). Da μ/ ein Mass ist, so ist

v, = \ Ksdμi(s)
JΔJ,

nichtnegativ. Aus

Ui + Vi= KsdίσiVσ*) (5),

folgt

Ui< f Ksd(ύiVσ2) (5),

ui\!U2< [ KsdioiVaz) (5).

Wir setzen wi V «2 = | Ksdσ(s). Da

UIVU2- Ui= \ Ksd(σ-σi) (s)

nichtnegativ ist, so ist ^ - <;/ ein Mass und somit

oi <~o> o\ V ΰ2 < ~o,

Ahnlicherweise verlauft der Beweis fur ui/\u2. Setzen wir

(j/(A) = f θMdμ(s),
J A

so ist

<7iV<τ2(A)= ί max (0i(s), Θ2(s)) dμ(s),
J A

woraus die letzte Behauptung des Hilfssatzes folgt.

Wir werden mit XR das kanonische Mass der Funktion 1 e HP{R)
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bezeichnen:

1 = f KsdXnis)

wir werden einfach X schreiben, wenn R aus dem Text ersichltlich ist. Es set

s e Δ; Z({s})^0 ist gleichbedeutend mit s e Δu und Ks beschrάnkt. Das

harmonische Mass der Borelschen Menge AQΔ soil die Funktion

ω(A) = ω(A, R) = \ KsdXR(s)
J A

sein [13]. Es ist nach Hilfssatz b

ω(A)Vω{B) = ω(AUB), ω(A)/\ω(B) = ω(ΛΠS),

Das harmonische Mass einer Borelschen Menge ist somit ein harmonisches

Mass (Siehe Seite 13). Umgekehrt, ist u ein harmonisches Mass, so gibt es

eine Borelsche Menge AC A derart, dass u = ω(A) ist. In der Tat, nach

Hilfssatz a ist

«= f Ksθ(s)dX(s),

0 < of < 1. Daraus folgt

Wir setzen A = {5GA|^(s)=l}, 5 = {se Ji|^(s) =0}. Obige Gleichheit liefert

AUB = Δ1: m

und das gibt u =

Eine (nicht unbedingt Borelsche) Menge AQΔ heisst vom harmonischen

Masse Null, wenn

inf U(Γ) | A C Γ C J , Γ offen} = 0

ist. Δ - Ji ist vom harmonischen Masse Null. Wir werden den Ausdruck fast

ύberall auf A fur eine Eigenschaft benutzen, wenn alle Punkte aus A diese

Eigenschaft besitzen, bis auf eine Menge vom harmonischen Masse Null.

Es sei a eine endliche totaladditive Mengenfunktion auf Δu Nach dem

Satz von Lebesgue ([3], Seite 134) kann man a eindeutig in zwei endliche
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Megenfunktionen zerlegen,

wobei 0i absolut stetig in Bezug auf X und ^ orthogonal zu X ist d.h. man

kann eine Zerlegung von Δγ in zwei Borelschen Mengen finden,

Γ0UΓi = Ji, ΓoΠΓi = 0,

so dass

) = 0, UKA) =o

ist. Es sei u eine Differenz von zwei Funktionen aus HP(R):

u= j Ksdσ(s).

Zerlegt man 0, wie oben gezeigt wurde, so ist u in der Form

u = § Ksθ(s) dX(s) + j Ksd0,(s)

darstellbar, wo die erste Funktion eine Differenz von zwei quasibeschrankten

und die zweite eine Differenz von zwei singularen Funktionen sind. Das ist

gerade die von Parreau angegebene Zerlegung einer Funktion aus HP(R) in

einer quasibeschrankten und einer singularen Funktion.

Es sei UEΞHP(R):

u= Ksdμ{s)

es gibt hδchstens abzahlbar viele S G J ^ , die positives μ-Mass haben. Fur jede

Borelsche Menge A bezeichnen wir

Σ μ({s}), r(Λ)=/ί(Λ)-(;(A).
sf=Λ

μO)>0

0 und τ sind Borelsche Masse auf Δ. Ist

i
μ({s))>0

so ist wσ eine diskrete und u~ eine total nichtdiskrete Funktion. Die Gleichheit
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stellt eine Zerlungen von u in eine diskrete und eine total nichtdiskrete

Funktion dar. Eine nichtnegative harmonische Funktion ist diskret dann und

nur dann, wenn ihr kanonisches Mass in einer abzahlbaren Menge konzentriert

ist.
* * *

R und R! werden von nun an zusammenhdngend sein und RQ OQ. Ist

Rf often, so bezeichnen wir

Δ(f) = {s<Ξ J\KstΞHP(f)}>

Ax(f) = Δ(f)Γ\ Δu

Ist R1 kompakt, so setzen wir Δ(f) = Δi(f) -φ. Wir wollen zeigen, dass Δ(f),

Δι(f) Borelsche Mengen sind. Es sei {R'n} eine normale Ausschopfung von R1

und po^f~1(Rfi). Wir bezeichnen

Γw(e) = { s G j | I Ks(po)>e}.
J-HR'n)

Es sei {si} eine Folge aus Γn(e), die gegen s0 konvergiert. Nach dem Satz 11

ist

Die Menge ΓnU) ist somit abgeschlossen. Die zu beweisende Behauptung wird

aus der Gleichheit
00 00 / 1 \

Δ-Δ(f) = U UΓnl-^r)
m—\ n = l ^ *'• '

folgen. Ist s in J - Δ(f) enthalten, so gehort Ks der Klasse HP(f) nicht an.

Es gibt also ein relativkompaktes Gebiet G derart, dass

f~ι(G')

ist. Es sei λ ein Weg auf R, der p0 mit einem Punkt pi von f~\Gf) verbindet,

fiir welchen

I Ks(pi) > 0

ist. Fiir ein genϋgend grosses n ist

f(λ) UG'C Rn.
Aus dem Satz 12 folgt

/ Ks<( I Ks)°v,
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wo -η die identische Abbildung von f^G') in f'KRn) ist. Daraus ergibt sich,

dass / Ks im Punkte pΰ nicht verschwinden kann und s gehδrt der Menge
f-Hsfn)

U U Γn(—) an. Da jeder Punkt dieser Menge offenbar der Menge Δ — Δ{f)
t Λ = l n = l \ ΎYl I

angehort, so ist die obige Gleichheit bewiesen.

HILFSSATZ 7. Es set u^HP{R)y

u= f Ksdμis)
J A

und R' off en. u gehδrt der Kϊasse HP(f) dann und nur dann an, wenn

μ{Δ-Δ(f))=0 ist. Ist u'eHPU?) und

uΌf= f Ksdμ{s),

so ist

Λ' = J Ksdμ(s).

Ist μ(Δ- Δ(f))>0, so ist μ(Γn(e))>0 fur wenigstens ein n und ein e. Ist

Ksdμ{s),

so kann man eine Folge {UJ} von Riemannschen Summen bilden,

Uj = Σ -^%Ϊ /* (Atf) (s>v e 7 «(e)),

die gegen 0 konvergiert. Dann ist nach dem Satz 11,

f-HR'n) J->» ί'HR'n)

v gehδrt also der Klasse HP{f) nicht an und, da υ < u ist, gehδrt auch u der

Klasse # P ( / ) nicht an.

Es sei jetzt μ(Δ — Δ(f)) ~Q. Da Δ(f) eine Borelsche Menge und μ ein

Borelsches Mass ist und A eine abzahlbare Basis hat, so kann man eine

nichtabnahmende Folge {Λί} von abgeschlossenen Mengen finden, so dass

μ{Δ(f) -A) =0 ist ([3], Seite 228), mit
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Dann ist u = I Ksdμ{s). Wir bezeichnen
•> A

Ui= [ Ksdμ(s) (| = 1, 2, . . . ) .

{w, } ist eine nichtabnehmende Folge, die gegen u konvergiert. Ist

I u*0
f-HG')

fur ein relativkompaktes Gebiet Gf auf R', so ist laut des Satzes 11

/ Uι * 0

fiir ein genugend grosses i. Wir konnen also vom Anfang an annehmen, dass

A abgeschlossen ist. Es sei p ein Punkt von f~ι(G'), fur welchen

/ u(p)>0
ΓHG<)

ist, und {Rn} eine normale Ausschδpfung von R. Wir bezeichnen mit -ηn die

identische Abbildung von f^iOΠRn in Rn und mit Γn die Menge

ΓΓ 7

Da A abgeschlossen ist, so folgt aus dem Satz 11, dass Γn eine abgeschlossene

Menge ist. Sind die Mengen Γn nicht leer, so ist auch Π Γn nicht leer, da A
n = l

kompakt, und die Folge {Γn) monoton ist. Fiir ein s e Π ΓΛ ist nach dem
n = l

Satz 10,

/ Ksip) =\imIVnKs{p)>0)
f~1(G/) n-*oa

was der Beziehung s ε J ( / ) widerspricht. Fiir ein genugend grosses n ist also

Γn leer. Es sei {uj} eine Folge von Riemannschen Summen

UJ = Σ ^ ^ ( A y , ) (s/; e A),
z = l

die gleichmassig im Inneren von R gegen u konvergieren. Nach dem Beweis

des Satzes 11 ist

Iηnu(p) = lim

Aber
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und man erhalt die widersprechende Beziehung

_/ ^ u(p) < Iτnu(p) < -£ I u(p).

Es ist also

und utΞHP(f).

Die Funktion j Ksdμ(s) gehort also der Klasse HPif) an und, da sie

offenbar nicht grosser als u'° f ist, so ist

f Ksd/As)<Iu'.f
Aus Iu' <u'°f und Hilfssatz a erhalt man

Iu' = \ Ksθ(s)dμ(s),

wo θ <1 ist. Da aber Iu' eHP(f), so folgt aus obigen Betrachtungen

Iu1 = ( Ksθ(s) dμ(s) < f Ksdμis),

Ksdμ(s).
f

Λus diesem Hilfssatz ergibt sich 11 = ω(JΛf)f R).

Wir nehmen jetzt an, dass Rf Φ OG und es sei Δ} der ideale Rand von R

und K's' die Funktion von Martin auf R. Fur ein endliches Mass μ' auf A*

werden wir mit μ'°f das kanonische Mass der Funktion

bezeichnen. Aus

( f K's,dXAs'))of = l*f = l=\ Ksd'/R(s)

folgt XR>°f = 7R. Fiir einen Punkt sf G J ' bezeichnen wir mit δs> das Mass auf A'

r 1 fiir A' 3 5
5S/(A0 =

1 0 fur A' $ 5.

Dann ist

j ( f) ω,

https://doi.org/10.1017/S0027763000002063 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000002063


38 C. CONSTANTINESCU UND A. CORNEA

Es seien X, X1 zwei lokalkompakte topologische Raume, μ! ein Borelsches

Mass auf X1 und fur jedes x' e X1 sei μx> ein Borelsches Mass auf X, so dass

fur jede Borelsche Menge A aus X die Funktion x1 -* μx>(A) eine Borelsche

Funktion ist. Wir setzen μ(A) = \ μx>(A) dμ'(x') I μ ist ein Borelsches Mass.

Fur jede nichtnegative Borelsche Funktion ^ auf X ist

eine Borelsche Funktion auf X' und

(5) f ( f φ(χ) dμAx))dμ'(x') = f ?(*) rf/i(*).

Denn diese Formel ist erst fur die charakteristischen Funktionen der Borelschen

Mengen wahr und daraus folgert man sofort, dass sie fur beliebige positive

Borelsche Funktionen gilt.

Es sei G eine offene Menge auf R die den Punkt βo enthalt. Die Funktion

G

ist laut des Satzes 11 halbstetig und somit eine Borelsche Funktion. Aus

H§'sfΌf(po) = (Ks>°f)(po) - HK's.of)(p0)
G

(Hilfssatz 4) folgt, dass auch die Funktion

s '-( i fW);U(>>)

messbar ist. Es sei jetzt A eine abgeschlossene Menge in A und

wo d(py A) die Entfernung zwischen p und A in der Metrik von Martin

bezeichnet. Die Funktionen

bilden eine nicht zunehmende Folge und ihr Limes ist wieder eine Borelsche

Funktion. Nach (4) ist

lim(^o/)Jfn(j)0) = f Ks(pϋ)d(δs>°f) (s) = (δS/°/
n->oo J A

Es sei Φ die Klasse der Borelschen Mengen AC Δ, fur die die Funktion
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messbar ist. Φ enthalt also die abgeschlossenen Mengen. Es

seien {Ai) eine monotone Folge von Mengen aus Φ. Aυs

(δs'°f) (limAi) = lim(<^°/) (Ad

sieht man, dass Φ eine monotone Klasse ist ([3] Seite 26). Daraαs folgt, dass

Φ alle Borelschen Mengen enthalt.

HILFSSATZ 8. Es set μ! ein endliches Borelsches Mass auf A1. Dann ist

[ ( [ Ksd(δs>°f) (s)) dμ'(s') = f Ksd(μΌf) (s).

Nach obigen Bemerkungen erfullen die Masse δs>°f die Bedingungen der

Formel (5), und somit ist

J ( $ Ksdiδv f) (s)) dμ'(s') = § Ksdμis),

wo

μ(B)= ( (δv*f)(B)dμ'(s')

ist. Fiir A gleich A ist also laut der Definition von μf°f

\ ( ( K8d{δs>°f)(s))dμ'(s') = \ (K'8Όf)dμ'{s')

= ( f K's,dM'(s')) of = f Ksdiμ'°f) (s),

und somit ist

f K8d(μ'of) (s) = ( Ksdμ(s).
J Δ I J AI

Aus der Eindeutigkeit der kanonischen Masse folgt μ = μf°f, was zu beweisen

war.

SATZ 14. /si i?'ΦOβ und

u'= f K's,dμ'(s')(ΞHP(Rr),
J A'

so ist

Iu'= f Ksd(μ'°f) (s) = f IKs>dμ'(s').

(??g Borelsche Menge vom μ1-Masse Null,
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IK'* = { Ksd(δs<°f) (s),
J A

wo A C Δι eine Borelsche Menge bedeutet, so ist

Iu'= f Ksd(μ'°f) (s).

Da nach der Definition von μ'°f

u'of= f Ksd(μΌf) (S)

ist, so folgt aus dem Hilfssatz 7

/«'= f Ksd(μΌf)is).

Insbesondere ist

/fiΓί.= f Ksd{ds,°f) is).

Aus dem Hilfssatz 8 haben wir

f TK's,dμ'(s) = f ( f Ksd(δs>°f) (s))dμ'(sf) = f Ksd(μΌf) (s) =

Die letzte Behauptung ergibt sich aus

Λ ' = [ IK's,dμ'(sf)= f ( f Ksd(δs>°f) (s)) dμ'(s')^ f Ksd(μΌf) (s).

Wir werden mit J '(/), Jί(/) die Mengen

J'(/) = {s' e Δ'\IKί>*0}, Δ[(f) = Δ[Π Δ'(f)

bezeichnen. Es ist offenbar

Daraus erkennt man, dass J'(/) eine Menge vom Typus Fβ ist. Ist G eine

offene Menge auf R, so setzen wir Δί(G) = {s ZΞ Δι\IKs * 0}. Aus Ji(G)
c?

= U Δi{Gi), wo G, die Komponenten von G sind, sieht man, dass auch Δi{G)
ί

eine Borelsche Menge ist.

HILFSSATZ 9. 1st u^HP(f) und

= f K'S'dμ'(
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SO ist μ'(A'-A'(f))=O.

Wir setzen

«'= ί Ks'dμ'(s')<Eu.
) A'-A'(f)

Nach Satz 14 ist Iu( = 0 und nach Hilfssatz 3 ist

u' = EIu' = 0, μ'(A' - A'(f)) = u'(p[) - 0.

SATZ 15. Ist

so ist auch

EIv!—\ Ks'dμ'is1).
J A'ι(f)

Es sei u' = u[ + u\ die im Hilfssatz 3 eingefiihrte Zerlegung und

Ui = I KS'dμt(sf) (ί = l, 2j.
fc'Δ'i

Da nach Satz 14

0 = 7 M { = f IKs>dμ'2(s')
J Δi

ist, so haben wir ^(^ί(/)) = 0. Da u[ = EIu' ist, so gilt, nach Hilfssatz 9,

μ[(Δ[ - J'Λf)) = 0. Daraus und aus μf = /ίj + ̂ 2 folgt

^ K's>dμ'(s').

Aus diesem Satz ergibt sich insbesondere

EIω(A', R')=l K's>dXB>(s') = ω(AfnJi{f)f

HILFSSATZ 10. Fiir zwei offene Mengen d, G2 auf R ist

Es ist offenbar Λ(GiΠG2)C Ji(Gi)Π Ji(G2). Es sei jetzt 5 e Ji(Gi) Π Ji(G2).

Dann ist

IKs^O (2-1,2)
Of

und nach Folgesatz 2 ist
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QιnG2

und

4L(GI) Π MGZ) C Ji(Gi Π G2).

SATZ 15'. /sf

11= ( Ksdμ(s)<ΞHP(R)

und G eine offene Menge von R, so ist

EIu = f Ksdμ{s).
QQ •'Δi(G)

Es seien Gi die Komponenten von G. Nach Satz 15 ist

Ksdμ(s).

Daraus und aus Hilfssatz 10 folgert man

[ Ksdμ(s).
G)

i J Δχ(Gi)

Es sei -η die identische Abbildung von G in R. Es ist

und deshalb

Aus EIu<EIu und (E Iu)/\(E I u) =0 fur i*jf folgt
G G G G Gi G{ Gj Gj

Σu= V EIu<EIu.
i Gi Gi i Gi Gi G G

Es sei a eine endliche totaladditive Mengenfunktion,

w=f Ksdσ(s), Go={p^R\

und -η die identische Abbildung von Go in R. Nach b) Satz 6 ist UQTJ e HP(y).

Es ist offenbar

= E(u°y) =
Go Go Go Go

Da
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ist, so folgt, aus dem Satz 15', σ*(Δι - Jj(G0)) = 0. Ahnlicherweise beweist

man, dass σ~(Δι - Δi(R- Go)) = 0 ist. Daraus folgt, dass ΔI(GQ) eine positive

und JI{R—GQ) eine negative Menge fur a ist.

HILFSSATZ 11. Es sei u eine Differenz von zwei nichtnegatiυen harmonischen

Funktionen auf R '

» = £ Ksθ(s) dϊΛs) + j" Ksdσo(s),

wobei σQ orthogonal zu 1 ist. Setzt man

A* = {5 G Λ10(s) >α:}, G« = {peΞ R\ u(p) >a}f

so ist

AaCJι(GΛ): [Z]

und Ji(G t f) 25ί gwg positive Menge fur σo. Ist fur ein a{s <Ξ J I | 0 ( S ) = α:}

harmonischen Masse Null, so ist Δι - Δχ{GΛ) - Δι{R- GΛ) auch vom harmonischen

Masse Null.

Es geniigt den Hilfssatz fur a = 0 zu beweisen, denn wir konnen u — a an

Stelle von u betrachten. Es sei Γo, TΛ eine Zerlegung von ii, fίir die %{ΓQ) = 0,

μ o | ( Λ ) = 0 ist und

u=\ Ksdσ(s), σ(A)=\ θis)
J Ax * A

Nach obigen Bemerkungen ist Λ(G0) eine positive Menge fur a. Ist A C Ji

so ist

σo(A) =

Daraus folgt, dass Ji(Go) eine positive Menge fur ί70 ist. Es ist

0 ^ ί Θ{s)d/Λs) = f
J ^oΠίΔi-ΔxίGΌ)) ^^ oπ(Δ 1-Δi(G' 0))πΓi

und somit Z(A 0 Π(Ji - 4(G 0 ) ) ) =0, Λ 0D Ji(G 0 ) : [ Z l

Wir nehmen jetzt an, dass die Menge {5 e zίi I ̂ (s) = α} vom harmonischen

Masse Null ist und es sei

A(R-G*): CZl

Dann ist Δι — Aa — AZ vom harmonischen Masse Null. Da, nach dem Hilfssatz

10, Ji(Gβ), Δi{R-Ga) punktfremd sind, ist
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+ X(Aϊ) =1

und somit ist Δi — Δι(GΛ) - Δi(R — Ga) vom harmonischen Masse Null.

IV. Die Hauptsatze

Es ist wichtig den idealen Rand von Martin auch fiir Riemannsche Flachen

R! ohne Greensche Fnnktion einzufύhren. Es sei G eine Kreisscheibe auf R1

und R= Rf -G. R hat eine Greensche Funktion und somit einen idealen Rand

Δ. Es sei ΔG> die Teilmenge jener Punkte von Δ die nicht auf dem Rand von

G liegen. Wir bezeichnen RQ> = R'UΔG und fϋhren auf R'G> diejenige Topologie

ein, fiir welche die identische Abbildung von R in R'Q> - G ein Homeomorphismus

ist. Man kann leicht zeigen, dass der topologische (metrisierbare) Raum R'Q>

von G nicht abhangt [13]. Deshalb werden wir einfach Δf und Rf an Stelle

von ΔQ' und R'G' schreiben. Δ' heisst der ideale Rand von R1. Ahnlicherweise

fiihrt man die Menge Δ[ ein. Ist R' kompakt, so ist offenbar Δf leer.

Eine (nicht unbedingt Borelsche) Menge A1 auf R1 heisst polar, falls fur

jede Kreisscheibe G auf R' eine Funktion S'^SPiR' -G) existiert, S'* + oo,

fiir die in jedem Punkt qf e Af - G'

lim S'(p') = + oo

gilt. Eine Menge Mι aus R' ist dann und nur dann polar, wenn sie eine Nulle

άussere Kapazitάt hat I insbesondere ist ein Punkt aus R1 eine polare Menge. Hat

R eine Greensche Funktion und ist A1 polar auf Rf, so kann man leicht beweisen,

dass sogar eine Funktion S' e SP(R') z\x finden ist, die die obige Beziehung

erfϋllt. Eine Teilmenge einer polaren Menge und die Vereinigung abzahlbar

vieler polarer Mengen sind polar.

Es sei 7" eine offene Menge aus Δ11}. Dann gibt es eine Funktion

SΓ e SP(R) fiir die

lim Sr(p) > 1, Sr(ίo) ^ 2 X(Γ)

ist. In der Tat, es sei {εn} eine abnehmende Folge positiver Zahlen, die gegen

Null konvergieren, so dass die Menge der Punkte von Γ, deren Entfernung (in

der Metrik von Martin) von Δ-Γ gleich εn ist, vom harmonischen Masse Null

">
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ist. Es sei Γn die (abgeschlossene) Menge der Punkte aus Γ, deren Entfernung

von Δ-Γ nicht kleiner als εn ist. Dann haben wir

7ΛΓn - TVi) = YΛΓn - Γn-i) (Γ0 = 0).

Nach (4) kann man eine offene Menge Gn finden, Gn~5Γn^ΓnZi, fur die

ist. Wir setzen

Es ist

und IHHSΓCJ?) > 1 Es sei A C Δ eine Menge vom harmonischen Masse Null
p->Γ

und {Γn} eine nichtzunehmende Folge von offenen Mengen in J, die A enthalten

und

ist. Dann ist

SGSP(R) und

Menge aus J vom harmonischen Masse Null ist polar. Insbesondere ist die

Menge Δ - Ji polar. Jeder Punkt s ε A , fiir welchen Ks nicht beschrάnkt ist,

bildet eine polare Menge. Der ganze ideale Rand einer Riemannscher Flάche

Rf G OG ist polar, da er auf dem idealen Rand von Rf - G' eine Menge vom

harmonischen Masse Null ist. Umgekehrt ist jede polare Menge aus Δ vom

harmonischen Masse Null. Es sei ACΔ eine polare Menge, S e SP(R)t S ΐ + °°,

S(po) # + °o und

lim S{p) = oo.

Wir bezeichnen
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Es gibt offenbar fur jedes s e A ein e > 0, so dass G(s, e) C G* und somit

J i (G(s , e ) ) C J i ( G Λ ) ist. s gehδrt aber der Menge Ji(G(s, e)) an, da

G(s, ε)

ist, wie am Anfang des Abschnitts III bewiesen wurde. Es ist also

Aus

J 1 £ 1 < £ _ L S
Ga ft

auf G<χ, folgt

£L 1 }.<, O.
Ga Got ft

Nach Satz 15' ist dann ω(Λ(G t f))<—S. Daraus ergibt sich

1

was zu beweisen war.

Fur jeden Punkt S G J I bezeichnen wir

• ifir(s)= n.

dabei ist /(G; die abgeschlossene Hulle von /(G) in £' . Der Durchschnitt

endlich viekr Mengen f(G) mit Λ(G) ^ 5 ist nicht leer, da nach Hilfssatz 10

ist. Daraus und aus der Tatsache, dass Rf kompakt ist, folgt, dass M(s) eine

abgeschlossene nichtleere Menge ist.

a) Fur jede offene Menge G' die M(s) enthalt, ist s e Δάf~\ό9 Π /?)).

In der Tat, ware, fur jede offene Menge G, fur die S E J I ( G ) ist, f(G)dG\ so

bίldet {/(G) - G'\A(G) ^s} eine Klasse von nichtleeren abgeschlossenen Men-
n

gen. Fur Λ(G, ) 35 (f = 1, 2, . . . , Λ) ist nach Hiifssatz 10 Ji( n f t ) 3 s und somit

n Cf(G7) - όo = (n/TG7)) - ό o / ( h G, ) - 6^^.
i l ί=l

Daraus folgt, wie oben

12) Fur die Definition von Mj genugt, dass R' ein topologischer Raum sei.
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n ό

Diese Menge ist einerseits in iίf(s), andererseits in R' — G1 enthalten, was

widersprechend ist. Es gibt also ein G, Ji(G)as mit/(G)CG'. Aus

^ K ό ' m P ) folgt s ε A ί Λ ό

b) Die Menge M{s) ist zusammerihangend, denn im entgegengesetzten

Falle konnte man zwei punktfremde offene Mengen Gί, G[ derart finden, dass

Λf(s)CGίUG2, M{s)Γ\Gi*φ (ί = l, 2) ist. Aus obigen Betrachtungen folgt

s e A ί / ' H ό ί Π ^ O U / Ή ό ί Π Λ O ) . Da aber Γ1(GίίΛRf)r\f"1{Gf2rλRf)^φ ist,

so muss 5 wenigstens einer Menge Δiif^iGiPiRO) angehδren. Ist das der

Fall z.B. fur ί = l, so ist iβΓ(s)CGί, entgegen der Voraussetzung, dass

$f{s) Γλόl^φ

ist.

c) Aus s e A - J i ( / ) folgt M{s)CRf und umgekehrt. Ist R1 kompakt, so

ist diese Bahauptung evident, so dass wir annehmen kδnnen, dass R' offen ist.

Ist S G Δ\ — Ji(/), so ist KsΦHP(f), und es gibt ein relativkompaktes Gebiet

G'CR', so dass s e Δάf'KG')). Es ist also M{s)CG'CRf. Ist M(s)CR', so

existiert ein relativkompaktes Gebiet G' C R't das die Menge 7kf(s) enthalt.

Dann ist nach a)

f-HQ')

und S G J I - Δi{f).

d) J5!s 5"&i ^m^w T 7 ^ ^ tffcί/ i? WίY J^m Endpunkt in s> so dass die Menge

der Limespunkte von f auf λ {cluster set) mit Mis) zusammenfάllt und

lim Ksip) = sup Ks

ist. Es sei G(s, 1/n) (bzw. G'(iίfίs), 1/w)) die Menge der Punkte von R (bzw.

2?'), der en Entfernung von s(bzw. M{s)) kleiner als 1/n ist und

G t f n = {ί>G R\Ks(p) > OCn)>

wo αrM t sup iΓs ist. Am Anfang des Abschnittes III wurde gezeigt, dass

G(s, ι/n) Gan

und somit s e Ji(G(s, 1/Λ) ), 5 e 4L(G«J ist. Aus a) folgt 5 e Jiif'KG'Uίfts), 1/n))).
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Laut des Hifssatzes 10 ist dann s e ΔAGis, 1/n) ΓλGΛnΠ f^iG'iMis), 1/n))).

Es sei On diejenige Komponente (Folgesatz 2) von G(s, 1/n) ΠG^Π/'^G'Ciίfίs),

1/n)) fur die S G J I ( D » ) ist. Es ist offenbar Dn+iCDn. Es sei p' ein Punkt

aus M(s) und G'(ί>'» £) die Menge der Punkte von R\ deren Entfernung von

p' nicht grosser als e ist. Da aber 5 e Δi(Dn) ist, so haben wir fur jedes n,

Dn<tf~ί(R'-G'(&f e)). Es ist also Dnr\f\σφ] ej)*φ. Es sei jetzt {.&,}

eine dichte Folge in Mis) und £(*) ( 0 < f < l - 1/2) ein Weg auf A, der mit

f^iG'ipί, e)) wenigstens einen Punkt gemeinsam hat und /Kl — 1/2) G A ist.

Wir nehmen an, dass der Weg pit) schon fur 0^t<l - l/2n~1 konstruiert

wurde und p(l- 1/2""1) e Dn ist. Dann konstruieren wir pit) fur 1-1/2"'1

< ί ^ l - l / 2 w so, dass er in Dn enthalten ist, mit f'\θipi 1/2W)) U = 1, 2,

. . . , n) wenigstens einen gemeinsamen Punkt hat und p(l — 1/2W) e Dw+i ist.

Der so konstruierte Weg λ besitzt offenbar die oben angegebenen Eigenschaften.

Es sei $if) die Menge der Punkte s aus Δ\ fur die Mis) aus einem

einzigen Punkt besteht. Wir setzen fur S G ^ / )

/is) = Mis).

Die Abbildung / : $if)-*Rf besitzt folgende Eigenschaften:

a) Es ist fur jedes

f~\&) = ΠΔΛΓ'iG'Cp', 1/n))).
n=l

b) / ist messbar, d.h. f~1iAf) ist eine Borelsche Menge, fur jede Borelsche

Menge Ά'CR'. Tnsbesondere ist τ$if) eine Borelsche Menge.

c) f'HΔ^CΔiif); f-KRDCΔt-Δiίf).

d) Fur 5G(f(/) ist fis) ein asymptotischer Punkt von f in s.

e) Es sei S E ^ / ) und F eine abgeschlossene Menge auf R, fur die

s^AiR—F) ist. Dann gibt es eine Folge {pn) aus F, die gegen s strebt, so

dass lim Ksipn) =supϋΓs ist und die Folge {fipn)} gegen fis) konυergiert.
n-»co

f) Fur Rf$OG, 5GJi und EKS^ °° ist seftif) und EKs = ccKfis) mit a

eine positive Zahl

a) Ist stΞfΉp'), so gilt nach der Eigenschaft a) von Mis), s e Δiif~\G'(p,

1/n))) fur jedes n. Ist, umgekehrt, s ^ΔiifHGip1, 1/n))) fur jedes n, so

haben wir
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M(s)Cf(Γ1(Gf{pf,

und somit M(s) = {p'}. Daraus folgt s

b) Es genugt zu zeigen, dass f~1(Al) eine Borelsche Menge ist, wenn A'

abgeschlossen ist. Es sei {pf

n} eine dichte Folge auf A'. Es ist offenbar

/ΛAOC ίΐ LJiifΛG'ίίi, 1/w))).

Es sei 5 £ Π U MfΉG'ip'n, Urn))). Dann gehort der Punkt 5, fur jedes m,
m = l n=l

einer Menge Δι{f~1{G'(pn{m)'> 1/m))) an. Es sei pf ein Haufungspunkt der

Folge {pn(m))m (p'^Ar) und G' eine Umgebung von p'. Man kann ein m

finden, derart dass G'(pn{m), 1/m) C G' ist; daraus folgt 5 e ^(/"HG Π /?))

und 7βr(5> C G' Da G' beliebig war, so ersieht man hieraus, dass iβΓ(s) = {pf}

ist und s e ? ( / ) , s e / ' H ί OC/'HA') gilt. Da Jiί/ΉGKi-m 1/m))) Borelsche

Mengen sind, so ergibt sich, dass auch /"HA') eine Borelsche Menge und /

messbar ist.

c) und d) folgen aus den entsprechenden Eigenschaften von Mis).

e) AusseJi(G(5, 1/w)), se= Λ(GβJl) (<*n t sup Ks, G«n = {p€Ξ R\Ks(p)>an}),

s^M/Ήσifis), 1/n))) und Hilfssatz 10 folgt

Da sΦJi(/?-F) ist, so ist die Menge G(s, l/^)ΠG^Π/~ 1 (G'(/(s), 1/w)) nicht

in i ? ~ F enthalten. Es gibt also einen Punkt pn,

pn^Gis, lln)Γ\GΛnΓ\f-\G'(f(s)9 l/n))Γ\F.

Die Folge {pn} besitzt offenbar die gesuchte Eigenschaft.

f) Nach Satz 7 ist EK, = ccg'p> (p1 e /?). oder F/Γs = αr̂ Γί' (s' e Jj). Im

ersten Fall sei G' eine relativkompakte Umgebung von ^'. Auf dem Rand von

f~1(Gf) ist Ks nicht grosser als ag'p>°f und somit beschrankt. Nach Hilfssatz

4 ist

Da /£? nicht beschrankt und H/-iiGΊ beschrankt ist, so ist

f-HG')

Es ist also seAt/ΉG')), $e g(/) und f(s) =/>'. Im zweiten Fall §ei G' eine
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Umgebung von s' und G' = GfCλR'. Da

Q' ' s ~~ a

ist, so folgt aus dem Hilfssatz 6,

Nach Hilfssatz 3 ist

f-ι(G') f~HG')

und s e Jxi/'HGO). Es ist also s e g ( / ) und /(s) = s\

SATZ 1613) (Riesz-Lusin-Privaloff-Frostman-Nevanlinna). Es sei A1 eine polare

Menge auf Rf. Ist fur eine Menge A C Δu Mis) C A' fur jedes 5£ A, so ist A vom

harmonischen Masse Null Tnsbesondere ist f~ι{Ά!) eine Menge vom har-

monischen Masse Null

Es sei G' eine Kreisscheibe auf R' und S&SPiR'-G'), Sf*°° und

lim

Wir bezeichnen

AQ. = {stΞA\M{s)CΆ'-G')y

Gl = (p' €Ξ K-G'\S(p')>a},

D = Γ\R' - GO, GΛ = ΓHG'a) C A

7?α die identische Abbildung von Got in D und y die identische Abbildung von D

in R. Es sei 5 e AQ*. Dann ist G'(i(/(s), e) C Gi fur ein e > 0 und

s^Δι(f'\G9(M{s), e)))CJi(Gr f), A^CA(Gβ). Wir werden beweisen, dass

lim ω(Ji(Ga), R) = 0

und somit AQ» vom harmonischen Masse Null ist. Auf Ga ist

Daraus folgt

l3> Siehe auςh Theorem 6-2 von [6] im Falle, dass / eine Lindelδfsche Abbildung ist.
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auf D und

lilϊl^/ηoηrtl = 0.
α->oo

Aus

folgt J£
1ηαjηoηαl e HP(η). Die Folge {is^/no^lh ist eine nichtzunehmende

Folge aus HP(-η) und nach Satz 6 ist

Πm£'η£'ηM/ηoηnl = 0.
w-»oo

Nach Satz 15' ist aber

woraus

limω(Ji(G»), /?) = 0

folgt. Es sei S G A - 4 . Dann ist M(s)fΛG'CΛAf*</>. Da aber A1ΠG' eine

Menge der Kapazitat Null und M(s) ein Kontinuum ist, so reduziert sich M(s)

auf einen Punkt aus Gf. Ist Ω' eine zweite Kreisscheibe auf R't so dass

Ω'C\G' = φ ist, so ist S G A ^ und A C A ^ U A Q ' . Daraus folgt, dass A eine

Menge vom harmonischen Masse Null ist.

HILFSSATZ 12. Hat R1 eine Greensche Funktion, so ist die Menge f"1(sf)

filr jeden Punkt s ' ε 4 ( / ) nicht leer und

IK's> = L K*d(δi.of) (s).

Da

ist, so folgt aus dem Hilfssatz 6,

E I IfK's* = IfKί:

/ ~ 1 ( G / ( s / , ε ) ) f - ι ( G ' ( s f , ε j )

Nach Satz 14 ist

///& = f Kjd(δs,of) {s).

Aus diesen Gleichheiten und aus Satz 15' ergibt sich

///&=•• f Ksd(δs>°f) (s).
• ' Δ j ( / ) π Δ i ( / ~ 1 ( G / ( s / , ε ) ) )
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Aus den Eigenschaften a) und c) von / erhalten wir

Ksd(ds,of)(s)= \ ^ Ksd(δs^f)(s)
Δi(/)oΔi(/-1(G'(S/,l/n))) J Δi(/)n/-i(s')

Ksd(δs.of) (S).
f-Hs')

SATZ 17. 1st R'&OG und

u'= f K's>dμf(sf)ζΞHP(R'),
J A'

wo A1 eine Borelsche Menge auf Δ[ ist, so ist

Iu' = L Ksd(μΌf) {s) = ί Ksd(μΌf) (s) = ( Ksd{μ'°f) (5).

Nach den Eigenschaften b), c) v o n / , Satz 14 und Hilfssatz 12 ist

Ksd(δs>°f) is) = L-i Ksd(δs>°f) is)

fiir jedes s' e Λ'. Es ist also nach Satz 14

f) (5).

Daraus und aus dem Satz 14 folgen sofort die anderen Gleichheiten aus der

ersten Reihe. Die letzten Behauptungen des Satzes ergeben sich aus diesen

Gleichheiten durch Betrachtung der Beziehungen

ω(A', Rf) = f Kl'dXAs'), XR<°/ = XR.
J A,

HILFSSATZ 13. £s set F eine abgeschlossene Menge der Kapazitάt Null auf

R, R = R— F, -η die identische Abbildung von ϊί in R, und Δ der ideale Rand

von R. Dann ist y uberall auf Δi(y) definiert; 9j bildet Ji(η) topologisch auf

Δi und

Mf{s) = Mfoniv

fur jedes $ ε j j . 1st AQΔiiyi) eine Borelsche Menge υom harmonischen Masse
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Null, so ist auch η(A) eine Borelsche Menge vom harmonischen Masse Null.

Wir konstruieren den idealen Rand von R in Bezug auf einen Punkt

ί o £ R- F und den idealen Rand von R in Bezug auf y~1(po). Es sei s ^Δiiy)

und Ks die Funktion von Martin auf R. EΆKs ist offenbar die auf R harmonische

Funktion, die in alien Punkten von R - F gleich (TΓsW 1 ist. Nach der

Eigenschaft f) von % ist ? in 5 definiert und

Aus y(si) = y(s2) folgt, dass die Funktionen Jtsx, Ks2 gleich sind und somit

die Punkte si, I2 zusammenfallen 7) ist also eineindeutig. Es sei 5 e Δi.

Dann ist offenbar Ks°r} eine minimale Funktion auf R aus HPirj). Daraus

folgt, dass ein s^Δi(v) existiert, so dass Ks°y=Ks ist. Es ist also s = ?(s0)

und y ist auf Δu Aus

sieht man, dass % und y'1 stetig sind. Es sei G eine offene Menge auf R.

Ist s e 41G), so ist yj~\s) e J i ί^CG)) und umgekehrt. Daraus und aus

/(G) =/o7?(τy-1(G:)) folgt sofort

Mf{s) = ikΓ/oηί

Die letzte Behauptung ergibt sich aus

ω(v(A)9 R)°v = hω(τj(A), R) =

SATZ 18 (Fatou-Nevanlinna). 7sί / eine Lindelδfsche Abbildung [6], (was

immer der Fall ist> wenn R'&OQ ist)y so ist f fast ύberall auf Δι definiert} d.h.

Wir bezeichnen mit 4ήZl die Menge der Punkte 5 e Δi fiir die M(s) C Δ1

ist. Nach der Eigenschaft c) von M ist A(/)C Ji( /*). Wir wollen zu erst

beweisen, dass

ist. Fiir zwei beliebige Punkte ^', <7f aus R1 gibt es eine Funktion vpqf auf /?'

die ausserhalb der Punkte p\ qf harmonisch ist, im Punkte p', bzw. q', eine

positive, bzw. negative, logarithmische Singularitat besitzt und auf dem idealen

Rand normiert ist, d.h. es ist
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fiir ein relativkompaktes Gebiet G't das die Punkte^', qf entMlt. Wir bezeichnen

R = /? — /~1{{pl

i <?'}), J den idealen Rand von R, 2i den Teil der Minimalen aus

J, v die identische Abbildung von R in R υnd

Die Behauptung, dass / eine Lindelofsche Abbildung ist, ist mit der Behauptung

Equivalent, dass die Funktion υp>q>°f° q eine Differenz von zwei nichtnegativen

harmonischen Funktionen ist [61 Nach dem Hilfssatz 11 gibt es eine dichte

abzahlbare Menge von reellen Zahlen 9 1 ^ derart, dass fur jedes a e 9 ? ^

ist. Wir setzen weiter

£W= U ( i i-

Nach Hilfssatz 13 ist XR{ZP,q,) = 0. Es sei s e j r A(jQ - ZPq> und s = ?~x(s)

ei i(^) - ^ β / . Fur jedes cc e 9 ϊ ί v ist entweder s eii(G«) oder I ^Ji(R - ά*)9

und somit ist entweder

oder

Es sei

«o = sup

Fur jedes ore9?$/e,(a:<ao), ist M/(s)$R' - G ί und somit ist

Daraus folgt, da 3ϊ^' dicht ist, Mf{s)CG'ao und wir haben

Fiir fast alle Punkte von Δλ — A(/) ist M/(s) in den Niveaukurven von υp-q.

fi, da sΦ.Δi(f) ist.
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enthalten.

Es sei {pi} eine dichte Folge auf Rf und

z = ϋ ZPί,a,
t = l

es ist XR(Z) = 0 und fiir jedes s e J r A(/) - Z ist Λ/V(s) in den Niveaukurven

aller Funktionen vpvq> enthalten, d.h. M/{s) reduziert sich auf einen Punkt, da

noch Eigenschaft b) von M, M/(s) zusammenhangend ist. Es ist also s

und

Ist Rf kompakt, so ist di(f) leer, und der Satz ist bewiesen. Ist R' offen

und R! G OQi SO ist nach Satz 16

χR{Mf)) = o,

da Δ1 eine polare Menge ist und somit haben wir XR(Ax - ?$(/)) = 0. Ist R'$OG,

so ist nach Satz 17

Daraus und aus A(/) CAi(f) schliessen wir

& = 0,

womit der Satz vollstέindig bewiesen ist.

FOLGESATZ 3. Es sei R <= U und ifs eine beschrάnUe Minimale. Dann

entstehen folgende zwei Mδglichkeiten: entweder besitzt Rf eine Greensche

Funktion, und dann ist f in s definiert, f (s)ej|, K'^{S)ist eine beschrdnkte Minimale

und Rf G Z7, oder aber besitzt R! keine Greensche Funktion, und dann ist f in

s nicht definiert und f ist keine Lindelόfsche Abbildung.

{s} ist eine Menge vom positiven harmonischen Masse. Nach Satz 18 ist

also / in 5 definiert, falls Rf$OG. 1st, umgekehrt, / in 5 definiert, so ist f(s)

nach Satz 16 keine polare Menge. Das kann nur dann der Fall sein, wenn

R'&OQ und Kf{S) eine beschrankte Minimale ist.

FOLGESATZ 4 [1]. Jede Fortsetzung einer Riemannschen Flaohe der Klasse

U gehδrt der Klasse U an.
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Es sei R e U und Rf D R. Die identische Abbildung ist offenbar eine

Lindelofsche Abbildung. Aus dem Folgesatz 3 schliesst man zuerst R' $ OG

und dann R1 e U.

Heins hat mit OL die Klasse der Riemannschen Flachen mit Greenscher

Funktionen bezeichnet, die keine Lindelofsche Abbildung in der Riemannschen

Kugel (\w\ < oo) besitzen [6]. Es sei OL> die Klasse der Riemanschen Flachen

mit Greenschen Funktionen, die keine Lindelofsche Abbildungen in Riemannschen

Flache aus der Klasse OG besitzen. Es ist offenbar

oL, c oL.

Aus dem Folgesatz 3 ergibt sich

UCOL>.

Man kann ein von Heins [4] gegebenes Beispiel benutzen, um zu beweisen,

dass die obige Inklusion OL>COL echt ist.

SATZ 19 (Lowner) Es sei R1 ΦOg, A eine Boreϊsche Menge auf Δ und A1

eine Borelsche Menge auf Δf. Sind alle Limes von f in A in A! enthalten, so

ist
ω(A, R)<ω(A', R')of.

Ist f auf A definiert, und ist / (A)CJ / , so ist offenbar f (A) eine analytische

7J-messbare Menge und ω{A, R) ̂ ω(f(A), Rf)°f.

Nach Satz 18 ist

ω(A, R) =ω(ΛΠ^(/), R).

Es sei 5GΛΠg(/). Dann ist / ( s ) e A ' , denn f(s) ist nach Eigenschaft d)

von / ein asymptotischer Punkt in s. Daraus folgt AΓ\%(f)Cf~1(Af) und

), R)<ω(f~ι{Al)i R).
Nach Satz 17 ist

ω(f-\A')9 R)=Iω(A't Rf)<ω(Af

t /?)<>/,

was zu beweisen war.

V. Der Fall i ? = { | * | < l }

In diesem Abschnitt werden wir als Riemannsche Flache R den Kreis

{U|<1} nehmen. Wir konstruieren den idealen Rand von Martin in Bezug

&uf dem Punkt pQ = 0. % ist hpmeomorph zu {\z\ ^1}, 4 zu {\z\ = 1} und
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L = Δ. Wir werden somit als Punkte von Δ\ die Punkte e*° nehmen. Es ist

Re^±f

XR ist in diesem Falle gleich dem Lebesgueschen Masse, geteilt durch 2 π. Eine

Menge auf Δ\ ist also vom harmonischen Masse Null dann und nur dann, wenn

sie vom Lebesgueschen Masse Null ist.

Wir sagen, dass eine Menge F auf R im Punkte et0 einen Winkeleingang

hat, wenn man mindestens eine Folge {zn) aus F wahlen kann, die gegen etθ

konvergiert und fiir die

lim arg

ist. An Stelle dieser Beziehung werden wir kurz

schreiben. Eine aquivalente Beziehung, die wir ofter benutzen, ist

1 — I Zn I

1st A eine Menge auf \z \ = 1, so sagen wir, dass F einen Winkeleingang in A

hat, falls sie in jedem Punkt von A einen Winkeleingang hat. Weiter verstehen

wir durch den Ausdruck " / hat im Punkte eί0 den Winkelgrenzpunkt pf e R"

die Beziehung

lim f(z)=ρ'.

Wir werden min 3:*(/) die Menge der Punkte et0 bezeichnen, fiir die / einen

Winkelgrenzpunkt hat und mit /* die Abbildung $*(/)-»#',

/*(/>)= lim /(*) .

Es ist bekannt, dass $*(/) eine Borelsche Menge und /* eine messbare

Abbildung ist.

SATZ 2015). Die Abbildung / ist fast uberall auf g*(/) definiert und

gleich der Abbildung /*.

Es sei A die Menge der Punkte eiθ e §'*(/), wo M(ei0) * {/*(^ι'θ)} ist.

Dieser Satz ist auch dann gϋltig, wenn Rf nur ein topologischer Raum ist.
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Wir nehmen an, dass A vom positiven Lebesgueschen Masse ist. Es sei

und A(r, e) die Menge der Punkte eiθ e A, fur welche d(f*(eiθ), f(z)) <e fur

z e G(e{\ r) ist. Da

UA(f,

und A(/ , 1/n) zunehmend mit r ist, so kann man ein rn finden, derart dass

X{A-A(T«, ~))<^

gilt. Daraus folgt

00

Es sei B C ΠA(r», 1/w) eine perfekte Menge mit positivem Masse und

G= U
1st {^} eine Folge aus G, die gegen etQ^B konvergiert, so konvergiert

gegen / * ( ^ θ ) . In der Tat, fiir ein beliebiges ε>0 nehmen wir n so gross, dass

IIn<ε/3 ist. Fur k> kε gibt es ein dk, so dass G(eiQ, rn)Γ\G(e*\ rn)*Φ, eiQk e Bt

zk<ΞG(eiQk, 11 n) ist. Dann ist fur einen Punkt zίeG(β ί θ, r«)ΠG(β/9fc, r»),

Wir wollen jetzt beweisen, dass

Iω(B, R) # 0

ist. Es sei Gtf = {z e i?|ω(z; 5, i?) > #} wir werden erst zeigen, dass fur

α>l/2, GaCG ist. Es sei 2OίG, zo = ?Vθ. Dann gehort βtθ der Menge B nicht

an; es sei λ die Komponente der Komplementarmenge von B in Bezug auf

U| = l, die eiQ enthalt; λ ist ein Kreisbogen und ω(B, R)<l-ω(λ, R). Man

kann geometrisch zeigen, dass

ω(zol λ, R) > -£
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ist, woraus

ω(z0; B, R)<~

und zo<£Ga folgt. Da ω(B, R) - a auf Ga der Klasse VLQ* angehδrt und kleiner

als ω(B, R) ist, so ist auf Ga

0<ω{B9 R)-a<Iω{B,R)< Iω(B, R),
Get G

woraus man erkennt, dass

Iω(B, Λ) * 0
G

ist. Daraus schliesst man, dass etθ <s Δι(G) fur wenigstens ein etθGB ist.

Es sei G' eine Umgebung von /*(β ί θ). Da / in etQ und auf G stetig ist,

so kann man eine Umgebung Go von etQ finden, so dass GoΓ\GC/~1(G'PiR!) ist.

Da ei9^MGo) ist, so ist nach Hilfssatz 10, ^ e ^ G o / Ί G ) und Λf(ef'θ) CG'.

Da Gf eine beliebige Umgebung von /*(£ ίθ) ist, so reduziert sich M(etθ) auf

diesem Punkt und etQ e tS(f) entgegen der Vorraussetzung. Es ist somit A

vom Lebesgueschen Masse Null, woraus die Behauptungen des Satzes folgen.

Es ist uns nicht gelungen ein Beispiel zu kontruieren in welchem $*(/) —

nicht leer ist.

Es sei f eine analytische Abbiίdung des Kreises { |z |<l} in einer beliebigen

Riemannschen Fldche Rf und A C §*(/)» ist f*(A) eine poϊare Menge, so ist

A vom Lebesgueschen Masse Null (Siehe auch Ohtsuka M., On the boundary

volues of analytic transformation of a circle onto a Riemann surface, Nagoya

Math. Journ., 10 (1956), pp. 171-175). Ist R! die Riemannsche Kugel, so erhalten

wir gerade den Satz von Riesz-Lusin-Priwaloff-Frostman-Nevanlinna.

HILFSSATZ 14. Es sei {zn) eine Punktfolge aus \z \ < 1 die gegen z = 1

konvergiert und rn(n~ 1, 2, . . .) ein Kontinuum, das den Punkt zn enthdlt und

dessen hyperbolischer Durchmesser gleich δ {eine fixe von n unabhdngige Zahί)

ist. Ist

= a
w-* α> χ — \Zn\

so ist

https://doi.org/10.1017/S0027763000002063 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000002063


60 C. CONSTANTINESCU UND A. CORNEA

1 + 2 _
Dabei ist K= K\ = Re Λ und cδ, c_δ sind endliche positive Zahlen.

x — Z

Wir bezeichnen mit γ den nichteuklidischen Kreis mit dem Mittelpunkt in

2 = 0 und den (hyperbolischen) Radius δ, und

a = sup {K(z) 12 e r), <* = 1*.

Es sei λ ein Kontinuum, das den Punkt 2 = 0 enthSlt, und dessen hyperbolischen

Durchmesser gleich δ ist, und

l>tfx = inf {lHz)\z^r)>0.

Man kann zeigen, dass

a = inf {ax \ λ wie oben} > 0

ist. Wir setzen

Wir bezeichnen mit Tn die eineindeutige und konforme Selbstabbildung des

Kreises R, die den Punkt 2 = 1 fest lasst und den Punkt zn in 0 uberfiihrt:

T ί M\ % Zn 1 Zn
n\Z) = -̂ j

1~22« l-Zn

K°TZι ist minimal und deshalb ist RoT'1 = K(zn)K. Es ist

Kto Tn1 = (Ko T-1)^ =*K(zn) Kt

wo λn = Tn(τn) ist. Wir haben aω < l*w und somit

aω < inf {^(2) 12 e= γ) lλ* < ίΓj, < «ω.

Daraus folgt

aK{zn) ω<Kt°Tnl<aK{zn) ω.

Schreiben wir diese Ungleichungen im Punkte Tw(0), so erhalten wir

aK(zn) ω(Tn(0)) < K?n(0) < aK(zn) ω(Tn(0)).

Es ist aber

• 2 On
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wo wir zn = rne
tθn gesetzt haben. Daraus folgt

< lim κ?n(0) < ίϊίn K?n(

61

2 _ 2a-

und somit auch die gesuchten Ungleichungen.

Es sei zn~* ̂ et0 und Crt ein Punkt, dessen hyperbolische Entfernung von zn

kleiner als δ ist. Dann ist auch CM-̂  ̂ eί0. In der Tat, sei

- fim
i-ιc»ι

und γn ein nichteuklidischer Kreis mit dem Durchmesser δ, der die Punkte zn

und Cn enthalt. Indem wir zu einer Teilfolge ύbergehen, kδnnen wir annehmen,

dass

ist. Nach dem Hilfssatz 14 ist

0 < TΨZΪ < 1™ #*n(0) < Πm ΛΓT*(O) <
ITU n->c» w-*oo

woraus α'<oo folgt.

HILFSSATZ 15. Es sei {zn) eine Foϊge, fur die zn~*

Hilfssatz 14. Dann ist zo = l$MR- U r«)
l

= 1,

CO

Es ist ϋ"? > /Γίn, r = U rw Wir wahlen eine konvergente Teilfolge der
n = l

Folge {/?•?„}. Nach Hilfssatz 14 ist die Grenzfunktion, die wir mit u bezeichnen

werden nicht Null. Aus u<K* folgt

= «? + (Kί - «)? < uΐ + Xί - «,
U<Ur<U.

Aus 0<u<K folgt u =

Nach Hilfssatz 4 ist

: < 1) und

1^
a
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wo wir G = R-γ gesetzt haben.

S A T Z 2 1 1 6 ) . 1st R' nicht der Riemannschen Kugel ( \ W \ < O G ) oder der

endlichen Ebene {\w\< °°) konform άquivalent, so ist ^(/)Cg : *(/) und f*=f

auf $(/) . 1st R! die endliche Ebene, so hat f in jedem Punkt eiθ <=$(/), fur

welchen f(eiθ)*oo i$t (d.h. nach Satz 16 fast uberall auf g(/)) den

Winkelgrenzpunkt f{etQ).

Wir fuhren fur jeden Punkt pf ^R' eine Klasse von offenen Mengen aus

i?', &p', ein, fur die

Π G' = {p')

ist. Ist p1 ein innerer Punkt von R'ip* e Rl)> dann bestehe ©£' aus alien

Kreisscheiben von R\ die den Punkt p' enthalten. Ist p1 ein Punkt von Δ\ und

besteht Δ' aus diesem einzigen Punkt, so soil <&p> = {R! - Rn) sein, wobei {R'n)

eine normale Ausschopfung von R1 ist, so dass der Rand von Rn aus einer

einzigen Jordankurve besteht, und das Geschlecht von R'n nicht Null ist. Ist

/ ' ein Punkt von Δ' und enthalt Δ' auch andere Punkte, so soil ©£' aus den

Mengen G' = G'Γ\R' bestehen, wo Gf eine derartige Umgebung von pf ist, dass

Rf - G1 keine kompakte Komponente hat. Fur die ersten zwei Falle ist obige

Bedingung offenbar erfiillt. Um das auch im letzen Falle zu beweisen, zeigen

wir zuerst folgendes: es sei U' eine beliebige Umgebung von p'y F = Rf - D\

F[ eine kompakte Komponente von F und p[ e F[. ES sei {pf

n) eine Folge auf

F(pn =* pΌ), die gegen pi konvergiert und Fn die Komponente von F, die den

Punkt pn enthalt. Dann konnen nicht alle Fn nichtkompakt sein. In der Tat,

es sei Ω1 ein relativkompaktes Gebiet, das F[ enthalt, En die Komponente von

FnίΛΩ1 die den Punkt pn enthalt und Ff

Q das obere topologische Limes der

Folge {F.n}> d.h. Fό ist die Menge der Punkte q1 <=Ω\ fur die jede Umgebung

von q1 in Ω' einen nichtleeren Durchschnitt mit unendlich vielen Mengen Fj,

hat. Es ist ZίCF', pί^Σί und Fo' zusammenhangend. Daraus folgt FjCFj.

Da die Mengen Fn nichtkompakt sind, so gibt es einen Punkt qn <= ΣnΓ\ dΩ*.

Es sei qf ein Haufungspunkt der Folge {qn}. Er gehort gleichzeitig der Menge

Fί und dΩf an. Daraus folgt, dass F'Q mit dΩ1 einen gemeinsamen Punkt

16> Dieser Satz ist auch dann gϋltig, wenn / bios eine innere Abbildung ist ([15]

seite 107).
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hat, entgegen der Voraussetzung F'Q C Ωf. Die Mengen Fn kδnnen also nicht

alle nichtkompakt sein. Indem man zu einer Teilfolge der Folge {F«} iibergeht,

folgert man, dass nur endlich viele von ihnen nichtkompakt sein konnen.

Fϋgen wir also der Menge D' alle kompakten Komponenten der Menge F' zu,

so entsteht eine offene Menge G', fur die GfΠRf(=&p'. Es ist aber

und somit

( n

Es sei q1 e R' und 5' e j[, s'^p1. Da s' ein erreichbarer Randpunkt von R' ist,

so gibt es eine Kurve λ die q' mit 5' in R' vereinigt. Es sei F eine abgeschlossene

Umgebung von q' und

σ = R' - x - F.

Gf gehδrt der Klasse (££' an und G' enthalt den Punkt qf nicht. Da q1 beliebig

auf Rf war, so ist

Es sei etθ <Ξ $(/)> G' eine Umgebug von f(etQ), derart dass G' = G' Π i?'

^^p(eiQ) und G = /~1(G'). Wir werden beweisen, dass ivί-G keine kompakte

Komponente enthalt. Es ist R - G = f~\R' - G'). Enthalt R1 - G' keine

kompakte Komponente, so ist das offenbar richtig. Enthalt aber Rf — Gf eine

kompakte Komponente, so ist pf = f(eιθ) ein Punkt einer abgeschlossenen

Flache oder der einzige Punkt des idealen Randes von R'. In beiden Fallen ist

R'-G1 ein abgeschlossenes Gebiet (triangulierbar) mit einer positiven Euler-

Poincareschen Charakteristik p\ denn der Fall der Riemannschen Kugel und der

Fall der endlichen Ebene und f{etθ) = 00 wurden ausgeschlossen. Wir nahmen

an, dass R - G eine kompakte Komponente Ω enthalt. Es sei p die Charakte-

ristik von Ω und n der Grad der Uberlagerung von Rf - G' durch Ω. Aus der

Hurwitzschen Relation folgt p>nμ'>n. Es sei / die Zahl der Randkomponenten

von Ω. Es ist p = / — 2 und, da R' — G' eine einzige Randkomponente hat, auch

l<n, woraus die widersprechende Beziehung
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folgt. R-G enthalt also keine kompakte Komponente.

Es sei {zn) eine Folge aus R-G die gegen eid strebt, δ eine beliebige

positive Zahl und γn ein Kontinuum, das den Punkt zn enthalt, den hyperbolischen

Durchmesser gleich δ hat und in R - G enthalten ist. Die Existenz von γn

ergibt sich aus der Tatsache, dass alle Komponenten von R-G nichtkompakt

sind. Hat die Folge {zn) im Punkte etQ einen Winkeleingang, so folgt aus dem

Hilfssatz 15 eiQ $ MR- Ur»). Desto mehr ist eiB$MG), da G C R - U m

ist, was der Definition von / und der Eigenschaft a) von M widerspricht.

Fiir jede Folge {zn)> die in etQ einen Winkeleingang hat, muss also f(zn^ fur

geniigend grosse n in G' enthalten sein. Da aber

ist, so folgt, dass / im Punkte etQ den Winkelgrenzpunkt /(e ί G) hat, was zu

beweisen war.

Im Falle Rf = {|w;|< °°}, der aus diesem Satz ausgeschlossen wurde, ist

die Inklusion $(f) C $*(/) nicht mehr wahr. Wir werden spater (siehe

Seite 74 und den Anhang) ein Beispiel in dieser Richtung geben.

HILFSSATZ 16. Es sei R' die Riemannsche Kugel, w0 e R' und etQ ein Punkt

in welchem die Menge f~1(w0) keinen Winkeleingang hat. Ist et9 e δ(/) und

Qi so hat f in etQ den Winkelgrenzpunkt f(etQ).

Es sei G' eine Kreisscheibe, die den Punkt f(et0) enthalt aber nicht den

Punkt wo, und es sei G = f~\G'). Die Menge R-G hat in ei0 keinen

Winkeleingang. In entgegengesetzten Falle sei {zn) eine Folge aus R-G, fur

die Zn-*^et0. Wir bezeichnen mit γn die Komponente der Menge R-G die

den Punkt zn enthalt, mit δ eine positive Zahl und mit ϊϊ die Menge der

natiirlichen Zahlen, fiir die der nichteuklidische Durchmesser von γn grosser

als δ ist. Ware 5Ϊ unendlich, so ware laut des Hilfssatzes 15, eiQ$A(R- U m).

Es ist aber GCR- U γn und somit etQΦJι(G)y was widersprechend ist. 9Ϊ ist

also endlich. Fiir w$9ϊ ist γn kompakt und deshalb enthalt γn einen Punkt C»,

f{Cn) = wo. Da die hyperbolische Entfernung zwischen ζn und zn nicht grosser

als δ ist, so hat die Folge {Cn} einen Winkeleingang in etθ entgegen der

Voraussetzung des Hilfssatzes. Also hat R - G in etB keinen Winkeleingang.
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Da G1 beliebig war folgt sofort, dass / im Punkte etQ den Winkelgrenzpunkt

f(ei0) hat.

SATZ 22. Es sei Rf die Riemannsche Kugel Existiert ein Wo e R' derart,

dass

V (Λ — I* \\ S no

ist, so ist / * fast ύberall auf $(/) definiert und gleich f .

Es sei Λi die Menge der Punkte £t0 e $(/), wo {^}, einen Winkeleingang

hat. Wir setzen

Enthalt G(^ίθ, α:) den Punkt zn = rne
i9n

9 so ist

| ^ Λ - ^ l < ( l - r « ) tgαr.

Es sei B* die Menge der Punkte £ίθ, fur die G(e*\ a) unendlich viele zn enthalt;

dann ist

fur ein beliebiges m, und somit ist BΛ vom Lebesgueschen Masse Null. Da

aber AiC Γ\ Ba ist, so ist A\ vom Lebesgueschen Masse Null.

Es sei

Aus dem Satz 16 ist zu ersehen, dass auch A2 vom Lebesgueschen Masse

Null ist. Ist eiQ e $(/) - A, - A2, so folgt aus dem Hilfssatz 16, dass / in / }

den Winkelgrenzwert f (etQ) hat.

FOLGESATZ 5. Es sei Rf die Riemannsche Kugel und f eine Lindelofsche

Abbildung {beschdnktartig). Dann ist / * fast uberall auf \z\ = / definiert und

gleich / .

Nach Satz 18 ist / fast ύberall definiert und, da die Bedingung

Σ ( l - M K o o

fiir alle Punkte wQ e R' erfullt ist, erhalten wir §ofort den Folgesatz stus dem

22,
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Dieser Folgesatz ist gerade der Satz von Fatou-Nevanlinna. Die Eigenschaft

e) von / erlaubt uns die Behauptung, dass / fast uberall einen Winkelgrenzpunkt

hat, etwas zu verscharfen. Man kann nahmlich sagen, dass fast alle et0 folgende

Eigenschaft besitzen: Es sei F eine abgeschlossene Menge in R> fur die

el0&Ji(R- F) ist (F kann diese Bedingung erfiillen, ohne im Punkte et0 einen

Winkeleingang zu haben) man kann dann eine Folge {zn) auf F finden, die

gegen eιQ konvergiert, und fur die {f(zn)} gegen f{eiQ) konvergiert.

VI. Fatousche Abbildungen

Der Abbildung / fehlt die Kompositionseigenschaft, d.h. es ist nicht immer

/ ' ° / = / ' ° / . Da diese Eigenschaft bei einigen Anwendungen wichtig ist,

werden wir eine Teilmenge der Menge $(/) einfύhren, auf der die Abbildung

/ diese Eigenschaft besitzt. Wir bezichnen, in Falle R'&OG,

go(/) = {s e Ji(/) \EKs< °°>.

Nach der Eigenschaft (/) der Abbildung / ist 3 :o(/)C^(/). Die Menge &>(/)

besitzt folgende Eigenschaften.

a) t?o(/) ist eine Borelsche Menge.

b) Es sei s' e J' δo(/)Π/ - 1 (s ' ) ist dann und nur dann leer, wenn TK's'

total nichtdiskret ist,

c) Ist s G $o(/) und f(s) e Δ[(G') fur eine offene Menge G1 C /?, so ist

auch \

a) Nach Satz 4 ist die Funktion s-*EKs(pl) halbstetig. Daraus und aus

der Tatsache, dass Δiif) eine Borelsche Menge ist folgt sofort, dass auch

$o(f) eine Borelsche Menge ist.

b) Ist IK's' nicht total nichtdiskret, so gibt es einen Punkt seJi, und eine

positive Zahl a, derart dass

aKs<TK's,<K's,of

ist. Dann ist offenbar s in t?o(/) enthalten und s ε / ' V ) . 1st, umgekehrt,

/ ) , so ist nach der Eigenschaft / ) von /

EKS = ccK's,,

wo α: eine positive Zahl i§t Daraus un^ aus ςier Eigenschaft c) von / folgt
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und IKs> ist nicht total nichtdiskret.

c) Es ist nach der Eigenschaft f) von /

EfKs = aK'?[S).

Da

ist, so ist nach Hilfssatz 6

_Ef I IfK'f(S) :

Nach Hilfssatz 3 ist dann

E I

und

f f
HILFSSATZ 17. Es sei R—>R'—>R", R'<£OG und s e $ 0 ( / ) . 5 gehδrt der

Menge $(f'°f) dann und nur dann an} wenn f(s) der Menge $(/') angehδrt.

In diesem Falle ist

ft(f(s))=fCf(s),

Es sei f(s) e δ(/ ' ) und G" eine Umgebung von / ' ( f ( s)) . Wir bezeichnen

G = (f'o/Γ1 (G"nR")=f-HG').

Nach der Definition von / ' ist /(s) G J^G') und nach der Eigenschaft c) von

tSo(f) ist sGJi(G). Mfofis) reduziert sich somit auf den Punkt / ' ( / ( s ) )

und 5

Es sei jetzt s e g ( / ' ° / ) und G" eine Umgebung von /'°/(s). Wir setzen

G; und G wie oben. Nach der Eigenschaft /) von / ist
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wo cc eine positive Zahί ist. Da s£Ji(G) ist, so ist

G oc G

Nach Satz 12 ist

wo /o die Abbildung von G in G\ die mit / zusammenfallt ist. Daraus folgt

und / ( S ) G J I ( G ' ) . Die Menge Mfifis)) reduziert sich somit auf den Punkt

/ und

Es sei z>/(i>') die Zahl der Punkte der Menge f~Kp') und

?fc ist eine offene Menge und R'k

HILFSSATZ 18. Ist s ' e Jί(/) - Π ΛiRk), so ist / " V ) Π S o ( / ) nicht leer,

/Γs' isί diskret und

IK'S' =

Summe endlich viele Glieder hat, Ist s1 e Δ[(R'kv\)> so besteht

aus hδchstens k Punkten.

Nach Satz 14 ist

( Ksd(ds>°f) (s).

Angenommen 7/ifs' ware nicht diskret. Dann kann man in Λ(/) k abgeschlos-

sene paarweise punktfremde Mengen Ai, A2, . . . , Ak finden, so dass

(ds>°f) (Ai)>0 (z = l, 2, . . . , A) ist. Es seien O, (ι = l, 2, . . . , k) paarweise

puntfremde Umgebungen der Mengen Ai und Gi = GifMξ. Da Ai C 4(G;) ist,

§9 i$t n&ch dem
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E IIfKf

s>>\ Ksd(δs>°f) (s)>0

und somit ist

Wir bezeichnen G, = /(G/) und es sei// die Abbildung von G, in G*', die mit /

zusammenfallt. Dann ist nach Satz 12

Q'i Gi G'ί

k Jc Tc

Laut des Hilfssatzes 10 ist s E Π A'ΛGi) = Jί(Π Gi). Es sei p' e Π Gί. Dann
ί = l < = 1 t = l

kann man in jeder Menge Gf einen Punkt ^, ίinden, fur welchen /(ί<) = ί ' ist.
Ίc

Es ist also pf(p')>:k, ΠG'iCRk und s 'e JjίiF?*). Da aber k beliebige war, so
ί = l

folgt 5' e Π ΔιiRk)y entgegen der Voraussetzung des Hilfssatzes. IK'S' ist also

diskret:

TK's'^^aiKsi (α, >0).

Es ist offenbar s, e goί/) und /(s, ) = s'. Daraus folgt durch einfache

Betrachtungen

IK[>[> = f _, Ksd(ds>°f) (s) = Σ α Λ,.
^/-i(s')π^o(/) 7(sι)=s'

Ist s'$4(i?Li), so ergibt sich genau wie oben, dass /"HsO Π 3?0(/) hδchstens

£ Punkte enthalt.

SATZ 23. Es sitf A'C Jί - Π J'ΛRk) und

«'= f K's'dμ'(s')eHP{R').
J A,

Dann ist

I«'=L „ Ksd(μΌ/)(s).
J f-HA')ni5o{f)

Insbesondere ist

Nach Hilfssatz 18 und Satz 14 ist

IK9,* = L « Ksd(δs>°f) («),
Jf-HA')nϋ(f)
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Daraus und aus dem Satz 14 folgt

c Ksd(μΌf)(s).

FOLGESATZ 6. 1st die von f bestimmte tjberlagerung endlich blάttrig, d.h.

vf beschrάnkt, so ist f^is') Πftoif) nicht leer fur sf e Δ[(f) und besteht aus

hδchstens k Punkten, wo k = sup vf ist.

Es ist

A K's,dμ'{s') = f K>d(μΌf) (s),
JAχf Jmf)

Iω(A', ^ ^ ω ί / ^

FOLGESATZ 7. Ist Rf e Γ7, / endlich-bldttrig und El 1 = 1, so ist R e Z7.

Zsί G' β//ιg o#^^^ Menge auf R\ fur die

E 11 = 1
G' G'

isty so gehohrt mindestens eine ihrer Komponente der Klasse U an.

Der letzte Teil dises Folgesatzes ist genau der Satz 12 von [1] der hier

angegebene Beweis benutzt aber nicht die universelle Uberlagerungsflache.

Da R' e U, so gibt es einen Punkt sf e Δ[ fiir welchen K's> beschrankt ist.

Aus K's> < a 1 fur eine positive Zahl a und aus Hilfssatz 3 folgt EIKs* = K'S'

und somit ist

IK'S> * 0.

Nach Hilfssatz 18 ist

IK's'= Λ Σ cciKst

und alle Ksi miissen beschrankte Minimale sein, was den ersten Teil des

Folgesatzes beweist. Der zweite folgt aus dem ersten durch evidente Betrach-

tungen.

HILFSSATZ 19. Ist R—>Rf—>R", f endlichblattrig und f°f fast uberall

auf Δχ{f) definiertt so ist auch / ' fast uberall auf Δ[(f) definiert.

Es ist zu beweisen, dass
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ist. Nach Folgesatz 6 ist

IfωU[(f)-%(f)9 R') = ω( f-\Δ[{f) - $(/')) Πgo(/), R).

Es sei S G Ξ / ^ U K / ) ~δ :(/))n^o(/). Aus /(s) $ft(/) und Hilfssatz 17 folgt

/'°/). Es ist also

©(/"HJί(/) - δ ( / υ n g ? 0 ( / ) , Λ ) < ω(Ji(/) -$(/<> A R) = o.

Mittels des Satzes 15 erhalt man

ω(Δ[(f) - g(/'), R') = EfI/ω(J[(/) - $(/'), R') = 0.

HILFSSATZ 19'. Ist G ein Gebiet auf Ry η die identische Abbildung von G

in R und f°η eine Lindelδfsche Abbildung, so ist f fast uberall auf Δi(G)

definiert.

Da -η einblattrig ist, so folgt dieser Hilfssatz unmittelbar aus dem Satz 18

und Hilfssatz 19.

DEFINITION. Wir nennen f eine Fatousche Abbildung, wenn man auf Rf

eine offene Menge G' finden kann, derart dass mindestens eine Komponente

von G1 eine Greensche Funktion besitzt und

E I 1 = 1

ist

Es sei F eine abgeschlossene Menge auf Rf und u' eine harmonische

Funtion auf Rf - Ff. Wir setzen

Ist, fur ein or, Ji - Ji(GΛ) — Ji(R —GΛ) vom harmonischen Masse Null, so ist /

eine Fatousche Abbildung. Man kann nahmlich als Menge G die Menge

G'Λyj(Rf-Ga) setzen. Daraus folgt, dass jede Lindelδfsche Abbildung eine

Fatousche Abbildung ist.

SATZ 24. / ist dann und nur dann fast uberall auf Δι definiert, wenn f

eine Fatousche Abbildung ist.

Wir nehmen erst an, dass / eine Fatousche Abbildung ist und es sei G'

die in obiger Definition yorkommencte Menge. Wir bez.eich.nen mit G* die
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Komponenten von f~1(G1) und mit η% die identische Abbildung von G% in R.

Die Abbildung /°τ?, ist eine Lindelδfsche Abbildung, da eine, und somit alle

Komponenten von G' Greensche Funtionen besitzen. Nach Hilfssatz 19' ist

/ fast uberall auf Ji(G f ) definiert und, da

J 1 ί / " 1 ( G 0 ) = U Ji(Gι)
i

ist, so ist/auch fast uberall auf Δι(f'\G')) definiert. Esistaber Ji - Jiί/'ΉG'))

vom harmonischen Masse Null und somit ist / fast uberall auf Δι definiert.

Es sei, umgekehrt, / fast uberall auf Δι definiert, p\ q' e Rf, υpq> die im

Beweis des Satzes 18 eingefiihrte Funktion und

Wir wahlen a so, dass Gi relativkompakt und

ZB(/'1(aGi))=o

sei, was immer moglich ist, und bezeichnen G' = Rf - 3G«. Es sei

s<=%(f)-f~HdG*). Dann ist entweder f(s)e=G'«t oder f{s)6ΞR'-G«. In

beiden Fallen ist s e ^(/" '(G')), woraus

und

folgt. / ist also eine Fatousche Abbildung.

Es sei {an} eine Folge in U I < 1 , die gegen \z\ = 1 strebt, rn der Kreis mit

dem Mittelpunkt in an und Radius rn I wir wahlen rn so klein dass

a) fnC{\z\ <1},

b) fnΠfm = Φ fur w#ra

ist. Wir bezeichnen

JΓab\Z) — -i-
— 2(2

Auf larl = 1 ist IPab(z) \ = 1. Aus

folgt
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(i~M2) (i-ki2) ι-\b? i -

73

\l-zά\ \l-zά\

1 -

mit

z-b
l-zb

(b - a) + (z + zάb) (b - a)
, | 2 I -t — | 2 \ A I I Λ, I / .

2 — 3 Γ 11 — 2α I

Es sei r« der Kreis mit dem Mittelpunkt in an und Radius rn/2. Fur 3 e ^

ist

εM(̂ >) = sup {I εanb(z)\ \z^R~γn) < — -2- j — τ \ τ '

Wir wahlen den Punkt bn so nahe dem Punkte an, dass bn e r«

1

ist und bezeichnen

fn(z) -

/ (*) =

Auf I2I = 1 ist \Mz) I = 1. Auf d] (j = 1, 2, . . . , w) ist

1 +

Daraus folgt, dass / eine nichtkonstante meromorphe Funktion ist, die in
CO

G = R — U Tn ein kleineres Modul als 1 hat. Es ist also
w = l

Wir kδnnen immer die Radien rn so klein wahlen, dass

c) £71 = 1
G G
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ist. Daraus folgt sofort, dass / eine Fatousche Abbildung ist. Ihre Nullstellen

sind gerade die Punkte an und m a n kann sie so wahlen, dass

d) Σ(l- |αni)=oo
n=l

ist ί / ist dann keine Lindelδfsche Abbildung. Nimmt man noch die Folge {an}

so, dass sie gegen den Punkt z = 1 konvergent ist, so kann man zeigen, dass

/, bis auf den Punkt 3 = 1, sogar analytisch auf | z I = 1 ist (somit ist auch / *

fast ϋberall auf \zI = 1 definiert) und / auch weiter nicht Lindelδfsche

Abbildung bleibt.

Wenn wir noch eine Bedingung der Folge {an} und den Kreisen γn

zuschreiben, so erhalten wir ein Beispiel, woraus man ersehen wird, dass die

Menge %(f )-%*(/) in Falle Rf = {\w\ < oo} nicht immer leer ist (siehe

Seite 64 und den Anhang). Zwar werden wir verlangen, dass

e) die Folge {an} in alien Punkten etθ einen Winkeleingang hat

f) der hyperbolische Durchmesser von γn kleiner als 1 sei. Nach der

Bemerkung, die dem Hilfssatz 15 folgt, hat dann auch die Menge {bn} in alien

Punkten etQ einen Winkeleingang. Daraus ergibt sich da an die Nullstellen und

bn die Pole von / sind, dass die Menge g*(/) leer ist, wogegen g(/) vom

Lebesgueschen Masse 2 π ist.

/ f ^ ^
HILFSSATZ 20. Es sei R—>R'—>R". a) f°f ist auf f~\Rf) definiert und

gleich f'°f. b) f°f ist fast ύberall auf f'Hftif')) UPGOa) definiert und

gleich ftof.

Wir s e t z e n / " = / ' ° / .

a) Es sei SG/'HR') und p" =f'(f (s)). f~\G"(p", e)) ist eine Umgebung

v o n / ( s ) und deshalb ist

f"~HG"(p", 6)) f-χ(f'-χ(G"(p", 8)))

Daraus folgt, dass / " in s definiert und gleich f°f{s) ist.

b) Es sei s ' eg(/ ' ) . Da

o'(s\ iin)

ist, so ist laut des Folgesatzes 2
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I Kί>*0

mit

G'n = G'(s', l/n)Γιf-1(G"(f'(s'), 1/n)).

Ist ausserdem s' in Δ[(f) en thai ten, so folgt aus dem Hilfssatz 6

E I IfKί> = IfKί>.
f~Hθn') f~HGn')

Daraus und aus den Satzen 14 und 15' erhalten wir

Ksd(δs> ° f)(s).
/-1(σM

/))

Lassen wir n gegen unendlich streben so ergibt sich

Ksd(δs>°f)(s).
Aχlf)n

Wir bezeichnen mit A die Menge

ist offenbar eine Borelsche Menge. Man erkennt sofort, dass

ist. Es ist also

7//jΓί'= f Ksd(δs, o f)(s)
J A

und aus dem Satz 14 folgt

= ( KsdiX* ° /)(s) = f KsdXB{s) = ω(A, R).
J A J A

Laut des Satzes 17 ist aber

Ifω(%(f>), R') - ©(/"Hgί/')), Λ)

und somit ist

was die Behauptung von b) bestatigt.
/ /'

SATZ 25. Es set R—>R'—>R" und f eine Fatousche Abbildung. Ist R'<£0G
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und f eine Fatousche Abbildung oder ist R' beliebig und JΛf) vom harmonischen

Masse Null {was immer der Fall ist, wenn Rf e OQ isi)9 so ist f'°f eine Fatousche

Abbildung.

Laut des Hilfssatzes 20 ist

f-\R' U 8?(/0) C $ ( / ' ° /) : DCnl.

Ist i?' Φ OG und / ' eine Fatousche Abbildung, so ist A1 - gf(/O eine polare Menge

und f~1(dt - $ ( / ' ) ) eine Menge vom harmonischen Masse Null. Es ist also

und f'°f ist eine Fatousche Abbildung. Ist Ji(/) vom harmonischen Masse

Null, so ist

und / ' ° / ist eine Fatousche Abbildung.

SATZ 26. .Es ̂ i&ί ̂ me Menge Z(f)Cdι, vom harmonischen Masse Nully

derart dass fur jedes s e J i - Z{f) -

/si, und fur jede Umgebung G von s ist Rf - f{G Γ\R) eine Menge der Kapazitat

Null

Es sei {G\} eine Folge von Kreisscheiben auf Rr die eine Basis in Rf bilden.

Die Mengen f~1(Rt — Gi) sind off en wir bezeichnen mit {Gn) die Komponenten

aller dieser Mengen (i = 1, 2, . . . ) . Ist M(s)*.Rf, so gibt es ein Gj , fur welches

M(s)CR'-G'i
00

und es ist seJ i (G n ) fur ein n. Es ist also fur sΦ U 4i(Gn)
n=l

Wir bezeichnen

Laut des Hilfssatzes 19' ist Ji(Gn) ~~ι$(f) und somit auch 2Ί vom harmonischen

Masse Null.

Es sei jetzt {Di} eine abzahlbare Basis in R und 9ΐ die Menge der Zahlen
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ί, fiir welche Rf - / ( A Π i?) eine Menge mit positiver Kapazitat ist. Es seien

{Gn} die Komponenten der Menge Di Γ\ R fur ί'e3ΐ und

Nach dem Hilfssatz 19' folgt, dass A{Gn) - $ ( / ) und somit Z2 vom harmonischen

Masse Null sind. Es sei s G Ji - U A(Gn) und G eine Umgebung von s. Dann

gibt es ein A fur welches s e f t C G ist. Ware i e 9Ϊ, so folgt aus s e Ji( DiΓ\R),

dass fiir wenigstens eine Komponente G« von Di Π R, s^AiGn) ist, was der

Voraussetzung iiber s widerspricht. Es ist also

R' - /(G ΓλR)CR'~ f{Di Π R\

woraus man erkennt, dass Rf - f(G Π R) eine Menge der Kapazitat Null ist.

Der Satz folgt sofort aus

Z ( / ) = Z i U Z 2 .

VII. Abbildungen vom Typus Bl

HILFSSATZ 21. Es sei S^SP(R) und v die grδsste quasibeschrankte Mino-

rante von S. Setzt man

υ = \ Ksd{s)dX{s)%

A* = {seΞJ1\θ(s)> a},

50 ist

AΛCMGa)CBΛ : m .

Ist S stetig (unendlich nicht ausgeschΐossen), so ist auch

Δί-BaCAiR-Ga) : (XL

Da DΛ={p£Ξ R\ v{p) > a) C Gα ist, so ist Ji(Dβ) C Ji(Gβ). Nach Hilfssatz

11 ist aber A* C Λ(A*) : 1X1, woraus Aa C ii(GJ : IΏ folgt. Auf Gtf ist

— S

und somit ist
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£ / l < l < — S

auf /?. Indem man die Definition von v in Betracht zieht, ergibt sich

Nach Satz 15' ist

£ 7 1 = f &dX(s),
Got Got ^Δχ(Got)

woraus, mittels des Hilfssatzes a, ψ < — folgt, wo ψ die Charakteristische Funk-

tion der Menge Jι(Gα) ist. θ ist also auf Ji(Gα) nicht kleiner als α, bis auf

eine Menge vom harmonischen Masse Null, was aquivalent mit Ji(Gα) C Bα ίΌ

ist.

Wir bezeichnen D = R-G*. Laut des Hilfssatzes 4 ist

α = Ice + Hί < Iα -f S < Elα + S

auf A denn S e S . Auf Λ- P ist

α < Elα + S

offenbar giiltig. Daraus folgt

α- EIcc< υ
D D

und nach Satz 15'

α\ KsdX(s)<\ KsO(s)dX(s).

Es ist somit α<θ(s) : [Z] auf di~ A(D) und deshalb

was zu beweisen war.

HILFSSATZ 22. ^5 5̂ ί P ' ein Potenzial auf R'(Rf $ OG), ^ dfe grosste harmonische

Minorante von P1 ° f und v die quasibeschrankte Komponente von u:

u=[ Ksdμis), v=[ KsO{s)dX{s).
^Δ J Δ

Es ist
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Es sei

Uo = 1 Ksdμ(s).
J Aί(f)

Nach Hilfssatz 7 ist uQ<=HP(f) und £^o ist harmonisch. Da aber Eu0 nicht

grosser als das Potenzial P' ist, so sind Eu0 und w0 Null und

Daraus folgt

Wir bezeichnen

Gi = {#'e/?' |P'(iO>a},

Ga =Γ1(G'a) = {peΞR\PΌ f(p) > a).

Nach der Eigenschaft c) von f ist

und nach Hilfssatz 21 ist

Daraus folgt

was den Beweis beendigt.

Fur Rf $ OG bezeichnet Heins [5] mit up» die grosste harmonische Minorante

von gpr o f und mit υp>, bzw. w/,/, die quasibeschrankte, bzw. singulare, Kom-

ponente von up>. Die Abbildung / heisst vom Typus Bl, bzw. BU, wenn υp>,

bzw. up'y verschwindet fur alle pf.17)

SATZ 27. / ist vom Typus Bl dann und nur dann, wenn

ΔΛf) = A : m

isί. D/βs^ Bedingung ist gleichbedeutend mit

/si J i (/) = Λ, so /si / vom Typus Bh.

Da gp> ein Potenzial auf /?' ist, so folgt aus dem Hilfssatz 22, dass vp> = 0

17) Sind R und Rf die Kreise | z | < l und | w |<1, so folgt daraus, dass die Abbildungen
yom Typus Bl gerade die Seidelschen Funktioneπ sind,

https://doi.org/10.1017/S0027763000002063 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0027763000002063


80 C. CONSTANTINESCU UND A. CORNEA

und Δχ(f) - Δι : [#] aquivalente Beziehungen sind, woraus die erste Behauptung

folgt. Ist Δι(f) = Δu so haben wir aus demselben Hilfssatz up> = 0.

Fiir ein beliebiges Rf und einen Punkt p' e R' heisst / lokal vom Typus

Bl, bzw. Bli, im Punkte p\ wenn man eine zusammenhangende Umgebung mit

Greenscher Funktion G' von p' finden kann, fiir die alle Abbildungen der Kom-

ponenten von f~1(Gt) in G\ die mit / zusammenfallen, vom Typus Bl, bzw.

Blj, sind. Matsumoto [12] hat gezeigt, dass / im Punkte pf lokal vom Typus

Bl ist, dann und nur dann, wenn man ein Jordansches Gebiet G' finden kann,

das p1 enthalt und fiir welches alle Komponenten von f~1(Gt) vom Typus SOHB

sind. Fiir eine offene Menge G auf R sind alle Komponenten vom Typus SOHB

dann und nur dann, wenn ΔΛG) vom harmonischen Masse Null ist. Daraus

folgt, dass / im Punkte pf dann und nur dann lokal vom Typus Bl ist, wenn

man eine Umgebung G1 von p' finden kann, fiir die f~1(Gf) vom harmonischen

Masse Null ist.

Wir nehmen an, dass Rf Φ- OG ist und setzen

Vf = {pf e R' I vP> nicht beschrankt}

Wf = {p e R' I wp> # 0}.

Wf ist, wie Heins bewiesen hat [5], eine Menge vom Typus Fσ und der

Kapazitat Null. V/ ist gerade die Menge wo f nicht lokal vom Typus Bl ist.

in der Tat ist p' nicht in Vf enthalten, so ist vp><oc< oo fur eine bestimmte

positive Zahl a. Wir bezeichnen

p,= \ KsOpAs)dX(s),

'a = {qf e R'! gp,(q') > a), G« =/" 1 (Gί).

Nach Hilfssatz 21 ist

/-'(G'a) C J i (Gj C {s e Ji I βp,{s) >*) = φ'. C

und / ist lokal vom Typus Bl im Punkte p\ Umgekehrt, ist / lokal vom Typus

Bl im Punkte pf, so ist / "HGO vom harmonischen Masse Null fiir eine Umge-

bung G' von p1. Fiir a genugend gross ist Gi C G' und nach Hilfssatz 21 ist

{s e Δx I ^ ( s ) > a) C A(Gβ) C ^(/" ' (GO) : CZ],

woraus v/,/ < αr und />' Φ Vf folgt.
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1st p* e Wf, so ist f~ι(pf) nicht leer und Wp> ist in der Form

Wp>- L Kidμ(s)
J f-HP')

darstellbar. Wir setzen

D«-={p^R\wp>(p) > a} CG α .

Die Behauptungen folgen unmittelbar aus den Gleichheiten

wp. = E Iwp, = ί Ksdμ(s) = f jRΓsrf/Ks),

f-\p<) = n A(G«).

Daraus folgt [5], dass ί' ein asymptotischer Punkt ist.

SATZ 28. Es set u^HP(R) und Eu^u' + P'^^, wo u' ^HP(R') und Pf

ein Potential ist. Dann ist

^^g'p.dμ'(p').

Ist u quasibeschrankt, so ist

μ{Wf-V/)=O;

ist u singular, so ist

μ(V/-Wf)=O.

In diesem letzten Falle ist u' singular^

Es sei

P'=\ g'p'dμ'(p')

und

P" = §R/_r^vg'p>dμ'(p').

Dann ist Eu- P" e SP'(R') und u< P" ° f+(Eu-P") ° f. Nach dem Kjell-

bergschen Hilfssatz kann man zwei harmonische Funktionen uu u% finden, so

dass

U = Uι + Uz,

0<u!<P" ° f, 0<uo< (Eu-P") of

18) Aus u quasibeschrankt folgt nicht immer ur quasibeschrankt.
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(g'P>of)dμf(pf).

Heins hat bewiesen [5], dass die grδsste harmonische Minorante von P" ° /

gleich

f uP,dμ'(p')
J R' - VJ\J Wj

ist. Es ist somit

f Up>dμ'{p') = ( Vp,dμ'(p'),

denn up> = vp> auf Rf — V/U Wf. Daraus ersieht man, dass u\ quasibeschrankt

ist.

Aus

Eu = E(ui + u2) < Em + Eu2< Eui + Eu- P" < Eu

folgt Eui = P".

Fur einen Punkt p'$ V/ kann man eine Umgebung Gf ίinden, fίir welche

ist. Daraus folgt

und

Nach Hilfssatz 4 ist

/ 1 = 0

I {uιNn)<n I 1 = 0
f-HG') f-HGΊ

= lim / (ui Λ n) = 0.
fH

und nach Hilfssatz 1 ist £#i harmonisch in G'. Es ist somit μ'{G') = 0 und, da

i>f beliebig war,

μ'(R'-Vf) =0, P / ; = 0.

Ist ^ quasibeschrankt, so folgt genau wie oben fur ui

μ'( Wf ~ V/) < μ'(R' - Vf) = 0.

1st u singular, so bezeichnen wir

[ g'p'dμ'ip'),
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Mittels des Kjellbergschen Hilfssatzes kann man zwei harmonische Funktionen

uu u2 finden, derart dass

u = ,
0<u1<P"Ό /, 0<u2< {Eu-P1") o /

ist. uι ist nicht grosser als die grosste harmonische Minorante von Pfn ° f,

welche, wie Heins bewiesen hat, gleich

ί up,dμ'(p')

ist. Hier kann man υp> an Stelle von up* setzen, da wp. Null auf Vf - Wf ist.

Daraus erkennt man, dass u\ quasibeschrankt und somit Null ist. Es ist also

auch P"f Null und

μ( Vf - Wf) = 0.

Es sei v' eine nichtnegative beschrankte harmonische Funktion auf R1, vf < Eu.

Mittels des Kjellbergschen Hilfssatzes sieht man genau wie oben, dass

u< (Eu-υ1) ° f ist, woraus v' = 0 folgt.

Wir werden mit OHBn (l<n< <χ>) die Klasse der Riemannschen Flachen

mit Greenscher Funktion bezeichnen, fur die Δι aus hδchstens n Punkten su s2,

. . . , sn, fur die Ks beschrankt ist, und aus einer Menge vom harmonischen

Masse Null besteht [1].

SATZ 29. Ist R^OHBΐai so ist f lokal vom Typus Bl [12]. Ist R^OHBn

- U OHBI (l<n< oo) und R'Φ OG) so ist Rf e OπBn> ~ U OπBt fur ein ri,
/<n i<n'

n'<n< nf sup v/.

Laut des Folgesatzes 3 i s t/ ~1(RI) CJi- U {si} und somit vom harmoni-

schen Masse Null, woraus sofort folgt, dass / lokal vom Typus Bl ist. Ist

Rr ί OG, SO ist nach demselben Folgesatz / in alien Punkten s, definiert,

f(si)GJiundKf{S{) ist beschrankt. Es sei Af = Δ[ - U {/(s, )}. Dann ist

nach Satz 17

7ω(A', /?') = ω(f-\A'\ R) < ω(A - U {s/}, R) = 0.
< = 1

Daraus und aus
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(Satz 27) folgt dass Af vom harmonischen Masse Null ist. Es ist also

Rf e OHBn' - U OHBi mit ri < n. Wir nehmen jetzt an, dass sup v/ < °° ist. Fur jedes

S'ZΞΔΊ fur welches K's> beschrankt ist, enthalt /"HsO hochstens sup ?v Punkte

s, (Folgesatz 6) woraus n<nf$\xpv/ folgt.
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Anhang*

Wir geben ein Beispiel einer analytischen Funktion / im Kreise \z\ < 1,

fur die / im Punkte z = 1 deίiniert und gleich °° ist, wogegen /* im Punkte

2 = 1 nicht definiert ist. Dieses Beispiel zeigt, dass der Satz 21 auf den

ausgeschlossenen Fall Rf = {| w I < oo }, f (etB) = °°, nicht ausgedehnt werden

kann.

Es sei G die rechte Halbebene und γn der Kreis

\C-2n'\<l, (Λ = 1, 2, . . . ) ,

Es ist

wo ωn das harmonische Mass von Bγn auf G~γn ist.

den hyperbolischen Mittelpunkt von γn, so ist

an - ^22n* — 1 .

ω«(C) ist zu log ~ηr—-n proportional; dsraus folgt

Bezeichnet man mit

log

Es ist aber

log ±
l—Cln

1 +
= log ί an ; 2 — ^ — ^ Λ~

1 -
an

log Srff^l = log^ai^^I-log ^ - - W-log2,

und somit haben wir

Daher ergibt sich

2"3-2 log 2

Added on March 14, 1960.
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und die Reihe Σ # G - T W ( 1 ) ist konvergent. Fur ein genύgend grosses no ist

und (Hilfssatz 4)

ξ = ξ — JJ\_ £ T n :> f — 2 ] Ha-rn.

G- u Tn

Daraus ergibt sich

/
00

1st Gξo = , so ist offenbar

> 0

und somit, laut des Folgesatzes 2,

/ ξ > 0.

Es sei

und <;„ das Intervall (2" + 1 , 2(n+1) - 1 ) . Wir setzeα

Fur feo, ist

>fπ ι(^+l_1)|(^±l_-
\P(ξ)\>

2"' 2<"+ί» ..-+,V1 2*
2"""3

Daraus folgt lim α:n = °°. Fίir ζ e 9r« ist

IΛC)|>ΓlT
Lfc=i

1 -
ReC
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* Γ π ( i - 2 +

Es ist also lim βn = °°
n-*oo

Fur ReC^όn ist

Fur C ί U r » und f = M e r « ist |P(C)|>^«. Daraus folgt, dass man fur

jedes a>0 ein £0(α) finden kann, so dass

ist.

Aus diesen Betrachtungen folgt, dass P im Punkte C = oo definiert und

gleich oo ist, da

ist. Setzen wir

so ist / im Punkte 2 = ] definiert und gleich 00, wogegen /* in demselben

Punkte nicht definiert ist.
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