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ALGÈBRES COMMUTATIVES ENGENDREES PAR 
LEURS ELEMENTS IDEMPOTENTS 

KLAUS KEIMEL 

1. Introduction. Dans ce travail, R désignera toujours un anneau com
muta tif ayant un élément unité 1. Les R-algèbres considérées seront supposées 
associatives. Si A est une i^-algèbre, nous supposerons toujours 1 • a = a 
quel que soit a Ç A. Si B Ç A, nous désignerons par Ann(B) l'ensemble des 
r G R tels que rB = {0}. 

Soit A une i^-algèbre commutative (avec ou sans élément unité). Nous 
désignerons par EA l'ensemble des éléments idempotents de A. Si l'on définit 
pour e,f 6 EA, 

eAf=ef et e V / = e + f - ef, 

alors EA devient un treillis distributif relativement complémenté dont 0 est 
le plus petit élément [2], 

Nous nous intéresserons aux i?-algèbres commutatives engendrées par leurs 
éléments idempotents. Il y a de nombreux exemples de telles algèbres: les 
anneaux booléens (R = Z/(2)) ; les ^-anneaux au sens de McCoy et Mont
gomery (R = Z/(p)) [5]; les anneaux commutatifs engendrés par leurs 
éléments idempotents (R = Z) ; si X est un espace booléen, l'algèbre «ê?(X, R) 
des fonctions localement constantes f:X—>R,à. supports compacts, est une 
telle i^-algèbre (cf. §2). 

Ce dernier exemple est presque caractéristique pour les i^-algèbres com
mutatives engendrées par leurs éléments idempotents. En effet, nous asso
cierons à toute i^-algèbre commutative A, engendrée par ses éléments idem
potents, un espace booléen fi A et nous démontrerons que A est une image 
homomorphe de «J$f (fiA, R); si A est en plus sans torsion, A est isomorphe à 
«êf (fiA, R) (théorème I). Ainsi nous généralisons un résultat de Subramanian 
[9]. Dans le cas général, il y a un faisceau &~ d'anneaux quotients de R, de 
base fiA, tel que A soit isomorphe à l'algèbre Tk(J3A, £F) des sections globales 
à supports compacts de &~ (théorème II). La technique de représentation par 
des sections dans un faisceau a été développée, par exemple, dans [1; 4; 7]. 

2. Représentation par des fonctions localement constantes. 

2.1. Nous appellerons espace booléen tout espace topologique séparé ( = Haus-
dorff) ayan t une base d 'ouverts compacts. (Nous ne supposerons pas qu 'un 
espace booléen est nécessairement compact .) 
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2.2. Soit X un espace booléen. Désignons par ^(X,R) l'ensemble des 
fonctions localement constantes f:X—>R,h supports compacts. 

Pour deux fonctions quelconques / , g £ J£{X,R) et pour tout r £ R, 
définissons/ + g, fg, et rf comme d'habitude par: 

( / + g) 0*0 = /(*) + g(*0 P°ur tout x 6 X; 

(/g)(*0 = f(x)g(x) pour tout x G X; 

(rf)(x) = r */(x) pour tout x G X. 

On vérifie sans peine q u e / + g, fg, et r/ appartiennent aussi à J£{X, R). Par 
conséquent, J£(X, R) est une i^-algèbre commutative. Notons que J£(X, R) 
n'est rien d'autre que l'algèbre ^foCX\ i?) des fonctions continues à supports 
compacts, définies sur X et à valeurs dans R, où R est muni de la topologie 
discrète. 

2.3. Pour toute partie ouverte et compacte U de X, soit ev la fonction 
caractéristique définie par: 

, v _ i l si x 6 Z7, 
€ | / W " (0 si x g U. 

Evidemment, ev est un élément idempotent de J£(X, R). Si V est une autre 
partie ouverte et compacte de X, on a: 

tuVv = €[ /+ e F - ec/eF = ev V ey; 

ec/piy = e^e^ = e^ A ev. 

Par conséquent, U ^—> tu est un homomorphisme du treillis J ^ des parties 
ouvertes et compactes de X dans le treillis E^{X,R) des idempotents de 
££(X, R). Cet homomorphisme est évidemment injectif. Si R n'a pas d'élément 
idempotent différent de 0 et de 1, cet homomorphisme est aussi surjectif. 

2.4. Soit / £ oSf (X, R). Pour tout r G R, soit Î7r = f~l{r). Puisque / est 
une fonction localement constante, UT est ouvert et fermé pour tout r Ç R. 
Si r 7e 0, alors t/r est contenu dans le support d e / , qui est compact; donc UT 

est compact. Puisque Ur^o C/r = X\UQ, l'ensemble des x G X tels que 
/ (x) 5̂  0 est fermé. Par conséquent, support d e / = U ^ o £7r. Puisque (Ur)r^o 
est une partition du support de / en ensembles ouverts, il y a seulement un 
nombre fini d'éléments r £ R tels que Ur 9e 0, c'est-à-dire que / n'admet 
qu'un nombre fini de valeurs. On a donc: 

/ = 2 r • €cr. 

Ainsi nous avons démontré que tout / Ç J£(X,R) est une combinaison 
linéaire d'un nombre fini d'éléments idempotents deux-à-deux orthogonaux. 
On en déduit: 

PROPOSITION. Soit X un espace booléen et <^(Xy R) Vensemble des fonctions 
localement constantes f: X —* R} à supports compacts. Alors J^(X,R) est une 
R-algèbre commutative engendrée par ses éléments idempotents. 
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2.5. Si R est un domaine d'intégrité, J£(X,R) est une i^-algèbre sans 
torsion, c'est-à-dire que rf = 0 pour un r G R et un / G J£(X, R) entraîne 
r = 0 ou / = 0. 

Si A est une i^-algèbre commutative engendrée par ses éléments idempotents, 
il en est de même pour toute image homomorphe de A. En particulier, toute 
image homomorphe de ^(X,R) est une i^-algèbre commutative engendrée 
par ses éléments idempotents. Montrons réciproquement que toute i^-algèbre 
commutative engendrée par ses éléments idempotents est une image homo
morphe d'une i?-algèbre de la forme J£(X, R). 

Soit A une i^-algèbre commutative quelconque, engendrée par ses éléments 
idempotents. Puisqu'un produit d'éléments idempotents est encore idem-
potent, tout élément x de A est une combinaison linéaire d'éléments idem
potents: 

x = ]T) riei a v e c ?i £ R et et £ EA. 

Soit (3A l'ensemble des ultrafiltres dans le treillis EA des éléments idem
potents de A. Pour tout ultrafiltre r. dans EA, soit 

h = E (1 - e)A. 

Alors 1% est un idéal de A, et puisque r. est filtrant supérieurement, 
Ix = {a G A ; il existe e G £ tel que ea = 0}. 

2.6. Tout e G £ est un élément unité modulo 1% et tout f G EA\c est contenu 
dans 1%. 

Démonstration. Soit e G £. Pour tout a G A, nous avons a — ea G i?, donc 
ea = a (mod / r ) . So i t / un élément idempotent de 4̂ n'appartenant pas à £. 
Puisque £ est un ultrafiltre dans un treillis distributif relativement complé-
menté ayant un plus petit élément 0, il y a un e G r. tel que ef = e A / = 0. 
Par conséquent, / = / — ef G /?. 

2.7. L'algèbre quotient A/1% possède un élément unité, mais pas d'élément 
idempotent différent de Vêlement unité et de zéro. 

D'après le lemme 2.6, il suffit de démontrer: Si un élément x de A est 
idempotent modulo 1%, il existe y G EA tel que x = y (mod 1%). Or, si 
x2 — x G I?, alors e(x2 — x) = 0 pour un certain e G £; si nous posons y = ex„ 
alors x = y (mod /r) et 0 = e(x2 — x) = y2 — y, donc y G £ 4 -

2.8. L'algèbre quotient A/1% est une image homomorphe de R. 

En effet, soit B une i?-algèbre commutative ayant un élément unité e, mais 
pas d'élément idempotent différent de e et de 0. Si B est engendré par ses 
éléments idempotents, alors B = R - e, et par suite B est isomorphe à 
R/Ann(e). 

2.9. r w * = {o}. 
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E n effet, soient ei, e2, . . . , en G EA et rlt r2, . . . , rn G R tels que x = 
YLrie% y6- 0- Soit e — e\ V e2 V . . . V en. Alors ex — x. Soit / l 'ensemble des 
/ G EA tels que fx = 0. Alors / est un idéal de EA ne con tenan t pas e. Il y a 
un ultrafiltre r. dans EA, qui contient e et qui ne rencontre pas / . Nous avons 
x Q I%\ car si x G 1%, il existe e' G r. tel que e'x = 0 ce qui est impossible. 

2.10. A tou t e G EA, associons l 'ensemble 

V{e) = {$£ fiA;ee ?}. 

Soit j f la famille des ensembles de la forme V(e), e G EA. On a: 

V(e A / ) = F(e) H F ( / ) et F(e V / ) = V(e) U V(f). 

D'après [6], J ^ est la base d 'une topologie sur fiA, qui fait de fiA un espace 
booléen dont $f est l 'ensemble des ouverts compacts . L'applicat ion e H-> F(e) 
est un isomorphisme du treillis EA sur J ^ . Dans ce qui suit nous munissons 
fiA de cet te topologie. fi A est compact si, et seulement si, A possède un 
élément unité. 

Considérons l 'algèbre J£(fiA, R). Pour tou t élément idempotent e de A, soit 

ê= eF(e) e&(pA,R). 
D'après ce qui précède et 2.3, e «—> ê est un homomorphisme injectif du treillis 
EA des éléments idempotents de A dans le treillis E^^AtR) des éléments 
idempotents de JfffiA, R). D 'après 2.4, tou te f o n c t i o n / G J^ifiA, R) est une 
somme finie 

/ = ] C r*é* avec r* G i? et e, G EA. 

2.11. Si ei, . . . , en sont des éléments de EA et ri, . . . , rn des éléments de R tels 

que J2 riêî = 0 dans <Sf(fiA, R), alors X) riei — 0 dans A. 

Démonstration. D 'après 2.9, il suffit de montrer que X) r%ei € -̂ r pour t ou t 
r. G /L4. Soit C l 'ensemble des indices i tels que ^(j:) 7e 0; alors êi(£) = 1 
pour tou t i G C et £*(£) = 0 pour tou t i G C. Pa r suite, 

( Z r^Jfe) = X ^î 

donc X ? = i r ^ 2 = 0 entraîne X ^ ' ç c ^ = 0- Puisque pour i G C, é^(£) ^ 0, e* 
appar t i en t à £ et par suite e* est l 'élément unité modulo 7? pour tou t i G C 
d 'après 2.6; donc X J Ç C ^ ^ £ It- Pour tou t i G C, on a ^ ( ^ ) = 0 , donc e* G £ 
et par conséquent et G / Ï d 'après 2.6. Il s 'ensuit que S ? = i r ^ * ê /r-

2.12. Soient f = Y, rtêi e t g = S s y/y deux fonctions a p p a r t e n a n t à 
J£(fiA,R). Si / = g, alors £ r ^ = ^sjj d 'après 2.11. Ce ra isonnement 
montre que l'on peut définir une application <p: S£{$A, R) —> A de la manière 
suivante: Si / G J£(fiA, R), prenons une représentat ion quelconque d e / sous 
la f o r m e / = £ r&i avec rt G R et e* G £ 4 , et posons 
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Cette application <p est évidemment un homomorphisme d'algèbres. Elle est 
surjective, puisque tout élément de A est une combinaison linéaire d'éléments 
idempotents. 

2.13. Nous dirons que A est une R-algèbre sans torsion si, quels que soient 
a £ A et r £ R, ra = 0 entraîne r = 0 ou a = 0. 

Si A est une i?-algèbre sans torsion, l'application <p de 2.12 est aussi injective. 
En effet, supposons que <p(f) = 0 pour un / Ç Jf (13A, R). D'après 2.4, / est 
une combinaison linéaire d'idempotents deux-à-deux orthogonaux, c'est-à-dire 
qu'il existe rt G R et et Ç EA tels que 

/ = S r*é<, e ^ = 0 si i ^ j . 

Donc 0 = <£>(/) = X) f̂ *» d'où 0 = (X) ^i^ô^j — *V^ quel que soit j . Si 4̂ est 
sans torsion, on a donc r3 = 0 pour tout j , donc / = 0. 

Résumons nos résultats: 

THÉORÈME I. Soit A une R-algèbre commutative engendrée par ses éléments 
idempotents. Soit /3A Vespace booléen des ultrafiltres dans le treillis EA des 
éléments idempotents de A. Soit J^(/3A,R) l'algèbre des fonctions localement 
constantes f: f3A —» R, à supports compacts. Alors il y a un homomorphisme 
surjectif <p: J£(f3A, R) —> A. Si A est sans torsion, <p est un isomorphisme. 

Si R est un corps, toute i^-algèbre est sans torsion; donc: 

COROLLAIRE 1. Soit A une algèbre commutative sur un corps K, engendrée par 
ses éléments idempotents. Alors A est isomorphe à <£?((3A, K). 

Tout anneau commutatif est une Z-algèbre, où Z désigne l'anneau des 
entiers rationnels. Nous avons: 

COROLLAIRE 2. Soit A un anneau commutatif engendré par ses éléments 
idempotents. Alors A est une image homomorphe de Vanneau <^£(/3A, Z). Vanneau 
A est isomorphe à <££ ($A, Z) si et seulement si A (considéré comme groupe 
additif) est sans torsion. 

Ce corollaire généralise un résultat de Subramanian [9] qui a démontré que 
tout anneau commutatif unitaire A, engendré par ses éléments idempotents 
et sans torsion, est isomorphe à Jf(J3A, Z). 

COROLLAIRE 3. Soit A une R-algèbre commutative engendrée par ses éléments 
idempotents telle que Ann(e) = Ann (̂ 4) pour tout 0 p̂  e G EA. Alors A est 
isomorphe àJ?(fiA, R/Ann(A)). 

En effet, si les hypothèses du corollaire 3 sont vérifiées, A est une algèbre 
sans torsion sur R/Ann(A). 

Appliquons le corollaire 3 à certains anneaux. Nous dirons que A est 
uniformément de caractéristique n si, pour tout O ^ e Ç EA, l'anneau eA est 
de caractéristique n. 
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COROLLAIRE 4. Soit A un anneau commutatif engendré par ses éléments 
idempotents. Si A est uniformément de caractéristique n, alors A est isomorphe à 
&(0A,Z/(n)). 

Si la caractéristique de A est un nombre premier p, alors A est uniformément 
de caractéristique p. Nous avons donc: 

COROLLAIRE 5. Soit A un anneau commutatif engendré par ses éléments 
idempotents, de caractéristique p, où p est premier. Alors A est isomorphe à 
J?(pA,Z/(p)). 

Ce théorème généralise le théorème de représentation bien connu des 
anneaux booléens [8]. En effet, un anneau idempotent est de caractéristique 2, 
il est donc isomorphe à J^(/L4, Z/(2)) . D'autre part, nous avons ici une 
représentation des ^-anneaux [5; 7]; tout élément d'un ^-anneau est en effet 
une somme d'éléments idempotents [3; 10]. 

3. Représentation par les sections d'un faisceau. Soit A une i^-algèbre 
commutative engendrée par ses éléments idempotents. Soit fi A l'espace 
booléen des ultrafiltres du treillis EA des éléments idempotents de A. 

3.1. Donnons d'abord une autre interprétation du théorème I: Soit s/ le 
faisceau simple de fibre R et de base /3A, c'est-à-dire que sf = R X PA où R 
est muni de la topologie discrète. Les fonctions/ G ££(fiA, R) correspondent 
bijectivement aux sections continues a: (3A —>s/, à supports compacts; en 
d'autres termes: l'algèbre J£(&Ay R) est isomorphe à l'algèbre rk(/3A, s/) des 
sections continues globales à supports compacts du faisceau se. Si A est sans 
torsion, alors A est isomorphe à Tk(fiA,s/) d'après le théorème I. Cette 
section est consacrée à une généralisation de cette assertion au cas où A n'est 
pas sans torsion. 

3.2. Pour tout ultrafiltre r. G /3A, soit /? = £ e € ï (1 — e)A ; soit Ax l'algèbre 
quotient A/1%. D'après 2.7 et 2.8, A% est une image homomorphe de R n'ayant 
pas d'élément idempotent différent de l'élément unité et de zéro. Soit T la 
réunion disjointe des A%, £ Ç /3A. Définissons une "projection" T: T —> fiA 
par ir(t) = x pour tout t G A?. Pour tout a G A, définissons une application 
â: PA —» T par 

â(jc) = a + 1% G A% pour tout r. G /3A. 

Soit 

38 = {â(U); a G A et U ouvert de pA}. 

D'après [4], voir aussi [7; 1], nous avons: 
(i) Se est une base d'une topologie sur T; 

(ii) le triple ^ = (T, 7r, (3A) est un faisceau de i?-algèbres; 
(iii) a^-^â est un isomorphisme de A sur l'algèbre Tk(l3A, J ^ ) de toutes 

les sections continues globales à supports compacts de ^ . 
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Désignons par 1? l'élément unité de la fibre A% de J^. Alors £ i—» 1% est une 
section continue; en effet, si £ G #4 , prenons e G £; l'ensemble F(e) des 
ty G i&4 tels que e G t) est un voisinage de £ et, pour tout tj G V(e), ê(ty) = h 
d'après 2.6. Dans ce qui suit nous supposerons toujours que la section unité 
d'un faisceau de i^-algèbres avec élément unité est continue. 

Nous avons démontré le théorème suivant: 

THÉORÈME II. Soit A une R-algëbre commutative engendrée par ses éléments 
idempotents; soit fiA l'espace booléen des ultrafiltres du treillis EA des éléments 
idempotents de A. A lors il y a un faisceau &~ de base /3A, dont les fibres sont des 
images homomorphes de R n'ayant pas d'élément idempotent différent de l'élément 
unité et de zéro, tel que A soit isomorphe à l'algèbre Tk(/3A, &~) de toutes les 
sections continues globales à supports compacts de <JF'. Si A possède un élément 
unité, fiA est compact et A est isomorphe à l'algèbre de toutes les sections continues 
de^. 

3.3. Le faisceau ^ du théorème II est un faisceau quotient du faisceau 
simple s/ = R X PA. En effet, soit J l'ensemble des couples 

(/(*), f) ZRXPA 

tels que / G Ker <p, où <p désigne l'homomorphisme de J^(/3A,R) dans A, 
défini dans 2.12. Alors J est un faisceau idéal de se tel que 

RÉCIPROQUE DE THÉORÈME II. Soit ïF un faisceau de R-algèbres, de base 
booléenne X, et supposons que les fibres de &~ sont des images homomorphes de R 
n'ayant pas d'élément idempotent différent de zéro et de l'élément unité. Alors 
Tk(X, ^~) est une R-algèbre commutative engendrée par ses éléments idempotents; 
le faisceau associé à Tk(X, ^) comme dans 3.2 est isomorphe à &~. Si X est 
compact, l'algèbre Tk(X, J^~) admet un élément unité. 

En effet, soit Ĵ ~ = (T, T, X) un faisceau de i^-algèbres vérifiant les pro
priétés indiquées ci-dessus. Désignons par 1̂  l'élément unité de la fibre sur x. 
Evidemment, Tk(X,^) est une i?-algèbre commutative; montrons qu'elle 
est engendrée par ses éléments idempotents: Pour tout ouvert compact 
[ / C I , soit eu défini par 

u\ - i1* si x £ U> 
eu{x) * l o si x G U. 

Alors ev est un élément idempotent de Tk(X, J r ) . Soit e la section unité. 
Prenons un élément quelconque a de Tk(X, J^~). Soit x dans le support de a. 
Puisque la fibre sur x est une image homomorphe de R, il existe rx G R tel que 
a(x) = rx\x = rxe(x). Puisque les sections a et rxe coïncident en x, elles 
coïncident dans un voisinage compact ouvert V{x) de x, donc 

<r(y) = rx - evix)(y) pour tout y G V(x). 
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Si x parcourt le support de a, les ouverts V(x) forment un recouvrement de ce 
support qui est compact; il y a donc une partie finie F de X telle que 

supp (a) C U V(x). 
x£F 

Puisque X est un espace booléen, on peut supposer que les ouverts V(x), 
x G F, sont deux-à-deux disjoints. Cela entraîne que 

c'est-à-dire que a est une combinaison linéaire d'éléments idempotents. 
Puisque les fibres de ^ n'ont pas d'élément idempotent différent de zéro 

et de l'élément unité, tout élément idempotent de Tk(X, 3^") est de la forme 
ev\ par conséquent, U*—> en est un isomorphisme du treillis de Boole des 
ouverts compacts de X sur le treillis de Boole E(Tk(X, ^)) des éléments 
idempotents de Tk(X, Ĵ ~~). Il s'ensuit que l'espace booléen f$Yk(X,^~) est 
homéomorphe à X. Maintenant, il est facile de vérifier que le faisceau associé 
à Tk(X, J^~) comme dans 3.2 est isomorphe à J r . 

Appliquons le théorème II et sa réciproque au cas R = Z: 

COROLLAIRE. Un anneau commutatif A est engendré par ses éléments idem
potents si, et seulement si, A peut être représenté comme Vanneau de toutes les 
sections continues à supports compacts d'un faisceau d'anneaux quotients de Z, 
ayant comme base un espace booléen. A est unitaire si, et seulement si, Vespace 
de base est compact. 
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