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ABSTRACT

This paper deals with the Bonus-Malus system obtained when the claims
frequency is submitted to trend. This system is specified in the two particular
cases of Poisson-Gamma and Poisson-Inverse Gaussian distributions. The
theoretical results are checked on data issued from automobile insurance
policies observed during three years.
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1. INTRODUCTION

L'etude de revolution dans le temps des systemes de Bonus-Malus en assurance
automobile necessite la connaissance de la loi de probabilite de la frequence
annuelle des sinistres.

A cet effet la famille des lois de Poisson-melange s'est averee un outil efficace
(KESTEMONT et PARIS, 1985).

Par leur bonne adequation aux observations et les possibilites de calcul
qu'elles permettent, la loi Binomiale Negative (LEMAIRE, 1985) et la loi de
Poisson-Inverse Gaussienne (WILLMOT, 1986 et 1987) ont ete les lois de cette
famille les plus utilisees.

L'objet de cette etude est de presenter et comparer les systemes de Bonus-
Malus auxquels ces lois conduisent dans une modelisation tenant compte d'une
variation tendancielle de la frequence moyenne annuelle de sinistres du
portefeuille. Plus precisement sont determines Findice de frequence et la loi de
probabilite de la frequence annuelle de l'exercice (t+ 1) connaissant l'historique
de sinistralite des / exercices precedents.

Ces resultats sont appliques a un portefeuille de plus d'un million de polices
d'assurance automobile en France dont la sinistralite a pu etre observee
pendant trois exercices consecutifs.
1 Une premiere version de cet article a ete presentee sous le titre «Loi de Poisson-Inverse

Gaussienne et systemes de Bonus-Malus» au XXIF Astin Colloquium, Montreux 1990.
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12 JEAN-LUC BESSON ET CHRISTIAN PARTRAT

2. LOI INVERSE GAUSSIENNE GENERALISEE

La fonction de Bessel de 3e espece modifiee Kv d'indice v reel, definie sur
l'ensemble ¥(*+ des reels > 0, a pour expression (ERDELYI-MAGNUS, 1953)

Kv(u) = -
2 Jo

Elle verifie pour tout u > 0 les proprietes suivantes:

(i) K_v(u) = Kv(u) p o u r v e R

2 v
( i i ) K v + X { u ) = — K v ( u ) + A ^ V _ [ ( M ) p o u r v e R

u

(iii)

On obtient (i) par le changement de variables y = 1 jx et (ii) par une integration
par parties dans Kv(u). Le changement de variables y = x ' / 2 - x ~ l / 2 dans
Kl/2(u) + K-i/2(u) donne (iii).

De (ii) et (iii) on deduit une expression de Kp+ll2(u) pour p e IN (WILLMOT,

1987):
/

n(iv) Kp+U2(u) = J— e~u j -i^_!i-- (2M)-' .

La loi Inverse Gaussienne Generalisee de parametres v, //, /? (v GR, /X > 0,
> 0) a pour densite sur R^

i

"27

Cette loi, notee dans la suite IGG (v, /u, ft) et etudiee dans (JORGEN-

SEN, 1982), a pour transformee de Laplace

hv(s) = I e^hv{x)dx= =L (s > 0)I
Jo

et pour moyenne

On peut noter que si X suit une loi IGG (v, fi, P) la loi de aX {a > 0) est une
loi IGG (v, an, ap).
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TREND ET SYSTEMES DE BONUS-MALUS 13

(FOLK.S-CHIK.ARRA, 1978) de densite / I_1 / 2 (JC) = — e ~2ih(xM) et
y2

Le cas particulier v = - 1/2 conduit a la loi Inverse Gaussienne IG (p, /?)

^
r2nP

transformee de Laplace rt_1/2(j) = e/<

La moyenne et la variance de cette loi valent respectivement /x et ///?.

3. LOIS DE POISSON-MELANGE

Cette famille de lois decrit la loi de la v.a.r. N frequence de sinistres d'une
police appartenant a une classe de risques; N est suppose distribue selon une loi
de Poisson./ (X), X etant la realisation d'une v.a.r. A > 0 dite variable de
structure de la classe.

Si A a pour densite h0, dependant d'un parametre 8 e 0 ouvert de W, la loi
de N est donnee par

pn = P(N = n) = [ e~x—ho{X)dX («elN).
Jo n\

La fonction generatrice de N s'exprime en fonction de la transformee de
Laplace h0 de h0:

+ rjQ

gu(s) = E(sN) = V pns" = ho(l —s) avec g^'(0)/«! = pn pour tout n.

Quand ils existent, les moments factoriels de N valent

fiU](N) = E[N(N-l)...(N-j+l)] = E(AJ) (jeN* = IN - {0}).

D'oii l'on deduit m = E(N) = E{ A ), a1 = V(N) = V( A ) + E( A ) ^ E(N) et
le coefficient d'asymetrie yt (N) de Fisher

3a22m + C

oii C est un coefficient, fonction de la loi de A , qui, pour m et a2 fixes, est un
indicateur du poids relatif de la queue de AT (PANJER et WILLMOT, 1988).

Pour estimer 8 on disposera de la realisation d'un A'-echantillon de N (par
exemple l'observation sur un exercice de la frequence de sinistres de K polices
formant une classe de risques independants). Si / est la plus grande valeur
observee de N et v, le nombre d'observations de Â  egales ay (j = 0, . . . , / ) avec

Vj = K, la moyenne et la variance empiriques de Â  sont respectivement

1 ' 1 '
« = -• S J VJ a* = — X VJ (J~«)2 •

A /=0 A /=0
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14 JEAN-LUC BESSON ET CHRISTIAN PARTRAT

a) Loi de Poisson-Gamma

Ce cas particulier detaille dans (LEMAIRE, 1985) correspond a une variable de
structure A distribute selon une loi Gamma y (r, a) de parametre 9 = (r, a)
r, a > 0:

ho(k) =
r(r)

r r
avec E(A) = — , V(A) = —

a a2

La loi de N est alors une loi Binomiale Negative BN

Pn =
r(r + n) I a
F(r)n\ \ a + l a + 1

a + 1

(#16 IN),

telle que

m = - , a2 =
a

et C = 2.

Pour un X-echantillon et dans l'hypothese ou al > n l'estimation (f, a) de
(r, a) donnee par la methode des moments (e.m.m.) est

n1

r = al-n a = al-n

Si on pose/} = —- (j = 0, ..., /) et si f estl'unique solution > 0 (SIMON-

SEN, 1976 et 1979; BRONS et TOLVER JENSEN, 1989) de l'equation en r:

(ED + ... + - I - Log 1 + - = 0

l'estimation par le maximum de vraisemblance (e.m.v.) de (r, a) est (r, a)

avec a = — .
n

On peut noter que f peut etre prise comme valeur initiale de tout algorithme
de resolution de l'equation ci-dessus.

b) Loi de Poisson-Inverse Gaussienne

Reprenant les resultats donnes dans (WILLMOT, 1987), si la variable de
structure A suit la loi IG (ji, /?), la v.a.r. ,/V a pour fonction generatrice
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TREND ET SYSTEMES DE BONUS-MALUS 15

et moments m = n, a2 = fi(\ +/?). Le coefficient C valant 3, cette loi melange
a une asymetrie plus marquee que la loi Binomiale Negative.

Par derivation de la fonction generatrice, on obtient p0 = eP ,

Pi = MPo(l +2/?)~' /2 et la relation de recurrence permettant d'obtenir de
proche en proche toutes les probabilites pn:

(Rl) (\+2(])n(n-\)pn= p(n-l)(2n

Pour estimer 0 = (fi, /?) a partir de la realisation d'un A^-echantillon de N et
dans l'hypothese oii a2

n > n, l'e.m.m. (ju,P) est donnee par

= n p = -—- - 1 .
n

Si on note pn (//, y?), la rf probabilite d'une loi de Poisson-Inverse Gaussienne
de parametres // et /? et si on pose

on a T0(fi) = n(\ +2y9)~l/2 et, par (Rl), la relation de recurrence:

(2j-~~- ^
(1+2/0 L 7}-iO8)

L'e.m.v. de (/*, ^) est alors (/i, ft) avec ju = n et ft solution > 0 de l'equation

(E2)

/? peut etre prise comme valeur initiale de tout algorithme de resolution de
l'equation (E2).

c) Loi de Poisson-Inverse Gaussienne Generalisee

Appelee aussi loi de Sichel (SICHEL, 1971), cette loi est obtenue quand A est
distribute selon une loi IGG (v, fi, /?).

La fonction generatrice et les moments factoriels de N sont alors (WILL-

MOT, 1986):

gN{s) =

KJ?-[\-2fi(s-l)]1
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16 JEAN-LUC BESSON ET CHRISTIAN PARTRAT

Hln(N) = fiJ J- (76 IN*).
KAIP)

n n

Les probability pn = — (n e IN) peuvent se deduire de

Ip J t
p o = et px =

par la relation de recurrence

(R2)

On peut noter que si v = p+ 1/2 avec /? e IN, les proprietes (ii) et (iii) de 2.
conduisent a des expressions tres simples de p0 et p\.

4. SYSTEMES DE BONUS-MALUS

Soit un risque dont la frequence annuelle de sinistres est distribuee selon une loi
de Poisson-melange. Si pour tout / entier on designe par Nt cette frequence
pour la f annee, on dispose de la realisation (n,, ..., nt) du v.a. (N}, ..., N,)
correspondant a l'observation de ce risque pendant t annees.

Notant A la variable de structure de la classe a laquelle appartient le risque
considere, on se propose de determiner la loi predictive de Nl+l connaissant
(N\, ..., Nt) sous les hypotheses

(HI) les v.a.r. Nu ..., N,, Nl+l sont conditionnellement

en A independantes.

Le parametre v > 0 representant le taux de variation de la frequence
moyenne de sinistres d'un risque de la classe d'une annee a l'autre

(H2) pour tout / la loi conditionnelle de Nt sachant

A = X est une loi de Poisson J?{Xv'~x).

Remarque: Pour le modele adopte le rapport

E(N,) I E(A)
es t c o n s t a n t (/ = 1, . . . , / ) .
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TREND ET SYSTEMES DE BONUS-MALUS 17

La loi conditionnelle de (JV, , . . . , Nt) sachant A = X est alors, pour
( n , , . . . , n,)e IN',

PV(NX = « , , . . . , AT, = « , / A = X) = j | / » ( # , - = « , / A = X)
1=1

I «,(/-i) I «,•

f l (»/

en posant a,{v) = > v ' = <
si

1 - v '

1 - v

V = 1

1

Si h0 est la densite de A et par la formule de Bayes, la loi a posteriori de A
sachant TVi = « , , . . . , N, = n, a pour densite

Jo

ou oc est un signe de proportionnalite (a une constante pres).
II resulte de (HI) que la loi predictive de Nl+l sachant

Ni = nl, ..., N, = n, s'ecrit, pour m e N ,

Pr'°(Nl+l =m/Nl =nl,...,N, = nl)

•r
Jo

P(J\f1+, = ml A = X) hfy • -"' (X) dX

et par (H2)

= m/N, = n{,...,N, = nt)

soit une loi de Poisson-melange./'( A V') OU la variable A a pour densite
hfy ••""' (X). De maniere explicite on a
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18 JEAN-LUC BESSON ET CHRISTIAN PARTRAT

Pv'"(Nt+l = m/Ni = nl,...,N, = nl)

r+0° , ,,
nt I

J 0

ho(X)dX

m ! f+0° - , „ , . ! , E".

J
ho{X)dk

o

avec a( + 1(v) = ar(v) +

Remarque: Comme Pv'°(Nl+i = m/A^ = «, , . . . ,7V, = «,) ne depend de

( « ! , . . . , «,) que par l'intermediaire de £_, «/> o n a

= Pv'°(Nt+] = m/Ni = n , , . . . , N, = «,)

pour tout f-uple (n t , . . . , n,) tel que « ,+ . . . + « , = «.
II en est de meme de l'indice /,+ 1 («,, . . . , « , ; v, 0) defini ci-dessous.
Une caracteristique essentielle d'un systeme de Bonus-Malus est la prime a

posteriori a appliquer la ( / + l ) e annee apres avoir observe («,, . . . ,« , ) . Cette
prime, exprimee en pourcentage de la prime a priori, devient l'indice de
frequence de la (/+ l)e annee

/,+ ,(«!, . . . , » , ; v, 9) = 1 0 0 + ]'

qu'il est inutile de calculer a partir de la loi predictive de Nl+l sachant
Ni = «! , . . . , N, = n,. En effet, en conditionnant par A et par (HI) en (H2):

E(Nt+l) = E[E(N1+1\A)] = V'E(A)

EN"-'N'(Nt+l) = EN>--N-[E(Nt+i\N1,...,Nl, A ) ]

EN"-N'(Nl+l) = £ w - ••w-[£(7Vr+1|A)] = V'EN<--'N'(A)

d'oii / , + 1 ( « i , . . . , «,; v, 9) = 100 —
£(A)

Dans le cas particulier oii A suit une loi Gamma y(r, a) [cf. LEMAIRE, 1985,
pour v = 1], on a

oc

La loi a posteriori de A sachant N{ = nx, . . . , N, = n, est done une loi
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TREND ET SYSTEMES DE BONUS-MALUS 19

Gamma y
/= i

\ r
n,, a + at(v) . De £ ( A ) = - et

/

r +
1=1

, on deduit

/,+ , ( « , , . . . , « , ; v, 0) = 100

Comme la loi a posteriori de v' A sachant A^ = nx, ..., N, = n, est une loi

^ a + a,(v)
Gamma y

«i, . . . , Af, = n, est une loi de Poisson-Gamma de parametres r + V «, et

Z atat(V) \
«,-, , la loi predictive de Nl+l sachant N{ =

—-'• c'est-a-dire une loi Binomiale-Negative BN r + ^ n,,

5. CAS DE LA LOI INVERSE-GAUSSIENNE

Dans le cas oii A suit une loi IG (//, /?), on a

oc

SOlt

oc
I ",-3/2

exp

La loi de A sachant A^ = n{,
Generalisee

1 - 1

2 1

X

N, = n, est done une loi Inverse Gaussienne

IGG[ X #1,-1/2,
\

2, p[\+2pa,(v)] - l
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20 JEAN-LUC BESSON ET CHRISTIAN PARTRAT

De l'expression de la moyenne d'une loi Inverse Gaussienne Generalisee
donnee en 2. on deduit

/ f + i ( « , , . . . , « , ; v, ff) =
100 t-\

x

\ l / 2

p

vl/2

Pour un calcul effectif de /,+1 on peut noter qu'en posant

Q (u) = ^lllll^l , pour p e IN et u > 0, on a
* ( 0

i ' P

avec, par (i) et (ii) de 2., Qo(u) = 1 et la relation de recurrence:

2/»-l 1
Qp(u) = — + (p > 1).

II resulte de 2. que la loi de v' A sachant Nt = n,, ..., N, = n, est une loi
Inverse Gaussienne Generalisee de parametres

n- 1/2, n v ' [ l+2M(vF" 2 , P v'[l +2/fo,(v)rI •

On en deduit que la loi predictive de Nl+, sachant A', = « , , . . . , A', = n, est
une loi de Poisson-Inverse Gaussienne Generalisee de memes parametres et
done, pour m e IN, les probabilites

Pm = Pvm6 X " ' = r''"(Ni+i = mlN\ = nu...,N, = nt)
;= i

se deduisent de Po et P, comme indique en 3. c.

6. ESTIMATION DES PARAMETRES

Soit a estimer (0, v) a partir de la realisation d'un A'-echantillon
(Af >, . . . , N<% - , , . . . , K de (AT,,..., iV,) (t > 2).

La loi de {Nx, ..., N,) a pour expression
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Pv-u(Nl=nl,...,N, = n,)=

£ (/-i)«,

n (»/')

^ Jo

Jo

{=nu...,N, = n,l A = X)ho{X)dX

H 1

soit par le changement de variable k\ =

n <"<!) £ ": JO £ « . ) >

en notant h"^ la densite de la variable A 1 = I 2 J V'

1

"1
A :

a,(v) j a,{v)

On fera l'hypothese de stabilite de la famille {ho:9e 6>} par homothetie:

(H3) II existe une application rj = (r]{, ..., rjq) de R + x 0

dans 0 de classe C1 telle que hv\\ = / j , ( v > ( ? ) V (v, 0) e R* x 0

et 7 (v, .) bijective pour tout v > 0.

Remarque: Dans le cas Poisson-Gamma ou 6 = (r, a), on a. q = 2, 0 = R*2,
a

?7i (v, r, a) = r et ^ ( v , r, a) = .

«/(v)

Dans le cas Poisson-Inverse Gaussienne ou 0 = (ju, P), on a q = 2,

De cette hypothese il resulte que

Pv-u(Nl=nl,...,N, = nl) =
Vi=l

II CD ( ° ' W
M =

i= 1
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22 JEAN-LUC BESSON ET CHRISTIAN PARTRAT

ou P'1 est la probabilite d'une loi de Poisson-melange avec densite de structure

La fonction de vraisemblance associee a l'echantillon s'ecrit alors en posant
(k) _ ( (k) (k\.

*=i 1=1

—
I E "<w

( ) ] * i i

I
( = 1

Jk)

/t = 1 K

K , 1 ,

ou L, = f ] Pi(v-0) M(k) = J /if*' est la vraisemblance £
t=i \ /=i /

associee a un

AT-echantillon d e la loi d e P o i s s o n - m e l a n g e a dens i t e d e s t r u c t u r e hn(v0).
O n e n d e d u i t

^ ] «,-(/-1) Log v-A ' ^ «, Log
J \ I

. . ' - I

+ Log Lx „«
k = 1, . . . , K

et les equations de vraisemblance

SLogL X 8LogL,

86*,

8 Log L

8v
-A:

v at(v)

q 8 Log L, 8" ' - L

8v
— =0

Si on pose a* = 2_, "i et ft* = 2^ in,-, et en supposant qu'il existe i > 1
1=1

et j < t tels que n, > 0 et n; > 0, on a a* < b* < a* t.
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Si fj = (fji,• ••,fjq) est l'emv de rj associe a la realisation Z nf
1=1 * = 1, . . . , K

d'un AT-echantillon de la loi de Poisson-melange de densite de structure hn et si
v est solution de l'equation en v:

(E3) b* }_, v'-'-a* 2_ iv'~ = 0
/ = 1 / = I

l'emv de (v, 6) est alors (v, 6) ou 6 verifie tj(v, 0) = fj.
i t

Remarque: Comme ^(v) = b* 2_j v'~~x-a* £_, lv' ' e s t u n polynome en v
/ = l i = I

avec ^ , (0 ) = b*-a* > 0 et lim V,{y)= lim (b*-a*t) v'~l = - oo,
v—^ + oo v—• + oo

V,{y) lim (b*-a*t) v'~l = -
o v—• + oo

(E3) a au moins une racine > 0.

Cas particuliers:

1. Si / = 2, (E3) s'ecrit «2~«i v = 0 et a pour solution unique v = «2 /« , .

2. Si / = 3 (E3) devient

v2 (n2 + 2 «[) + v («(— n3) — («2 + 2 n3) = 0

dont l'unique solution > 0 est

„ =

2(2«,

7. APPLICATION

Les resultats precedents sont appliques a un portefeuille d'assurance automo-
bile de K = 1 044 454 polices observees durant une periode de trois annees
consecutives (1979-1981, source: Statistique Commune Automobile A.P.S.A.D.).

La baisse tendancielle de la sinistralite moyenne du portefeuille au cours des
trois exercices est sensible. Elle resulte d'une part de la baisse generale de la
frequence des sinistres observee en France au cours de cette periode et d'une
baisse specifique due au vieillissement du portefeuille observe.

Les moyennes et variances des frequences annuelles de sinistres au cours des
trois exercices valent:

«, = 0,17818 «2 = 0,16513 «3 = 0,15724

<T,2 = 0,19739 &2 = 0,18244 a] = 0,17485.

Les frequences observees (n\k\ . . . , n^)k = ] K sur les / premieres annees
(1 < / ^ 3) permettent d'obtenir, a l'aide des resultats etablis dans les paragra-
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24 JEAN-LUC BESSON ET CHRISTIAN PARTRAT

phes precedents, pour chacune de ces trois valeurs de t, les emv de v (si t > 2),
de (r, a) pour la loi Poisson-Gamma, de (//, /?) pour la loi Poisson-Inverse
Gaussienne.

Afin de comparer F adequation de ces deux lois aux observations, on donne
(tableaux 1, 4 et 5) les frequences theoriques estimees pour ces deux lois, les
frequences observees correspondantes et, apres regroupement des cellules pour
respecter le critere de Cochran, la distance du Chi-deux: (obs-theor)2/theor.

* t = 1: loi de Poisson: A = n, = 0,17818.

Les equations (El) et (E2) appliquees au A^-echantillon {n\k))k = , K

donnent

loi P-Gamma: r = 1,67305; a = [ = 9,38950

loi P-IG: fi = 0,10812; p. = n, = 0,17818.

Les frequences theoriques KP°(N] = «,) sont donnees dans le tableau 1
ci-dessous.

TABLEAU 1
COMPARAISON DES FREQUENCES OBSERVEES ET THEORIQUES (/ = 1)

Nombre
de

sinistres

0
1
2
3
4
5

Total

Frequence
observee

881.705
142.217

18.088
2.118

273
53

1.044.454

Loi de

Frequence
theorique

873.987,9
155.729,8

13.847,2
824,1

36,7
1,3

1.044.454

Poisson

Distance
du Khi2

68,14
1.172,52
1.279,79
2.031,80
1.521,03
2.009,95

8.083,23

Loi P-Gamma

Frequence
theorique

881.769,5
141.993,8

18.266,3
2.152,6

242,1
29,7

1.044.454

Distance
du Khi2

0,00
0,35
1,74
0,56
3,96

18,31

24,92

Loi P-I

Frequence
theorique

881.636.7
142.444,7
17.838,7
2.205,6

283,9
44,4

1.044.454

G.

Distance
du Khi2

0,01
0,36
3,48
3,48
0,42
1,67

9,42

* t = 2: les equations (El) et (E2) appliquees a {n\k) + n[k))k = , K et (E3)
conduisent a v = «2/«i = 0,92676 et

loi P-Gamma: f = 1,69720; a = = 9,52520

loi P-IG: /? = 0,10760; jl
v)

= ,,, = 0,17818.
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Les frequences theoriques donnees dans le tableau 4 ci-dessous sont
KPi-'~'(Nl = nx,N2 = n2) = KP6(N{ = nx) P'J(N2 = n2jNx = «,), la proba-
bilite PV'°(N2 = n2/Nl = nx) etant calculee a l'aide des resultats donnes en 5
(P-Gamma) et 6. (P-IG).

* / = 3 : les equations (E l ) et (E2) appliquees a (nf + n^ + nf\ = i , . . . , * et
(E3) donnent v = 0,93914 et

(l + v+v2)F
loi P-Gamma: r = 1,65890; a = — — = 9,34950

n i + ity + «•>
loi P-IG: /? = 0,110917; fi = — -- = 0,17743.

1 + v+v2

Les frequences theoriques donnees dans le tableau 5 ci-dessous sont

P*J(NI + N2 = n, Ni = ni) = KPiJ(Nl + N2 = n) PiJ(Nz = n^Nl + N2 = n)

avec

KF °(NX +N2 = n)= Y, Kpf''' W =nuN2 = n2)

et

' J * d = »,, iV2 = n2)

pour tout couple («,, n2) tel que «, + «2
 = n [cf. remarque parag. 4].

Pour la loi Poisson-Gamma puis pous la Poisson-Inverse Gaussienne les
distances d = S (obs-theor)2/theor du Chi-deux valent respectivement

24,92
138,6

321,1

et
et

et

9,42
108,1

245,2

(t = 1; 5
(r = 2; 30

(f = 3; 39

classes)
classes)

classes).

L'adequation est done globalement meilleure pour la loi Poisson-Inverse
Gaussienne que pour la Poisson-Gamma. L'ecart entre ces 2 lois est cependant
du aux classes a forte sinistralite. Pour les classes a sinistralite faible ou
moyenne, la loi Poisson-Gamma fournit un meilleur ajustement.

Le nombre d'observations etant tres important, le test du j 2 rejette l'adequa-
tion de l'une et l'autre loi. Dans cette situation on pourrait envisager (pour
/ > 2) un ajustement par une loi comportant plus de 2 parametres [par exemple
par une loi de Sichel decrite ci-dessus ou par une loi Poisson-Gamma a 3
parametres (cf. RUOHONEN, 1988)].

Dans les systemes de Bonus-Malus, la determination de la prime est obtenue
par reference aux indices de frequence. Les indices estimes I2(n{) et /3(«) pour
la loi Poisson-Gamma et pour la loi Poisson-IG sont donnes dans les
tableaux 2 et 3 :
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h(n\\0) o u # e s t l'estimation de 6 obtenue pour / = 1.
73(n) = /3(«] + n2; v, 0) pour tout couple (nx, n2) tel que «, +n2

 = n

(cf. remarque parag. 4) ou (v, 6) est l'estimation de (v, Q) obtenue pour
t = 2.

Ces indices sont compares aux indices de frequence empiriques I*{n\) et

72* ( / ! , )= 1 0 0 -
«2

ou le numerateur designe la frequence moyenne de 2e annee des polices ayant
eu «i sinistres l'annee precedente.

73*(n) = 100— ' 2 ~
«3

oii le numerateur represente la frequence moyenne de 3e annee des polices
ayant eu n sinistres au cours des 2 premieres annees.

TABLEAU 2

INDICES DE FREQUENCES OBSERVES ET THEORIQUES (t = 1)

Nombre de sinistres
en lrc annee nl

n2 (N, = n,)

/J(«i) observe

/2(ni) Loi P-Gam

/2(n,) Loi P-I.G

0

0,15004

90,86

90,38

90,68

1

0,23377

141,56

144,39

140,57

2

0,31811

192,64

198,41

208,17

3

0,44618

270,19

252,43

288,96

4

0,57876

350,48

306,45

377,70

TABLEAU 3

INDICES DE FREQUENCES OBSERVES ET THEORIQUES (/ = 2)

Nombre de
sinistres cumules n

lre et 2e annees

«3 ( ^ , + ^ 2 = «)

/3 («) Loi P-Gam

I,(n) Loi P-I.G

0

0,13055

83,03

83,18

84,08

1

0,20638

131,25

132,18

126,77

2

0,28696

182,50

181,19

183,83

3

0,37561

238,88

230,20

251,89

4

0,50509

321,23

279,20

326,88

5

0,62092

394,89

328,21

405,82
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Les valeurs estimees sont proches des valeurs empiriques pour les historiques
de sinistralite faible. Dans les autres cas, les indices determines pour la loi
Poisson-Gamma sont nettement inferieurs aux indices empiriques alors que
ceux calcules pour la loi de Poisson-Inverse Gaussienne sont superieurs aux
indices empiriques.

Dans le dernier tableau (tableau 6) sont donnes pour la loi Binomiale
Negative et pour̂  la loi de Poisson-Inverse Gaussienne les indices
Ir+i(ni, •••, nT; v, 6) de frequence de l'annee T+\ connaissant le nombre

T

cumule 2_j nt des sinistres des T annees precedentes, ou (v, 6) est l'estimation
I

de (v, 0) obtenue pour t = 3.
On se limitera a T ^ 7 alors meme que l'hypothese d'une diminution

annuelle de la frequence des sinistres en progression geometrique sur une telle
periode puisse sembler un peu trop optimiste.

La loi de Poisson-Inverse Gaussienne conduit a un systeme de Bonus-Malus
comportant des niveaux plus eleves que la loi Poisson-Gamma en cas de
sinistralite lourde.
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