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Abstract. We construct a real analytic diffeomorphism F, on a compact connected
4-dimensional manifold M, such that F, preserves a probability measure u defined
by a smooth volume form, F, is a minimal diffeomorphism of M and furthermore the
metrical entropy of F, with respect to the measure u is strictly positive. By a theorem
of Goodwyn the topological entropy is also strictly positive. We write down the
explicit formula of F, that depends on a parameter « € T'. This parameter is chosen
by Baire category.

1. Introduction
(1.1) On considére un élément (a, A) du produit gauche T' x C*(T", SL (2, R)), out
T agit sur C*(T?, SL (2, R)) par translations. On choisit A tel que, si f e T,

AD)=A, = (cos 276 ~sin 2770)()\ 0 )

sin 278 cos2m0/\0 1/A
et on suppose que A > 1 est fixé, dans la suite.

On pose, sia € T'etsinestunentiern=1, Aj=A" o= Agrti-)a * * * Agra * A
T'=R/Z agitsur T'; 2 @ € T on associe larotation R, (x) =x +a. Sia e T' - (Q/Z),
R, est un difféomorphisme minimal et strictement ergodique de T' préservant la
mesure d6. Il en de méme de R,,, n € Z—{0}.

(1.2) SL (2,R)>PSL (2, R) agit canoniquement sur P;(R) 4 gauche. Au produit
gauche (a, A) on associe le difféomorphisme

(8, y)e T'xP,R)S (0+a, Ao(y)) e T X Py (R).

(1.3) On considere I'< SL (2, R) un sous-groupe discret a4 quotient compact et on
suppose, pour simplifier, que SL (2, R}/I" est le fibré tangent unitaire a une surface
compacte orientable de courbure négative constante = —1. Voir, par example [7].

On pose M;=SL (2,R)/I'. Le groupe SL (2,R) agit sur M; a gauche par
(g, h - I')> ghl préservant I'unique mesure de probabilité » d’espace homogéne de
M, et en fait v peut étre définie par une forme volume C* (noter que SL (2, R) est
unimodulaire).
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Soit T'XSL (2,R)/T=M:le groupe T!xSL (2, R) agit a gauche sur M préservant
la mesure u =df ® dv, (a, A) agit donc sur M par (6, y)—> (0 +a, Agy)=F,(6, y)
préservant la mesure wu.

Nous proposons de démontrer le:

THEOREME. Il existea € T' —(Q/Z) tel que F, soit un difféomorphisme minimal de M

et tel que I’entropie par rapport a la mesure p vérifie h, (F,)=2log (1/2A +A/2).

Le théoréme sera une conséquence immédiate de (5.1) et (5.3) O
On rappelle qu’un homéomorphisme 4 d’un espace topologique X est dit minimal

si pour tout x € X, {h" (x)|n € Z} est dense dans X. Le lecteur pourra consulter [3].

2. Rappels sur le théoréme sous additif
(2.1) On considére un espace métrique compact X (non vide) et g: X > X un
homéomorphisme strictement ergodique préservant une mesure de probabilité A de
X. On suppose que pour tout k € Z—{0}, g* est uniquement ergodique.

On considére a € C°(X, SL (n,R)); au couple (g, a) on associe I’homéomor-

phisme:
G: X xR" > X xR"

(x, y) > (g(x), a(y))
ousi x€ X, a(x)=a, avec
G"(x,y)=(g"(x), ak(y)) pour keZ,
etsineN,
a; = AghTlx) T Ggx) * Oxe

Soit|| |une norme de Endg (R"). Par le théoréme ergodique sous additif [2][6], si
k -» +00, et A-presque tout x

1 o1
glogllatl=>A.(g )= nf 2 [ logllatldr(er.

On définit aussi

A(g @)= jnf o [ loglla*l dr (o).

X

A. et A_sont indépendants de Ia norme choisie sur Endg (R").

(2.2) LEMME. On a A, (g,a)=0.

Démonstration. On choisit | || une norme d’algébre de Banach sur End (R"). Si
BeSL (n,R), on a |B||B Y|=1 mais en utilisant les cofacteurs, on a |B”||=
C|IB|""" et donc, |B||= C~"'", ot C est une constante dépendant que de la norme
choisie. O

(2.3) On a aussi A_(g, a)=0. Si n =2, en utilisant un argument de convergence en
probabilité et en remarquant que si B € SL (2, R) alors |[B”'||=|B| ot

(c 2

on conclut que A.(g, a)=A_(g, a).

=sup (al,...,|d]);
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(2.4) PROPOSITION. Pour tout € >0, il existe ko>0 tel que, si k=ky, —e=
(1/k) logllasll=A.(g a)+e.

Démonstration. La minoration résulte de (2.2). On suppose ici que | | est une
norme d’algébre de End (R"). SipetkeN,ona
1 1211
~—logllal|l== ¥ —

1 Kacioll.
kp p Sk ogllagx|

On pose A.(g, a)=A..
Soit k tel que

1
;J logllaflldr (x) <A +e.

. « vas k . .
Par la stricte ergodicité de g° on a uniformement en x, si p = +00,

1
—loglla¥|<A,+e.
pk

Sion écrit p; =pk +r, 0=<r <k, il suit que
1
V€ >0, ako, p1.>_k0:>p—10g “ai‘HS/\++£. D
1
(2.5) On en déduit que, si k > +00,

1
—logllallco>A+(g, @) avec [laz]lco=sup [laz].

k
(2.6) SiA.(g, a)=0alors, si k >+, (1/k) log|lat|- 0 uniformément.

3. On se donne (a, A) comme dans (1.1)

(3.1) THEOREME. Sia € T' —(Q/Z) on a A (a, A)=log (A/2+1/2A).
Démonstration. Par (2.4), il suffit de démontrer, pour a € T'—(Q/2) fixé
.1 x Al
Jim_ - log [Ag]co=log (2+2/\) :

On considére SL (2, R) G SL (2, C) et on considére une norme d’algébre sur C de
Endc (C?). Soit

1 1
By=U'A,U avec U=%( ) U'=U*.

i =i

Ona
_ 270 —sin2ml A0
a0 (3 oy )
U=U sin2mg  cos 2wl vu 0 1/A v
_ (exp(—2m'0) 0 ) _
0 exp(2mif)
et
A_(a b) _)_\ 1 ~)~\__1—
b al’ T220 T 2 2a
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Comme U est une matrice constante, on a
-1 4n
Bg:BG+(n—l)a -+ Be=U "A3U.

Soit
1 0
Co= (O exp(47ri0)> A
ona
exp(—2mi6 0
B, = ( 3 0 ! exp(—21ri0)) Co = DoCo.
Or, Dy est une matrice diagonale unitaire. On a donc pour tout 8 € T,
IBsl=IC3l.
LEMME. Pourn=1,0n a
cn = (a" +3P;(o) bn +4P3,(0))
P.(6) P.(6)
avec
a= £+—1—, b,eC et PiO)=Y ax,exp@miph), ar,eC,
2 2A PE1

peN
et les PX(6), 1<k <4, sont des polynomes trigonométriques.

Démonstration.

a b a b
*“\b expdmif) a expdmio)) ° b a
et le lemme suit par récurrence.

Fin de la démonstration de (3.1). Ona

I czdo“sj ||cz||dosj 1B} dé.
Tl -]rl 'u‘l

n

a” b A1
crao=(5] %), o=
J.]'l 80 0 0

Il en résulte que
1
lim —log||Bsllco=loga
n—>+0
et dongc,

1
lim —log|Agllco=A.(e, A)=log a.
n—->+0o n

(3.2) COROLLAIRE. Pour touta T, ona

1
J‘ Aila, A)B)dO=loga ou A,(a, A)8)= lim - log ||A% 6l P.p.
Tl n—»-+ao
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Démonstration. Soit a - ¢(a) = inf J (1/k)log|lAL ol d6 e R.. L’application ¢ (a)
k=1
est semi-continue supérieurement et donc, I’ensemble

F={aeT'|¢(a)=log a} est fermé dans T'.
SiaeT',onad¢(a) =J. Ai(a, A)(6) db; par (3.1)on a

T'-(@Q/2)<F
etdonc F=T". |

(3.3) CorROLLAIRE. Si p/qeQ/Z, il existe 6, tel que si n->+, dalors
(1/n)log|lA}/q.6,> C =log a.

Démonstration. Pourtout 8 € T',sin » +00, (1/n) log A% 44l > A (p/q, A)(6) etona

j A.(p/g, A)(6) d6 =log a. 0
Tl

4. Etude de G,
(4.1) En (1.2), au couple (a,As) nous associons un difféomorphisme
Ga:(0,y)e'lrlx[PI(R)—)(0+a,A,,y) que nous allons étudier. Si on releve le
difféomorphisme
- (A 0
f _(0 1/A

en un difféomorphisme fe D“(T') = {g € Diff* (R)|g —Ide C*(T")} on peut relever
0eT'>A,ePSL(2,R)=SL (2,R)/{~1,1}en 6cR>20+f=f,c D(T").

)ePSL (2,R) ¢ Difi* (T")

(4.2) Rappelons que si g€ DT') on associe son nombre de rotation p(g)cR,
I'application g — p(g) est continue et pour tout k€Z, on a lg* —kp(g)—1d|co< 1.
Pour les propriétés du nombre de rotation cf. [4, IT et III].
(4.3) Remarques. (a) Si on veut relever 8¢ T!> A,eSL (2, R), il faut considérer
8- 60+h ot h(x)=3f2x)e D*(T").
(b) Tout élément A e PSL (2, R) ¢ Diff (T') est conjugué dans PSL (2, R) a une
matrice de la forme suivante:

0
(g 1/ ), weRE, u#1, appelé matrice hyperbolique;
72

(b 1

(cos 2ma —sin 2ma

1 0
(t 1), teR*, appelé matrice parabolique;

sin 27ra cos 21ra)’ a €R, appelé matrice elliptique.

De plus, si p(A)#0 (mod 1) alors A est une matrice elliptique. On pose f;.5 =
fortn-na ®* * " °forafo, P(fuo) = o (8) qui est une fonction continue de 0 et a.

(4.4) LEMME. On a y2(6+3)=n +y¢2(6).
Démonstration. Cela vient de: si fe D*(T") ona p(1 +H=1+p(f). O
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(4.5) LEMME. Si 6, <8, on a Y4(61) <y (62).

Démonstration. Si f et g sont dans D°(T"), on écrit f<g si, pour tout xcR on a
flx)<g(x). Si fi<g; et f,<g, alors fiof,<<g1°8>. Si ¢ €eR et si ;<8, alors
200 +a)+f<2(8;+a)+f. On a donc pour 6; <82, fas, <fas, €t donc Yo(6))=<
Ya(62). 0

(4.6) LEMME. Soit p/qeQ, (p, q)=1 alors

Upra(0+1/q)=p/q(6)+2.
Démonstration. Puisque p est un invariant de conjugaison, on a pour tout f et g dans
DYTY), p(fog)=p(ge°f) et donc ¢?,,(6+p/q)=?4(8)+2p et le lemme suit de
4.4). O

(4.7) LEMME. Soitp/q€Q, (p, q) =1; si pour 8o, Aj/q.0, =1d € PSL (2, R), alors pour
0> 8, (resp. 8 <00) on a &};,(8)=>l,4(00) (resp. Wi q(00) > Yiq(6)).
Démonstration. On suppose que 8 > @, (’autre cas étant analogue). On a },,(6)=
Uia(00); mais f3/46>fra6, = Ri, k€Z. Si on avait ¢;,,(0) =;/4(60) =k alors
R _y © f3/4.6 aurait un point fixe et par I’absurde, il suit que ¢/,(6)> ¢/.(60). O
(4.8) LEMME. Soit p/qeQ/Z, (p,q)=1; si A}/q0, est une matrice parabolique de
PSL (2, R) il est de méme de A g o0+isqpouri=1,...,q—1.

Démonstration. Soit 6 € T' fixé. Alors pour 0=<i=q—1 les matrices A%/, 5.,/4 sOnt
conjuguées dans PSL (2, R). O

(4.9) PrROPOSITION. Pour tout p/qe Q/Z,(p,q)=1, il existe 6o T' tel que les
matrices A}, 0,+i/q SOient des matrices paraboliques de PSL (2, R).

Démonstration. Par (3.3), il existe 6 tel que A}/, ¢ s0it une matrice hyperbolique. Par
(4.3) (b) Uiya(0) =k e Z.

Soit 8o = sup {6|¢7,,(8) = k}. Alors A?,, 4, est une matrice parabolique. En effet, si
Apq.6, €sthyperbolique, alors, par (4.5) et [4, III], il existe 8, > 6o tel que 5/, (6,) = k,
ce quiestabsurde. Si A}/, 4, = Id alors, par (4.7), ¢7,,(8) < k si 6 < 6, etil n’existerait
pas de 6 tel que A}/, 4 soit hyperbolique et vérifiant ¢7,,(8) = k, ce qui est absurde.

La proposition résulte alors de (4.8). O

5. On considére le difféomorphisme F, définie en (1.3) agissant sur M =T' x M,
préservant la mesure u

(5.1) PROPOSITION. Pour tout a € T' on a h, (F,)=2log (A/2+1/2A).

Démonstration. Puisque la mesure p est de densité C* par rapport a la mesure de
Lebesgue, on a, par Pesin [§],

h(F) = inf = [ log [DF2 () du(x)
n=zlpn M

ou DF.(x): T.(M)> T\ (M) est 'application tangente de F, (en x). (Dans
I’exemple ici considéré, on peut vérifier [5] a titre d’exercice: P'existence et 'absolue
continuité des feuilletages stables et instables.)
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DF, laisse invariant le sous-fibré £ de T (M) des vecteurs tangents aux fibres de la
fibration M; > (T’ xM,;)>T".

Comme M,;=SL (2,R)/T" (i.e. hT') et que pour F,: T'xSL (2, R) D définie par
F.(8,y)=(6+a, Ay * y), I'action de DF, sur ¢ s’identifie & ’action de &:

D
T'xSL (2,R)x T,(SL (2, R))»> T'XSL (2,R) X T4,.,(SL (2, R))

(0’ Y, U) - (0 +a, AH 'Y (DLAg)yU)
ou L,(h)=gh et R,(h)=hg.
Si on identifie T, (SL (2, R)) aux champs de vecteurs invariants par les translations

a droites de SL (2, R)=SL = algébre de Lie de SL (2, R), on est ramené a étudier le
produit gauche:

T'xSL->T!'xSL
(0’ U)—)(0+a, AdAg(U))

oll Ad,, est I'application tangente en h = Id de I’application & > Ay - h - Ay
Comme en tout point x =(6,g)e M on a

1 1
; IOg ”DF; (x)” = ; IOg ”AdAaan)a T AdAo”-
Il suit du lemma 5.2 que

1 " 1 n
~log IDFZ (x)] =2 log AL

et donc,
1 N 1 ,,
[ toglDFs (0l dunt)=2 [~ toglazdlds
Mmh T n
et il suffit d’appliquer (3.1) et (3.2) pour conclure. O

(5.2) LEMME. On choisit pour base de SL,
~(1 0) _(0 1) ; _(O O)
““o -1 T o T o)

c=(j S)esuz,u@)

Si

alors
ad+bc —ac bd
Adc=| —2ab a® -b*|eSL(3,R).
2c¢d - d?
Si on choisit pour norme de B = (a;;) € SL (n, R), |B||=sup |a;| alors on a
2CIP =l Adcl =l

Démonstration. Soit v € SL, exp (fv) le groupe a un parameétre associé a v. Alors
d _
Adc(v)=—(C exp (i0)C Yi—o€SL.

Puis il suffit de faire le calcul . 0
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(5.3) THEOREME. Il existe a € T' —(Q/Z) tel que le difféomorphisme F, de M soit
minimal.

Démonstration. Nous allons montrer par catégorie de Baire qu’il existe G < T', G est
un G; dense, tel que si a € G alors F, soit un difféomorphisme minimal de M.

Commengons par remarquer que 'application a » F, € Homéo (M) est continue
pour la topologie compacte ouverte. F, € Homéo (M) est minimal si et seulement si,
pour tout ouvert U; # & ((U;);en est une base d’ouverts non vide de M) il existe
neNtelque U FL(U)=M.

O=p=n

Pour i fixé, posons W, ={a € 'ﬂ'llan eN, U F5%(U;) =M} Par[3], W, estouvert.

O=p=n

Si on montre que W; est dense dans T! alors () W;=G estun Gs dense etsia € G,

ieN
alors F, est un difféomorphisme minimal de M. On note W; aussi par Wy,
Tout revient & voir que ouvert W; est dense. On est ramené & étudier le cas ou

Ui=IxV,I=]a, b[=T"et V estouvert non vide de M; (difféomorphe a une boule
ouverte de R?).

Soit p/qeQ/Z, (p, q) =1, vérifiant 1/q <(b —a)/2. Par (4.9), il existe 8y € Ja, b[
tel que A}/,.6, SOit une matrice parabolique; elle est donc conjuguée au temps ¢ # 0
du flot horocyclique sur {6} x M;. 1l suite de (7.3) que le difféomorphisme
y > F},.(60, y) de {60} X M, est minimal.

Il en résulte qu’il existe neN tel que l'ouvert U= | Fil, (I x V) vérifie
U = {60} x M. o=k=n

SoitK = [al, bl] XMl, a, * b1, tel que KcUet 906 ]al, b][ Soient (Ck)OSkSn des
ensembles compacts (# J)telsque | ) (GNK)=K et vérifiant C, = F';,}'q I x V).

O<k=n
Soit Pouvert (défini par une condition ouverte pour la topologie compacte
ouverte): Vi, ={a € TllF;kq(Ck)c IxV};, Vi # O puisque p/qe V.
Siae () Vi#J,ona

O=k=n

U F&IxV)y>(ay, bi[ X My).

O=<k=n
Si de plus, a € T' —(Q/2), alors
U Fi(ay, bi[x M) =M

neN
et donc, a € Wixv.

Nous avons ainsi démontré que W,y est dense puisqu’il contient dans son
adhérence tous les p/q € Q/Z vérifiant (p,q)=1,1/q<(b—a)/2. O

6. Etude du difféomorphisme G,
On consideére le difféomorphisme

Ga:(8,y)e T XP1(R)> (0 +a, Ag(y) e T XPy(R).
(6.1) THEOREME. Il existe a € T' —(Q/Z) tel que le difféeomorphisme G, soit minimal
sur T2 =T'xP,(R).

Démonstration. Nous laissons le lecteur vérifier que la démonstration de (5.3)
s’adapte en utilisant la remarque suivante. Pour tout p/q € Q/Z il existe 6, T', tel
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que pour 0=i==g—1 les difféormorphismes y € P1(R) > G},,(80+(i/q), y) e P1(R)
sont conjugués a une rotation irrationelle (et donc minimale). 11 suffit d’utiliser la
continuité de ¢;,,(8) et d’appliquer (4.3) (b), (4.4) et (4.5). O

(6.2) PROPOSITION, Si «a eT' —(Q/2) le difféeomorphisme G, a deux mesures de
probabilités invariantes et ergodiques.

Démonstration. Si u est une mesure invariante, alors p,(u) = df ot p: T' X Py (R) > T'
est la premiere projection.

Puisque A.(a, A) >0, par le théoréme d’Osedelec [6], pour dé-presque tout @ il
existe vy et vy, dans P;(R) (i e. des directions de R?) tel que

lim Ikl Z ¢ G (6, Ue) Ac(a, A)

k—»+00
lim Z b oGL(8,v5)=—A(a, A)
k—>+oo |kl
ol ¢(6, v) =log (JAsv|l/||v]]) est une fonction continue de (6, v)e T' x P;(R).

De plus, pour df-presque tout 8 et tout vg, v # Uy OU Vg, ON a
k—1

lim 1 Y & °GL(8,v5) =A.(a, A) (%)

k-1 "**‘f" —i(=kov1) .
ousik=0,keZ, i§0¢oG;= EO boG.
(Noter que
log (lAs.e0ll/llol) sik=1
—log (IASS vli/llol) +#(6,v)  sik=0.)

Il suit qu’il existe deux mesures de probabilités wu, et w_ ayant pour supports
boréliens les graphes des applications d#-mesurables 6 > vy et 8> v,. Comme w et

k-1 )
;O $°Galf,v)= {

- Se projettent sur d6, u. et u_ sont ergodiques pour G, et vérifient j , ddu.=
:tA+(a, A). T
Par (), u. et p_ sont les seules mesures ergodiques de G,. O

(6.3) PROPOSITION.T Soita tel que G, est un difféomorphisme minimal de T'xPi(R);
alors I’ensemble

1 k-1 )
={(0, v)eT! X P, (R)| si k->+OO,E Y & °GL(6,v) n’a pas de limite}
i=0

contient un Gs dense de T' xP;1(R).

Démonstration. Puisque G, est minimal et par ce nous avons rappelé dans la
démonstration de (6.2), alors les ensembles

1 k-1 _
£ ¢°G;(x>iA+<a,A)|=o}
i=0

sont des G; dense, et G2G, nG_. 0

Gi={x

+ Voir aussi, R. A. Johnson, J. Diff. Eq. 28, (1978), 23-34.
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(6.4) PROPOSITION. Soit a tel que G, est un difféomorphisme minimal. Alors il existe
6T’ tel que, si k >+, (1/k)log|AL Jl n’a pas de limite.

Démonstration. 11 résulte de la démonstration de [6] que, si eT' et
k> +00, (1/k)log|A% 4 converge, alors pour tout v € P1(R), si k - +0,

1 1 k-1 .
% log (A% 6vll/llol) = Y & °GL(6,v) aune limite.
i=0

La proposition résulte alors de (6.3). O

(6.5) Description du difféomorphisme G,
On suppose que G, est minimal et que w. est la mesure ergodique invariante
associée a A, (@, A). G, a deux exposants de Lyapunov: —2A .(a, A)<0et 0 (i.e. les
exposants de (G,, u+) pour le produit gauche de la dérivée de G., DG, sur le fibré
tangent de T' xP1(R)). Pour presque tout 8, la variété stable en (6, vy ) € supp(u.) est
{8} X (P1(R)—vy).

Le lemme suivant montre en certain sens qu’il n’existe pas de variété invariante
par G, tangente a la direction neutre.

LEMME. Soit I = T' XPy(R) un arc de courbe plongé et se projectant sur un intervalle
[a, bl T, a #b. Alors les intervalles GL(I) s’intersectent une infinité de fois, si
i = 400,

Démonstration. Quitte & remplacer I par G5(I), 0=p=no, no étant tel que
U R,.(a, b)) = T', en utilisant (4.5) et (4.6) on peut supposer qu'’il existe un arc

O=p=ngo

J <=1 se projectant sur [¢, d]<]a, b[, ¢ #d, et une suite d’entiers (n;) tel que si
i> +00, n; > +00 et vérifiant n,a - 0(mod 1) et ¢ (d) —¥(c)> +00. On conclut
alors en remarquant si 8 € Ic, d[ on asup | faio(x) — 2 () — x| <1 et donc, si i -» +00,

G5 (J) doit récupérer I une infinité de fois et G/(J) n’est pas inclus dans [ (figure 1).
]

7. Rappels sur le flot horocyclique
(7.1) Soit I'; un groupe discret de PSL (2, R) a quotient compact:

M;=PSL(2,R)/T',=SL (2,R)/T.

Soit g, le groupe a paramétre

() e
&=\ 1 &=\ 1)

g: définit un flot ou action de R sur M, définie par hI"> ghl.
{7.2) Onmontre que le flot horocyclique g, sur M, est une action minimale de R sur
la variété compacte M, qui est ergodique pour la mesure » d’espace homogene [1].
(7.3) Pour tout t € R*, g, est un difféomorphisme minimal de M, (i.e. le flot g, est
totalement minimal).

En effet, il existe un e R* tel que g, (et donc g_,) soit un difféomorphisme
minimal de M;.
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FIGURE 1. Dessin dans le revétement universel R xR de T'x If’T(FR).

Puis il suffit de remarquer que les flots g, et g.2, kK €R* sont conjugués dans

Diff”(M;): on a
2
(I(; 1?1()((1) 1t><1(/)k 2>=<(1) k1t)

k 0\/1 O\1/k 0y (1 0
(0 l/k)(t 1)( 0 k) - (k‘zt 1)'

I1 suit de (4.3), que toute matrice parabolique de PSL (2, R) définit un difféomor-
phisme minimal de M,.

(7.4) On suppose que V est une surface compacte orientable de courbure négative
constante = —1. Comme le revétement universel est isométriquement le disque de
Poincaré, on peut choisir I'; = 7(V) et tel que M;=PSL (2,R)/T"; soit le fibré
tangent unitaire de V.

On suppose que V a une involution isométrique renversant ’orientation S. Bien
qu’en général, une surface V comme ci-dessus ne posséde pas d’involution S; on
peut trés simplement construire V avec une involution §, en supposant par exemple,
que le domaine fondamental de V dans le disque de Poincaré est un polygone
régulier.

et

LEMME. Sous les hypothéses ci-dessus le flot horocyclique g, de M, est conjugué
dans Dift"(M,) au flot g_,.

Démonstration. S définit un élément SePGL (2, R)=GL (2, R)/{Ald, A e R*},
PGL (2, R) étant le groupe des isométries (y compris ceux qui renversent I’orien-
tation) du disque de Poincaré. Aprés conjugaison dans PSL (2, R) on peut supposer
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1 0
que S est I'image de ( _ l)' On a ST, S =T'; et donc S définit un difféomorphisme

0
R-analytique de M: hI'y > ShST';.

Comme
1 O/l ny/1 O 1 ~—t
(0 —1)(0 1)(0 —1) - (0 1 )
et que tous les groupes a un parametre parabolique sont conjugués dans PSL (2, R)
soit a

soit a

le résultat suit. O
(7.5) La proposition suivante est une source de difficultés pour des généralisations.
On se donne M, comme en (7.4) avec un automorphisme $ tel que SgS'=g_.

PROPOSITION. Soit I’action de R* sur Myx M, définie par f(x, y) =g, X g,(x, y) =
(8n(x), 8,(¥)) € My X M, pour t = (t,, ;) € R*. Cette action est minimale. Si ¢:R->R>
est un homomorphisme continu alors I’action de R, gy sur M1 XM, n’est jamais
minimale.

Démonstration. (t) = (at, bt) a et b eR. On peut supposer que ab #0. Alors, par
(7.3) et (7.4), fu est conjugué a 'action de g, x g, sur M;XM; qui n’est pas
minimale. O

REFERENCES

[1] L. Auslander, L. Green & F. Hahn. Flows on Homogeneous Spaces, Ann. of Math. Studies No. 53.
Princeton University Press: Princeton 1963. (Voir aussi dans cette référence, G. A. Hedlund 1.)

[2] Y. Derriennic. Sur le théoréme ergodique sous additif. C. R. Acad. Sc. Paris 281 (1975), 985-988.

[3] A. Fathi & M. R. Herman. Existence de difféomorphismes minimaux. Proc. Conf. Systémes
dynamiques, Varsovie (1977), Astérisque 49 (1979), 37-59.

[4] M. R. Herman. Sur la conjugaison différentiable des difféomorphismes du cercle a des rotations. Publ.
deI’I. H E. S. 49, (1979), 5-234.

[5] J. B. Pesin. Characteristic Lyapunov exponents and smooth ergodic theory. Russian Math. Surveys 32
(4) (1977), 55-114.

[6] D. Ruelle. Ergodic theory of differentiable dynamical systems. Publ. de!I'l. H. E. §. 50 (1980), 27-58.

[7] C. L. Siegel. Topics in Complex Function Theory, vol. 2. Wiley-Interscience: New York, 1971.

https://doi.org/10.1017/50143385700001164 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S0143385700001164

