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Abstract. We construct a real analytic diffeomorphism Fa on a compact connected
4-dimensional manifold M, such that Fa preserves a probability measure n denned
by a smooth volume form, Fa is a minimal diffeomorphism of M and furthermore the
metrical entropy of Fa with respect to the measure n is strictly positive. By a theorem
of Goodwyn the topological entropy is also strictly positive. We write down the
explicit formula of Fa that depends on a parameter a e T1. This parameter is chosen
by Baire category.

1. Introduction
(1.1) On considere un element (a, A) du produit gauche T1 x CTB"1, SL (2, R)), ou
T1 agit sur C"(l\ SL (2, R)) par translations. On choisit A tel que, si 0 e T1,

/COS2TT-<9 -sin27T(9WA 0
A

et on suppose que A > 1 est fixe, dans la suite.
On pose, si a e T1 et si n est un entier n>\,A"e = Aa,e = Ae+(n-i)a • • • Ae+a • Ae.

T ^ R / Z a g i t s u r T ^ a a eJ1 on associe la rotation/?a (A:) = * +a. Si a eT1-(Q/Z),
Ra est un diffeomorphisme minimal et strictement ergodique de T1 preservant la
mesure dd. II en de meme de Rna, n e Z - {0}.
(1.2) SL(2, IR)->PSL(2, U) agit canoniquement sur Pi(R) a gauche. Au produit
gauche (o, A) on associe le diffeomorphisme

(0, y)6T'xP,(i)5 (6 + a, Aeiy^eJ1 xP^U).

(1.3) On considere f c S L (2, R) un sous-groupe discret a quotient compact et on
suppose, pour simplifier, que SL (2, R)/F est le fibre tangent unitaire a une surface
compacte orientable de courbure negative constante = — 1. Voir, par example [7].

On pose Mi = SL (2, R)/r. Le groupe SL(2, R) agit sur Mi a gauche par
(g, h • T) -* gh T preservant l'unique mesure de probabilite v d'espace homogene de
Mi, et en fait v peut etre definie par une forme volume C" (noter que SL (2, R) est
unimodulaire).

t Address for correspondence: M. R. Herman, Centre de Mathematiques de PEcole Polytechnique,
Plateau de Palaiseau, 91128 Palaiseau Cedex, France.
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Soit T1 x SL (2, R)/r = M\ le groupe T1 x SL (2, R) agit a gauche sur M preservant
la mesure /j.=dd ® dv, (a, A) agit done sur M par (6, y)-»(0 + a, Aey) = Fa(0, y)
preservant la mesure fi.

Nous proposons de demontrer le:

THEOREME. // existe a e T1 - (Q/Z) tel que Fa soit un diffeomorphisme minimal de M
et tel que Ventropie par rapport a la mesure /x verifie /iM(Fn) s 2 log (1/2A + A/2).
Le theoreme sera une consequence immediate de (5.1) et (5.3) •

On rappelle qu'un homeomorphisme h d'un espace topologique X est dit minimal
si pour tout x eX, {h"(x)\n e Z} est dense dans X. Le lecteur pourra consulter [3].

2. Rappels sur le theoreme sous additif
(2.1) On considere un espace metrique compact X (non vide) et g:X-*X un
homeomorphisme strictement ergodique preservant une mesure de probability A de
X. On suppose que pour tout k e Z-{0}, gk est uniquement ergodique.

On considere a e C°(X, SL (n, R)); au couple (g, a) on associe l'homeomor-
phisme:

ou si x e X, a (x) = ax avec

et si n € N,

,y) = (gk(x),ak
x(y))

ax = a g k - \ x ) • • • ag(x) • ax.

Soit || || une norme de EndR (R"). Par le theoreme ergodique sous additif [2] [6], si
k -* +00, et A -presque tout x

j\og\\ak\\^\+(g,a)=My\ log\\ak\\d\(x)eU.
k k*\ k ) x

On definit aussi
1 r

A_(g, a)=inf — loglla* I\dX(x).
k=i k J x

A+ et A_ sont independants de la norme choisie sur EndR (R").

(2.2) LEMME. On a A+(g, a )>0.

Demonstration. On choisit || || une norme d'algebre de Banach sur End(R"). Si
BeSL(n,R), on a ||B|| ||B 1| |^ 1 mais en utilisant les cofacteurs, on a H-B̂ HiS
CllBll""1 et done, ||i?||> C~1/n, ou C est une constante dependant que de la norme
choisie. •

(2.3) On a aussi A_(g, a)>0. Si n = 2, en utilisant un argument de convergence en
probabilite et en remarquant que si B e SL (2, R) alors \\B~1\\ = \\B\\ ou

fa b\
djU=sup(\a\,...,\d\);

on conclut que A +(g, a) = A _(g, a).
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(2.4) PROPOSITION. Pour tout e>0, il existe ko>0 tel que, si k>k0, -e <

Demonstration. La minoration resulte de (2.2). On suppose ici que || || est une
norme d'algebre de End (R"). Si p et k e N, on a

On pose A+(g, a) = A+.
Soit k tel que

Par la stricte ergodicite de gk on a uniformement en x, si p -> +oo,

Si on ecrit pi=pk+r,0<r <k,\l suit que

Ve>0, 3ko, Pl>fco=>—log||aS'||<A+ + e. D
Pi

(2.5) On en deduit que, si k -* +oo,

log||a*||c°^A+(g, a) avec ||a*||c
0

k *

(2.6) Si A+(g, a) = 0 alors, si it ^ +oo, (I/A;) log ||a*||-> 0 uniformement.

3. On se donne (a, A) comme dans (1.1)

(3.1) THEOREME. Si a e T1 - (Q/Z) o« a A+(a, A) 2 log (A/2 + 1/2A).

Demonstration. Par (2.4), il suffit de demontrer, pour a e T1 - (Q/Z) fixe

lim - log ||A$||c°slog ( - + - ) .
k-+<x, k \2 2A/

On considere SL (2, R) Q SL (2, C) et on considere une norme d'algebre sur C de
Endc (C

2). Soit

= U~1AeU avec

On a

/exP(-2m6») 0 \
V 0 exp(2vid)/ '

et

A 1_/a ft\ _A J_
~ U a)' fl~2 + 2A'
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Comme U est une matrice constante, on a

Be = Be+(n-\)a ' ' ' Bg = U AgU.

Soit

_ / l 0 \

'\0 exp(4mW !exp(47ri0V

on a

/exp(—2irid) 0
e~\ 0

Or, Dg est une matrice diagonale unitaire. On a done pour tout 6 e T1,

LEMME. Pourn>l, on a

cn ^/an+Pi(d) bn+P2
n(d)

avec

A 1 k k k

a=—I , bneC et Pn(6)= £ anv exp(4irip6), anpe<C,
2 2A pal

et les Pn{6), 1 < k <4, sonf ^e5 polynomes trigonometriques.

Demonstration.

C - ( a b \

\b exp(4ni0) a exp{4md)) '* \b ai

et le lemme suit par recurrence. •

Fin de la demonstration de (3.1). On a

•n
e\\de=[ \\Bn

e\\de.

Or,

A 1

II en resulte que

lim —

et done,

lim -log||AS||c° = A+(a, A) > log a. D
n-*+oo ft

(3.2) COROLLAIRE. Pour tout asJ1, on a

[ A+(a,A)(0) J6»>loga OM A+(a,A)(6»)= lim - log | |>C| | p.p.
J-j-l n-»+oo Ĵ
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Demonstration. Soit a -><f>(a)= inf (l/k)log\\A2,e\\d0€M+. L'application 4>(a)

est semi-continue superieurement et done, l'ensemble

F - {a e T1|</>(a) a log a} est ferme dans T1.

Si a € T1, on a <f>(a) = [ A+(o, A){0) d0; par (3.1)

T ' - ( Q / Z ) c F

etdoncF = T \ D

(3.3) COROLLAIRE. 5/ p/qeQ/Z, il existe 0O tel que si «->+°o, alors
(l/n)\og\\A"p/q,go\hC>loga.

Demonstration. Pour tout 0 € T1, si n -*• +00, (1/n) log ||Ap/(,,e|| -*k+(p/q, A){0) et on a

•

4. Etude de Ga

(4.1) En (1.2), au couple (a,Ae) nous associons un diffeomorphisme
Ga:(6, y)eT1 xPi(U)-*(d + a, Aey) que nous allons etudier. Si on releve le
diffeomorphisme

en un diffeomorphisme f<=DM(T1) = {geDifT (R)|g-Ide Ca(J1)} on peut relever
6 € T1 -> Ae € PSL (2, R) = SL (2, R)/{-l, 1} en 6» € R -* 20 +f=fa

(4.2) Rappelons que si geD0^1) on associe son nombre de rotation p(g)eU,
l'application g-*p(g) est continue et pour tout keZ, on a \gk-Icp(g) — Id\c°< 1.

Pour les proprietes du nombre de rotation cf. [4, II et III].

(4.3) Remarques. (a) Si on veut relever 0eT 1 ^A f l eSL(2, R), il faut considerer

(b) Tout element A s PSL (2, R) C Diff+ (T1) est conjugue dans PSL (2, R) a une
matrice de la forme suivante:

( ), /u.eR+, p. 5*1, appele matrice hyperbolique;
\0 l / / i /

(n 1) o u ( 1)' f eR*> appele matrice parabolique;

/cos27ra -sin 2m*\ „ , , . „. .
, aeM, appele matrice elhptique.

\sin27ra cos27ra/

De plus, si p(A) # 0 (mod 1) alors A est une matrice elliptique. On pose fn
aS =

fe+(n-\)a ° • • • °/e+a°/», p(fa.«) = iAa(0) qui est une fonction continue de 0 et a.

(4.4) LEMME. On a $1 (0 + \) = n + <l>l (6>).

Demonstration. Cela vient de: si /eD 0 (T ' ) on a p(l +/) = 1 +p(f). •
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(4.5) LEMME. 5/ 0i < 02 on a $1 (6X) < i/^ (02).

Demonstration. Si / et g sont dans £>°(T1), on ecrit f<g si, pour tout
f(x)<g(x). Si / i<g i et f2<gi alors / i o / 2 <g i °g2 . Si a € R et si 0X<02 alors
2(6»! + «)+/<2(6*2 + «)+/. On a done pour 0i<02, /».», </a,»2 et done ip"a(0i)^

Kite). •
(4.6) LEMME. Soit p/q e Q, (p, q) = 1 a/ora

Demonstration. Puisque p est un invariant de conjugaison, on a pour tout / et g dans
•E^OT1), p{f°g) = p(g°f) et done tl/q

p/q(0+p/q) = ipq
p/q(6) + 2p et le lemme suit de

(4.4). •

(4.7) LEMME. Soit p/q eQ, (p,q) = 1; s/ pour 0O, ^p/q,»0 = Id ePSL (2, R), alors pour
0>0O (resp. 0<OO) on a ipq

p/q(0)>ij/q
p/q(0o) («sp. <!>P/q(eo)>K/<,(0))-

Demonstration. On suppose que 0> 0O (l'autre cas etant analogue). On a ijjq
p/q{6)^

VP/q{BoY, mais fq
plq,e>fp/q,e0=Rk, keZ. Si on avait tl/q

p!q{6) = iljq
p/q{e0) = k alors

R-k °fl/q,e aurait un point fixe et par l'absurde, il suit que iAp/,(0)>«Ap/<,(0o). •

(4.8) LEMME. Soit p/qeQ/Z, (p,q) = 1; si Aq
p/q<eo est une matrice parabolique de

PSL (2, R) /'/ es? de meme de Aq
p/q,g0+i/q pour i = 1 , . . . , q -1.

Demonstration. Soit 0 € T1 fixe. Alors pour 0 < / < q - 1 les matrices Aq
p/q_e+i/q sont

conjuguees dans PSL (2, R). D

(4.9) PROPOSITION. Pour tout p/qeQ/~Z,(p,q) = \, il existe 0oeT1 tel que les
matrices Aq

p/qig0+i/q soient des matrices paraboliques de PSL (2, R).

Demonstration. Par (3.3), il existe 0 tel que Aq
p/q<e soit une matrice hyperbolique. Par

( 4 . 3 ) ^ ) ^ , ( 0 ) = k eZ.
Soit 0O = sup {0|(/'p/<,(0) = fc}. Alors Aq

p/q_ea est une matrice parabolique. En effet, si
Ap/qt6o est hyperbolique, alors, par (4.5) et [4, III], il existe 0X > 0O tel que tl/p/q (00 = k,
ce qui est absurde. Si Aq

p/q<eo = Id alors, par (4.7), il>q
p/q(0) < k si 0 < 0o et il n'existerait

pas de 0 tel que Aq
p/qi6 soit hyperbolique et verifiant i//p/q(0) = k, ce qui est absurde.

La proposition resulte alors de (4.8). •

5. On considere le diffeomorphisme Fa definie en (1.3) agissant sur M = T1xMi
preservant la mesure y.

(5.1) PROPOSITION. Pour tout a E T 1 on a h^(Fa)>2 log (A/2 + 1/2A).

Demonstration. Puisque la mesure /J. est de densite C" par rapport a la mesure de
Lebesgue, on a, par Pesin [5],

K{Fa) > inf - f log \\DFn
a (X)\\ dn(x)

n = i n JM

oil DF^{x):Tx{M)^Tf^M(M) est l'application tangente de Fn
a (en x). (Dans

l'exemple ici considere, on peut verifier [5] a titre d'exercice: l'existence et l'absolue
continuite des feuilletages stables et instables.)
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DFa laisse invariant le sous-fibre £ de T(M) des vecteurs tangents aux fibres de la
fibration Mi ^ ( T ' x M ^ T 1 .

Comme Mi = SL (2, R)/T (i.e. hT) et que pour Fa: T
1 x SL (2, R) ^ definie par

Fa{6, y) - (0 + a, Ae • y), Faction de DFa sur £ s'identifie a l'action de <t>:

T1 xSL (2, R)x Ty(SL (2, U))^V xSL (2, R) x rA..y(SL (2, R))

(6>, y, «) -» (0 + a, Ae • y, (DLAe)yy)

ouLg(A) = gAet/?,(A) = Ag.
Si on identifie Ty(SL (2, R)) aux champs de vecteurs invariants par les translations

a droites de SL (2, R) = SL = algebre de Lie de SL (2, R), on est ramene a etudier le
produit gauche:

T ' x S L ^ T ' x S L

ou AdAe est l 'application tangente en h = Id de l 'application h-*Ae-h

Comme en tout point x = (6, g) e M on a

-\og\\DF"a(X)\\>-\og\\AdAe^1)a • ••AdA.\\.
n n

II suit du lemma 5.2 que

et done,

-log\\DFn
a(x)\\>-2\og\\An

aJ
n n

f -\og\\DFn
a(x)\\dn(x)>2 \ -\og\\An

a,e\\de
JM n JT1 n

et il suffit d'appliquer (3.1) et (3.2) pour conclure. •

(5.2) LEMME. On choisit pour base de SL,

/I 0\
= lo -i)' e2

Adc =

\c

ad + bc

-lab

led

(°

>SL,2.

-ac

a2

2

bd

-b2

d2

/O 0

R)

eSL(3,R)

Si

alors

Si on choisit pour norme de B = (a,,) e SL (n, R), ||2?|| = sup |a,,| alors on a

Demonstration. Soit v e SL, exp (tv) le groupe a un parametre associe a v. Alors

Adc(v) = 4-(C exp (tv)C-%-oe SL.
dt

Puis il suffit de faire le calcul.
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(5.3) THEOREME. // existe a eT1 —(Q/Z) tel que le diffeomorphisme Fa de M soit
minimal.

Demonstration. Nous allons montrer par categorie de Baire qu'il existe G <= T1, G est
un Gs dense, tel que si a e G alors Fa soit un difTeomorphisme minimal de M.

Commencons par remarquer que l'application a->Fae Homeo (M) est continue
pour la topologie compacte ouverte. Fa e Homeo (M) est minimal si et seulement si,
pour tout ouvert [/, ^ 0 ((C/,),eN est une base d'ouverts non vide de M) il existe

Ospsn

Pour / fixe, posons W{;= {a e Tl\3n e N, U F"a ([/,) = M}. Par [3], Wt est ouvert.
Ospsn

Si on montre que Wt est dense dans T1 alors (~) Wt = G est un Gs dense et si a e G,

alors /v est un diffeomorphisme minimal de M. On note Wt aussi par WUr
Tout revient a voir que l'ouvert Wt est dense. On est ramene a etudier le cas ou

U,: = / x V, I = ]a, b[ c T1 et V est ouvert non vide de M\ (diffeomorphe a une boule
ouverte de R3).

Soit p/qeQ/Z, (p,q) = l, verifiant \/q<(b-a)/2. Par (4.9), il existe 0oe]a, b[
tel que Aq

p/q_eo soit une matrice parabolique; elle est done conjuguee au temps / ^ 0
du flot horocyclique sur {80}xMi. II suite de (7.3) que le diffeomorphisme
y ->Fp/q(0o, y) de {0o}xMj est minimal.

II en resulte qu'il existe n e N tel que l'ouvert U = LJ FpJq (I x V) verifie

Soit K = [au bi]y.Mu ax * Pu tel que K c u et 0O6 ]ai, b\[. Soient (Cfc)0<;tSn des
ensembles compacts (^ 0 ) tels que U (QH AT) = AT et verifiant Cfe c F^jq (I x V).

Soit l'ouvert (defini par une condition ouverte pour la topologie compacte
ouverte): Vk = {a e Jl\F~kq (Ck)<=Ix V}; Vk*0 puisque p/q e Vfc.

Si a 6 ( 1 Vfc 5̂  0 , on a

U ^ ( / x ^

Si de plus, a € T1 - (Q/Z), alors

et done, a e W/Xv.
Nous avons ainsi demontre que W/Xv est dense puisqu'il contient dans son

adherence tous les p/q € Q/Z verifiant (p, <?) = 1, l/q<(b-a)/2. •

6. Etude du diffeomorphisme Ga

On considere le diffeomorphisme

(6.1) THEOREME. // existe a e T1 - (Q/Z) te/ qt/e /e diffeomorphisme Ga soit minimal
sur72 = V*V>i(U).

Demonstration. Nous laissons le lecteur verifier que la demonstration de (5.3)
s'adapte en utilisant la remarque suivante. Pour tout p/q e Q/Z il existe 0oe T1, tel
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que pour 0 < / ^ < ? - l les diflPeormorphismes y ePi(U)^Gq
p/q(e0 + (i/q), y)ePi(R)

sont conjugues a une rotation irrationelle (et done minimale). II suffit d'utiliser la
continuity de <l>q

p/q(d) et d'appliquer (4.3) (b), (4.4) et (4.5). •

(6.2) PROPOSITION. SI a e T1 - (Q/Z) le diffeomorphisme Ga a deux mesures de
probabilites invariantes et ergodiques.

Demonstration. Si fj. est une mesure invariante, alorsp*((i) = dd oup: T1 x Pi(R) -> T1

est la premiere projection.
Puisque A+(a, A)>0, par le theoreme d'Osedelec [6], pour dO-presque tout 6 il

existe Vg et u^ dans Pi(R) (i.e. des directions de R2) tel que

lim 7-7 I 4>oG'a(e,v$) = \+(a,A)
fc-.±oo \K\ , = 0

1 k " 1

lim —| I <fK>G'a(e,ve) = -\+(a,A)
fc-»±co |fc| i = 0

ou <f>(e, v) = log (||A<,i;||/||i>||) est une fonction continue de (0, u) e T1 x Pj(R).
De plus, pour d0-presque tout 6 et tout !)fcD«#i)Jou!)s,ona

lim - I <?!.°Gi(6>,t;e) = A+(a,A) (*)
(c-.±oo K i = 0

ousi k<0,keZ, E <f>°GL= I 4>°G~'-
;=o i=o

(Noter que

II suit qu'il existe deux mesures de probabilites ,u,+ et fi^ ayant pour supports
boreliens les graphes des applications rf0-mesurables d->Ve etd-*Ve. Comme ix+ et

(j.- se projettent sur dd, /*+ et ju_ sont ergodiques pour Ga et verifient <f> d/j.± =
±X+(a,A). J2

Par (*), /JI+ et /x_ sont les seules mesures ergodiques de Ga. •

(6.3) PROPOSiTiON.t Soita telque Ga estun diffeomorphisme minimal de J1 x P^R);
alors I'ensemble

(6, v)eTlxPi(M)\ si k-++oo - X 4>° G'a(0,v) n'a pas de limitei
k ,=o J

contient un Gs dense de T1 x Pj(R).

Demonstration. Puisque Ga est minimal et par ce nous avons rappele dans la
demonstration de (6.2), alors les ensembles

liminf
•

°G'a(x)±\+(a,A)
, = 0

1
= 0

>

sont des Gs dense, et G => G+ n G_. D

t Voir aussi, R. A. Johnson, J. Diff. Eq. 28, (1978), 23-34.
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(6.4) PROPOSITION. Soit a tel que Ga est un diffeomorphisme minimal. Alors il existe
0 £ T1 tel que, si k -» +00, (1/fc) log ||A*,9|| n'a pas de limite.

Demonstration. II resulte de la demonstration de [6] que, si del1 et
k -» +00, (1/fc) log ||A*,e|| converge, alors pour tout v € Pi(R), si k -» +00,

f log (|K,t;||/|M|) = f V <£ o Gl(0, «) a une limite.
fc Ac ,=0

La proposition resulte alors de (6.3). •

(6.5) Description du diffeomorphisme Ga

On suppose que Ga est minimal et que n+ est la mesure ergodique invariante
associee a A+(a, A). Ga a deux exposants de Lyapunov: -2A+(a, A) < 0 et 0 (i.e. les
exposants de {Ga, fi+) pour le produit gauche de la derivee de Ga, DGa, sur le fibre
tangent de T1 x Pi(R)). Pour presque tout 8, la variete stable en (0, Vg) € supp(/^+) est
{e}x(P1(U)-Ve).

Le lemme suivant montre en certain sens qu'il n'existe pas de variete invariante
par Ga tangente a la direction neutre.

LEMME. Soit I <= T1 x Pi(R) un arc de courbe plonge et se projectant sur un intervalle
[a, feJcT1, a^b. Alors les intervalles G'a(I) s'intersectent une infinite de fois, si
i -» +oo.

Demonstration. Quitte a remplacer / par G"a(I), 0 < p < n o , no etant tel que
LJ Rpa(]a, b[) = T1, en utilisant (4.5) et (4.6) on peut supposer qu'il existe un arc

/<=/ se projectant sur [c, d]<=^]a, b[, c ̂ d, et une suite d'entiers («,) tel que si
/-» +oo, m-* +oo et verifiant n,a-»0(mod 1) et tlr%(d) — il'ai{c)-* +°o. On conclut
alors en remarquant si de]c, d[ on a sup \f1',e(x)-il/l'(0)-x\< 1 et done, si /-». +oo,

x

GnJ(J) doit recuperer / une infinite de fois et G"a'(J) n'est pas inclus dans / (figure 1).
•

7. Rappels sur le flot horocyclique

(7.1) Soit Ti un groupe discret de PSL (2, R) a quotient compact:

Mi = PSL (2, R)/I\ = SL (2, R)/I\

Soit g, le groupe a parametre

1 t\ / I 0
ou g,

g, definit un flot ou action de IR sur Mi definie par /iF-» g,hT.
(7.2) On montre que le flot horocyclique g, sur Mi est une action minimale de IR sur
la variete compacte Mi qui est ergodique pour la mesure v d'espace homogene [1].
(7.3) Pour tout feR*, g, est un diffeomorphisme minimal de Mt (i.e. le flot g, est
totalement minimal).

En effet, il existe un (06R* tel que gto (et done g-to) soit un diffeomorphisme
minimal de M!.
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Gn
a'(j)-k

|c + ntaj d + n,a

P.(R)

FIGURE 1. Dessin dans le revetement universel RxRde T1 xP,(R).

Puis il suffit de remarquer que les flots g, et gk^,,keU* sont conjugues dans
DifT(Af1): on a

tk 0 \ / l ' \ / l / * Q\-(l k2t\
\0 1/Jlo lA 0 A:/~VO 1 /

et

Ik 0 \ / l 0\/l/k 0\ I 1 0\
VO \lk)\t l / l 0 k) \k'2t 1/

II suit de (4.3), que toute matrice parabolique de PSL (2, R) definit un diffeomor-
phisme minimal de Mt.
(7.4) On suppose que V est une surface compacte orientable de courbure negative
constante = - 1 . Comme le revetement universel est isometriquement le disque de
Poincare, on peut choisir r1 = in(V) et tel que Mi = PSL (2,R)/Ti soit le fibre
tangent unitaire de V.

On suppose que V a une involution isometrique renversant l'orientation S. Bien
qu'en general, une surface V comme ci-dessus ne possede pas d'involution 5; on
peut tres simplement construire V avec une involution 5, en supposant par exemple,
que le domaine fondamental de V dans le disque de Poincare est un polygone
regulier.

LEMME. SOUS les hypotheses ci-dessus le flot horocyclique g, de M\ est conjugue
dans Diflf(Mi) auflotg-,.

Demonstration. S definit un element S e PGL (2, R) = GL (2, R)/{AId, A e R*},
PGL (2, U) etant le groupe des isometries (y compris ceux qui renversent l'orien-
tation) du disque de Poincare. Apres conjugaison dans PSL (2, U) on peut supposer
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que S est l'image de ( I. On a STiS = I\ et done S definit un diffeomorphisme

S-analytique de M: hYi
Comme

'1 O\/l A/1 O\ / I -Af1 T X °)=C '*)
\o - i / \o i/\o -1 / Vo 1 /

' \o i

et que tous les groupes a un parametre parabolique sont conjugues dans PSL (2,1
soit a

soit a

\O 1

le resultat suit. D
(7.5) La proposition suivante est une source de difficultes pour des generalisations.

On se donne Mi comme en (7.4) avec un automorphisme 5 tel que Sgfi'1 = g_,.

PROPOSITION. Soit Faction de U2 sur Mx x Mi definie par f,(x, y) = gnx g,2(x, y) =
(gii(x), g,2(y))eMi xMi pour t = (tu /2)elR2. Cette action est minimale. Si t(/:U->U2

est un homomorphisme continu alors Vaction de U, g^,) sur Mi xMi n'est jamais
minimale.

Demonstration. t//(t) = (at, bi) a et b 6 U. On peut supposer que ab ̂  0. Alors, par
(7.3) et (7.4), /^(r) est conjugue a l'action de g,xg, sur MiXMi qui n'est pas
minimale. •
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