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Note sur un Probleme de Ge'om^trie,

par ED. COLLIGNON,

Inspecteur General (its pants et chaussies, & Paris.

Etant donne un triangle OAB, on demande de mener par le
sommet O une droite OM telle qu' en abaissant les perpendiculaires
Aa, Bb sur cette droite, les surfaces des triangles OAa, OB6 soient
entre elles dans un rapport r donne, c'est-a-dire qu'on ait la relation

_ Surf. OAa
r~Surf. OB6 "

SOLUTION ANALYTIQUE.

FIGURE 8.

Frenons pour axe des abscisses OX une parallels menee
par le sommet O a la base A B ; et pour axe OY la hauteur OH
perpendiculaire a cette base indefiniment prolongee.

Soit OH = h la distance des deux paralleles AB, OX;
h sera l'ordonnee commune aux points A et B.
Soient HA=p HB = q leurs abscisses respectives.

Soit y = Xx l'equation de la droite cberchee OM.
L'inconnue de la question sera le coefficient X.

Les droites Aa, Bb auront pour equations

Aa y-h= -—(x-p),

Bb y-h= -—(x-q).
A

Les segments Aa, Bb, Oa, Ob seront donnes en valeur absolue
par les relations

4 ^ A^
Oa

hk+p hk + q
= O 6 = - Y
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dans lesquelles les seconds membres" doivent etre pris positivement;
et Ton aura pour determiner A. l'equation du second degre

J
Kf BbxOb (h-\q)(q+\h)'
ou l'on peut convenir de prendre en valeur absolue chacun des
facteurs du second membre. Mais il parait preferable d' attribuer
au rapport r le signe que lui assigne l'equation (1) elle-meme, en
laissant a chaque facteur son signe particulier. Cela revient a
admettre pour le rapport donn£ r des valeurs positives et negatives.
On reconnait sur le champ que r change de signe chaque fois que

A. traverse l'une des valeurs —, — , - - ? - , - -?-.
p q n h

Si Ton appelle A.' et A." les deux racines de l'equation (1) resolue
par rapport a A., on reconnait aisement que le produit X'k"= - 1,

car l'equation (1) ne change pas quand on y change X en - -r-.
A

Si une droite OM satisfait a la condition proposed, la droite ON
perpendiculaire a OM y satisfait e'galement.
Les triangles OAo', OB6' sont en eftet respectivement egaux aux
triangles OAa, OBb, et ont entre eux le meme rapport.

Faisons par exemple A, = 0, puis A, = oo, ce qui definit les deux

axes OX OY; ces hypotheses conduisent toutes deux a r = —.

Faisons ensuite A,= + 1, ce qui correspond aux bissectrices de Tangle
. p*-h*
des axes; on aura r=^—r; •

q — A'
Les trois points M, 0, N, sommets du triangle rectangle MON,

sont situ^s sur une circonf^rence dont le centre est au point P
milieu de l'hypotenuse MN. Cherchons les abscisses des points
M e t N .
Appelons x d'une maniere g^n^rale l'abscisse d'un point situ£ sur la
droite AB, correspondante a la valeur A, du coefficient d'inclinaison
de la droite qui joint ce point a l'origine. Nous aurons

h = Xx,
relation qui permet de remplacer X dans l'equation (1) par sa

valeur —.
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II vient pour determiner les x des points M et N l'equation

ou bien, en ordonnant par rapport a x,

(2) * - < " ' - * > - ' < « ' - * > , . . AP-O.
p-qr

La somme algebrique des abscisses des points M et N est egale a
m2 _ ff _ r(n" — h~)

coefficient de x dans le premier membre de
p- qr

l'equation. L'abscisse u = HP du point P en est la moitie, et Ton a

•2(p-qr)

Resolvons cette equation par rapport a r. II vient

/ p -h" -
I u--

(4) £(

Sous cette forme l'equation conduit a une construction geo-
metrique simple du point P. Remarquons en effet:

Que p est l'abscisse du point A et que _ — est l'abscisse du

point A' que l'on obtient, sur la droite AB prolongee, en la coupant
par une droite OA' elevee au point O perpendiculairement a OA;

par consequent Mp - —1 ddfinit sur la droite AB un point a,

milieu de AA', et centre de la circonference qui passe par les
trois points A, O, A';

Que, de meme, 0(17 1 est l'abscisse d'un point B,
\ q!

milieu du segment BB' que Ton obtient en menant au point O
une perpendiculaire a OB jusqu' a la rencontre de AB prolongee.

Les differences u - \\p 1, n - Jig 1

repreientent les distances Pa, P/? du point P a ces deux points
a et /J, et l'equation (4) revient a Pê galite
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Pa q _ ,

en appelant r le rapport connu r x —•.
P

On trouvera done la position du point P en cherchant sur la
droite aft le point P tel que le rapport de ses distances aux points
connus a et ft soit egal a un nombre r' deduit du rapport r par

l'operation r = —•
P

Nous avons vu qu'on devait attribuer a r le signe +, puis le
signe - , pour prevoir tous les cas possibles. Le signe attribue a r
entraine un signe particulier pour r', de sorte que r' doit aussi.
recevoir successivenient le signe + et le signe - . A chacun
correspond une position du point P sur aft.

FIGURE 9.

L'equation (5) dans laquelle r' recoit le double signe definit deux
positions P, et P2 du point cherche, et ces deux positions sont con-
juguees harmoniques par rapport aux extremites du segment aft
qu'elles partagent.

Connaissant le point P on achevera la solution en decrivant du
point P comine centre avec PO pour rayon une circonference qui
coupera AB en M et N. Les droites cherchees OM ON sont

paralleles aux bissectrices des deux angles que la droite OP fait
avec la base AB du triangle. Comme il y a deux positions pour le
point P et qu' a chacune correspondent deux droites OM, ON, on a
en tout quatre solutions.

Lorsque r = 0, r' est nul aussi et le point P coincide avec a ;
les droites cherchees coincident avec OA, OA\

Lorsque r est infini, r' Test egalement et le point P coincide avec
le point /J ; les droites correspondantes sont OB, OB'.

La solution ge'ne'rale derive, en definitive, d'une combinaison des
deux solutions particulieres relatives a r = 0 et a r infini.

On remarquera que les points A, A', B, B', M et N foment
une involution.
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Faisons, a titre d'exemple, r = 1. On en de'duit r = —,

et 1' equation (5) devient
Pa HB

d'ou Ton deduit cette propriety que les droites a/JP, BAH sont.
divisees proportionellement aux points a, /?, P et B, A, H.
II est plus simple de chercher la valeur de u dans liquation (3)
On a pour r = 1

.. P2~ f _P+Q

de sorte que le point P est le milieu de la base AB.

Lea droites OM, ON qv,i assurent VEquivalence des triangles OAa
OBb sont done paralleles aux bissectrices des angles que la mddiane
01 forme avec la base du triangle.

Si l'on fait r— - 1 on obtient une seconde solution qui assure la
meme equivalence. L'equation (3) donne alors

p+q p+q

FIGURE 10.

On n'a done qu' a porter dans le sens convenable une quantity
h? + "Do

IPa e'gale a — k partir du milieu I de AB, pour avoir une

autre solution; les droites correspondantes sont les paralleles aux
bissectrices des angles que forme OP. avec la droite AB prolonged.

Faisons l'application de cette theorie a quelques cas particuliers.

TRIANGLE IsoscfcLE.

FIGURE 11.

Nous aurons q= —p ; il viendra
pour r= 1 u = 0,
pour r = - 1 u infini.

A ces deux determinations de u correspondent quatre droites :

Les deux paralleles aux bissectrices des angles que la mecliane
OH forme avec la base AB;
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Les deux droites rectangulaires OH et OX paralleles respective-
ment a la mediane et a la base.

Ces quatre droites font autour du point O huit angles consecutifs
egaux a la moitie d'un angle droit.

TRIANGLE RECTANGLE EN O.

FIGURE 12.

Les abscisses p et q seront de signes contraires, et l'on aura
pq=-h\

Si l'on fait la construction, le point A' coincidera avec le point B,
et le point B' avec le point A. Les deux points a et /3 seront con-
fondus au milieu I de la base A'B. Le point P defini par le rapport
de ses distances a a et a /? est done ind^termine^ et en quelque point

qu'on le place, le rapport -=J-J = 1. Done r' = 1 et r = —.

La figure justifie ce resultat. Quelle que soit la droite OM sur
laquelle on projette les points A et B, les triangles OAct, OB6 sont
semblables, et leurs surfaces sont entre elles comme les carres
OA*> OB2 des cdtes homologues.

Or, dans le triangle rectangle, 2 = == = — en valeur absolue.
O B **•** 9

Si l'on place le point P en I, les droites cherchees coincident
avec OA, OB et le rapport des surfaces des triangles, qui s'annulent

a la fois, prend la forme indeterminee -̂ - •

Nous terminerons ce paragraphe par une remarque generale.

FIGUEE 13.

Si par les points a et b, projections de A et de B sur OM on mene
des droites am, bu> respectivement paralleles aux cdtis OA, OB du
triangle, ces paralleles coupent la mddiane 01 en des points <o et to,

et le rapport -^—, est egal au rapport r des surfaces des triangles

OAa, OBb.
En effet le triangle OAa est equivalent au triangle OAto, le

triangle OB6 est equivalent a OBto'; et ces deux triangles
OAw, OB«)', ayant pour hauteurs les distances egales des points
A et B a la mediane 01, sont entre eux comme leurs bases
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0(o, Oa>'. II en resulte que, si *"=1, ou bicn les points a> et <•>'
coincident, ou bien ils sont a egale distance du sommet O.

REMARQUES DIVERSES.

Prenons le rapport r egal a l'unite positive.

FIGURE 14.

Les solutions correspondantes sont fournies par les droites
OM, ON paralleles aux bissectrices IH, IC des angles formes par
la mudiane 01 avec la base AB.

Les triangles NIH, OIH, rectangles en H, out un cote cominun
IH et des angles egaux en I. Done IN = 10. On prouverait de
meme qu'on a IM = 10 ; de sorte que I est a la fois le milieu de la
base AB et de la droite MN. II en resulte que les points A et B
sont situes sur une hyperbole equilatere, qui a pour asymptotes les
droites OM, ON, et dans laquelle 01 est la direction conjuguee aux
cordes paralleles a AB. Si Ton appelle x et y les coordonnees d'un
point de la courbe rapportee aux axes rectangulaires OM, ON,
l'equation de l'hyperbole sera

xy — constante.

Or, pour le point A x = Oa, y = aA ;

pour le point B x = 06, y = SB.

L'equation de la courbe prouve done l'egalite

Oo x aA = 06 x 6B,

e'est-a-dire l'equivalence des triangles OaA, 06B.

II est aise de demontrer cette egalite par la simple geometric
Le point I etant le milieu de AB, C est le milieu de ab, et IC est

la demi-somme des deux ordonnees Aa, B6, de meme que OC est la
deini-somme des deux abscisses Oa, 06. On a done

Oa = OC-C6, O6 = OC + C6,

a A = I C + IK, 6 B = I C - I K ;

et par consequent

Oa x aA - 06 x 6B = OC x IC - C6 x IK + OC x IK - Cb x IC

- OC x IC + C6 x IK + OC x IK - C6 x IC

= 2(OCxIK-C6xIC) .

Le second membre de cette egalite est identiquement nul.
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En effet, appelons 6 Tangle AIH, moitie de Tangle AIO.
Nous aurons

OC = OIcos0, CI = OIsin0,
IK = IBsin0, C6 = IBcos0.

Done
OC x IK - C6 x IC = (01 x IB - IB x OI)sin0cos0 = 0,

et le theoreme est demontre.
On peut modifier cette demonstration de maniere a, eviter l'emploi

des lignes trigonometriques. Nous devons la nouvelle demonstration
que nous allons donner a Tobligeance de notre collegue et ami, M.
John S. Mackay, professeur a l'Academie d' Edimbourg.

On observera d'abord que les deux droites Ao, Bb' se coupent en
un point R de la mediane 01, et que Aa, Bb se coupent de m6me en
un point S situe sur le prolongement de la rueme mediane; de sorte
que la figure RBSA est un rectangle, dans lequel les demi-diagonales
IA, IB, IR, IS sont egales. La figure ObSa' est de me"me un rect-
angle, dans lequel les droites Ao, Bb' paralleles respectivement aux
deux c6tes se coupent en un point de la diagonale. On a done
Tegalite b'R x R,A = Ra x ab,
qui exprime Tequivalence des deux rectangles partiels b'RAa' et
6BRo. Ajoutant a chacun le rectangle OaRb' il y a encore equiva-
lence des deux sommes, e'esta-dire Tegalite

Oa x «A = Ob x 6B.

SOLUTION TRIGONOMETRIQUE DU CAS GKNERAL.

FIGUEB 15.

Soit OAB le triangle donne, a Tangle connu AOB, /J. Tangle
inconnu AOM.

Nous aurons MOB = a - /u. II viendra, si Ton appelle a le cote
OA, b le cote OB,

OA' = acos/i., OB' = 6 cos (a - /x),
A'A = a sin //,, B'B = b sin (a - p),

et il viendra pour le rapport des deux aires

o2sin/i cos/i. o2sin2/x.
^ b' sin(a - //,) cos(a - p) 62sin2(a-/x)

La recherche de Tangle p revient au partage de Tangle donne1 2a
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en deux parties 2/* et 2(a - p) telles que le rapport de leurs sinus

soit e'gal a un nombre donne r' = —r-.
a2

FIGURE 16.

On resout le probleme geometriquement en partageant la corde
pr de l'angle pCr = 2a en deux segments pm, mr, qui soient entre
eux dans le rapport de r' a l'unite.

Car si Ton a —— = r' on en deduit —— = r' pour le rapport des
mr rn

sinus des angles partiels, quel que soit le rayon du cercle. Cette
remarque conduit a la solution geometrique suivante.

FIGURE 17.

Soit OAB le triangle donne; C le centre du cercle circonscrit.
L'angle ACB sera le double de Tangle AOB, ce sera par consequent
Tangle 2a. De'terminons sur la corde AB les points m et m' tels que
Ton ait en valeur absolue

mA m'A , 6V

Les droites Cm, Cm' satisferont a Tequation (1) ; et si Ton joint
le point O aux extremites M et N, M' et N' des diametres Cm, Cm',
on aura autour du point O les moities respectives des angles formes
autour du centre C ; ceux-ci donnant les valeurs de 2/x, les premiers
donneront les valeurs de p, et les quatre droites OM, ON, OM', ON'
seront les solutions cherchees.

Cette construction rattache, mieux que la precedente, les quatre
solutions correspondantes a une meme valeur absolue de r.

FIGURE 18.

Applique1 au triangle rectangle elle conduit a des droites OM, ON
qui coincident avec les cdtes OA, OB de l'angle droit; car AB est
alors un diametre et CM coincide avec AB, sauf le cas de M coinci-
dant avec le point C: alors la direction MN est arbitraire, et le

rapport r est constant et egal a —.
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