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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE 2P*xp
a{ïY 

PAR 

ARMEL MERCIER* 

ABSTRACT. Let {x} denote the fractional part of x. We find an asymp
totic formula of 2,,-cx p"{p}k, where k is any positive integer and a is any 
real number > 1, and so for the sum 2„*.v/(/i), where f(n) belongs to a 
class of additive functions. 

1. Introduction. Soit k un entier positif et désignons par {/} = t — [t] la partie 
fractionnaire de f. Dans le présent texte, on portera notre attention sur le comportement 
asymptotique de l'expression en titre et nous établirons un lien existant entre 
^P^xPa{p}k et la somme £„<* na{^}k, où a est un nombre réel > — 1. Remarquons que 
cette dernière somme fut l'objet d'étude dans [5], [6] et [7]. A l'aide de ce com
portement asymptotique nous déduirons des formules asymptotiques pour une grande 
classe de fonctions additives f(n) et aussi pour Pr(n), où P(n) est la fonction 
arithmétique qui désigne le plus grand facteur premier de n, et r est un nombre 
réel > 0. 

2. Résultats préliminaires. 

LEMME 1. Soit k,j des entiers non-négatifs et soit a un nombre réel tel que 
a > k — 1. Alors on a 

at — + (-iy+i î ((-»)"(*) 
ta + 2 (a- k+ i y + l ,„=, v ym> 

xÉ (-'y"({» . . . É e O r - w / - * + •>). 
,- = o(fl + m - k+ 1)'+1 /=i V / y I 

où ^U) désigne la dérivée k-ième de la fonction zêta, et une somme vide est interprétée 
comme étant égale à zéro. 

DÉMONSTRATION. Puisque 

»{f}Mog'"f J r ( t - [t])k 
rW log71 dt = p( r - [ i log; tdt, 
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3 1 0 A. MERCIER [September 

alors pour obtenir le résultat il suffit d'évaluer l'intégrale 

UY log71 
f-dî, 0 < i < k. 

Pour / = 0, on a 

{a + 1) ji r" + 2 (a + 1>/ + 

et pour 1 < / < ^, on a 

^ 1 f n= 1 J i * 

En utilisant l'intégration par parties nous obtenons 

C"^\ogjt _ J r\(j) /log'-r(ft + 1) log^"rfi 

h ta + 2
 r = o(a + l ) r + I ^ (n + l)fl + 

et ainsi on peut écrire 

•i rUh 

Le développement de rc' = ((n + 1) — 1)' nous permet finalement d'obtenir pour 
a > i — 1, / > 1, 

f i£ l^L'„ . <_,,,., i ( i l i > ^ i (-,y(')tU-.(a • , - , • „ 
j i rû + 2

 r = 0
 V ( Û + l ) r + I /=i V / / 

Ceci achève la démonstration de ce résultat. 

COROLLAIRE 1. Pour tout entier positif k et pour tout r > 1, nous avons 

J| /*+l ' r y=1 j ! dsrMs- \)...(s- k+j)',-t 

DÉMONSTRATION. Puisque 

(-!)'"(*„) v , ,Jm\r, , , , , v * ! i(s-k+j) 

m=i s + m - fc,= , w / J = l y ! m = l J• - r m - K. , = , • • < j = , j : S ( s - l ) . . . ( s - k + j ) 

alors en utilisant le lemme précédent, nous pouvons écrire pour s > k 

(* - *) -4: * = l - is - k) 2 -
s(s- \)...(s- k+j) 

En dérivant r fois cette équation par rapport à s et en faisant tendre s vers k nous 
obtenons le résultat. 
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COROLLAIRE 2. Pour tout entier non-négatif j , nous avons 

°{t} log'1 

ou 

J\ r v ,-=o ' 

(-1)' H m (^ l 0 8 '« l o g ' + l ^ 
J ! N^=O \ B = 1 

(Y log" \og^'N\ 

\ . t n i + 1 r 

DÉMONSTRATION. D'après le lemme 1, nous avons pour a > 0, 

°{t}\og>t d_ j \ , / , ^ , ^ i-yno 

, = o(a + 1)' 

Or pour a dans un voisinage de 0, on a [4] 

Ji rû + 2 ^ + 1 /To( f l+ 1)/+1 

i(a + 1) = 1/fl + E - ~* 
k = Q 

ou 

( _ 1 ) ,:___ / y l oê " l o g * + ' ^ 

« = i 

et ainsi, on obtient 

= izil lim ( y 12115 _ log ^ 
7* it! *™ VT, w it + 1 I 

^">(fl+ 1 ) = ^ — 7 ^ + 7 ! ^ + 2 * ( * - 1 ) . . . ( * - 7 + l)7*«*"y. 

En remplaçant cette dernière équation dans (1), nous obtenons le résultat. 

3. Théorème principal. 

THÉORÈME 1. Soit a un nombre réel plus grand que — 1 et soit k £ i V . Alors pour 
tout m EL N nous avons 

{ ~\ k m s* 

- =xa+l 2 — ! - + 0(xa+]/\ogm+lx), 
p^x P} i = l l O g ' j t 

où les constantes c, sont définies de la façon suivante: 
•to'log'"-1* 

•du 
-2 

rvr log' 
c' = 7~i 

J\ ta+2 

DÉMONSTRATION. Pour a > -1 et pour k > 0 on a 

et en utilisant l'intégrale de Stieltjes on peut écrire 

(2) 2 p°{-Y =\x^-dy+ pVwyMirOO - U(y))-
p^x ^p> h log y h-
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Or d'après le théorème des nombres premiers, nous pouvons écrire 

TT(X) - li(x) = 0(x/logm+] JC), 

pour chaque entier positif m, d'où l'on obtient 

| ya{x/y}kd(iï(y) - li(y)) < \ yad(it(y) - li(y)) < jcfl+1/log'"+l JC. 

Maintenant l'équation (2) devient 

(3) 2 pa\-Y = \Xy-^-dy + 0(jc«+1/log'"+1 JC). 
p*x

 lP} Ji log y 

Puisque 

p/2 {t}k/\0gmt l0gW+1 t \ 
— — — + — + . . . )dt = 0(l / logw x) 

j . ta + 2Hogfnx logw + ,x ] 

alors on a d'une part 

f/ft}* xa+l f* / 2W* xa+] [x'2{tY , 
— — dy = dt + log t dt 

J2 logy logjt-Ji ta + 2 log2 JC J i ta + 2 

a+\ Cx/2ity 
+ ••• + — log'""1 tdt + 0(xa+ yiogm + l JC), 

log™*-1. ta + 2 B 

et d'autre part pour 1 < / < m et pour JC assez grand, on a 

{fjMog'"1 t 

Jjr/2 r° + 2 
0(jc~a_, + e), pour toute > 0; 

alors pour a > - 1 , on peut écrire 

dy = ûfr + log t dt 
h logy logxJi rû + 2 log2jc ji ta + 2 

+ ••• + - ^ l o g " 1 - 1 * A + 0(jcû+1/logm+1 JC) 
logwJc j. ta + 2 h 

et en remplaçant cette dernière équation dans (3) nous obtenons le résultat. 
Une conséquence immédiate de ce résultat est donnée par le résultat suivant: 

COROLLAIRE 3. Pour tout m E N, on a 

di 

p<x r i=\ 

OU 

- 1 

= i log' x 

{t}logl~xt 

+ 0(x/logm+l JC), 

= r{t} log 
Jl t2 dt. 
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COROLLAIRE 4. Soit a un nombre réel positif. Alors pour tout entier positif k nous 
avons 

2 pa\-\ = - L - S n'f-V + OOc'-'/log2*). 
p*x {p> l o g x ^ , IwJ 

DÉMONSTRATION. Puisque 

•>2 lOg J lOg X J\ f 2 

et que (voir [7]) 

(4) S «"{-}* = *u + ' f ^T2dt + 0(xa+ l/3 log JC), a > 0, 

alors on obtient le résultat. 

COROLLAIRE 5. Soit k, m E N. Alors pour tout nombre réel positif a nous avons 

2 p a \ - \ = 2 —— + o(x»+,/\ogm+,x). 
„==, lP> 2<,<, log n 

DÉMONSTRATION. Pour t > 0 et pour tout k E N on a d'après (4) 

2 «'{^}" = CV,x'+l +0U'+l/Mogx), 

c*,, = J — «fy. 

OU 

•M* 
-, y 

Mais pour « > e > 0 on a 

J E n'{x/n}kdt = )CkJx
t+] dt + J "o(x r+ ,/3 log JC)A 

et finalement on obtient 

na{i}k xa+] r { t } k fl+, r- W M o g m - l 

df + • • • H A 
2<„<* log/i logx-^i rû + 2 log" 

+ 0(jcû+,/logm+,Jc), 

et ceci achève la démonstration de ce résultat. 

REMARQUE. Puisque 

r ï* na^\k nai-\k 

lp"{-}= 2 ^ - + S « e ( n ) - n ) - ( e ( n - l ) - ( n - l ) ) ) - ^ , 
^ * l P J 2*„<* log n 2 ^ „ ^ log n 

où 6(n) = ^p^n log/?, alors en utilisant le corollaire précédent, il est facile déduire le 
comportement asymptotique de la somme contenant la fonction 6. Finalement, en 
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utilisant le lemme 1, on peut énoncer le résultat suivant: 

COROLLAIRE 6. Soit a > 0 un nombre réel fixe mais arbitraire et soit m un entier 
positif. Alors on a 

2 „.{£} .,., i («zJ>! _ s <-')'('-J-W7'){,„(. + „)_L. 
P*X lP} i=i V a' j = o (a + \ ) ' - J ' l o g 1 * 

+ 0(xa+]/\ogm+l x). 

4. Quelques conséquences. Le prochain résultat découle du théorème des nombres 
premiers. 

L E M M E 2 . Soit a > — 1 un nombre réel et soit m> \ un entier. Alors on a 
m (i — IV 

2 pa = xa+] S J — + 0(xa+l/\ogm+l x). 
P^X ,-=i (a + 1)' log' x 

Le prochain théorème est une généralisation d'un résultat qui a été obtenu par Erdôs, 
Alladi [1] et aussi par J. M. De Koninck, A. Ivîc [2] dans le cas où a — 1. Notre 
démonstration et tout à fait différente de celle des auteurs précédents. 

THÉORÈME 2. Soit a > 0 un nombre réel fixe et soit m un entier positif arbitraire. 
Soit P(n) la fonction arithmétique qui désigne le plus grand facteur premier de n, alors 

2 r,„) - *••• i( ' i ' ("> ' "-J- ' ) '< ' ; ' )t"-(. + »)-!-
n^x i = i\- = o {a + 1)' J ' log' x 

+ 0(xa+l/\ogm+] x). 

DÉMONSTRATION. En utilisant le même procédé que dans [3], on peut montrer que 
pour tout nombre réel positif a, on a Pa(n) = —2</|„ [i(d)pa(d) où la fonction p(n) 
désigne le plus petit facteur premier de n et (JL(AZ) désigne la fonction de Môbius . Ainsi , 
nous pouvons écrire 

2 Pa(n) = S [x/p]pa - 2 [x/n]\i(n)pa(n). 
n<x 

n ï p 

Mais 

S [x/n][x(n)pa(n) < S [x/n]na/2 < xa/2+ ', 

et par conséquent on a 

1 Pa(n) = S p" + 0(x" / 2 + l) , a > 0 , 

IP'- ' -SP'J-I + O ^ 1 ) . 
/><* p<x 

Le théorème découle maintenant du corollaire 6 et du lemme 2. 
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Nous terminons cette section par une généralisation d'un théorème de Segal [9]. 

THÉORÈME 3. Soit m un entier positif arbitraire et soit a un nombre réel plus grand 
que 1. Soit f une fonction additive telle quef(p) est une constante pour chaque p et telle 
que, pour chaque k ^ 2, f(pk) = 0(2k/a) uniformément en p. Alors on a 

m d 
2 fin) = f(p)x log log x + Ax - xf(p) X —^- + 0(x/\ogm+l JC). 
n<x i=\ lOg' X 

OU 

A =f(p)(y + X (log(l - \/p) + l/p)) + 2 S / ( p t ) {ipk~])> 
V p ' k^2 p p" 

4 = ( i - l ) î( l + 2 (-iy+l-y>), 
J = 0 

= izlZ lim ( y )2ÉJL _ l Qg J + l i V) 

^ 7 = 7o désigne la constante dEuler. 

DÉMONSTRATION. Puisque 

2 / 0 0 = S (/(//)- /(/-•)) [^1, 
«<jr pk<x P 

alors nous pouvons écrire 

p . , p p^x
 [p} 

- 2 (f(pk)-f(pk-]))\-

P ^ P p s / " ' l P j ,*==* p* 
*>2 

=1-
* > 2 

Il faut maintenant trouver Tordre de grandeur des deux sommes à l'extrême droite de 
la dernière équation. Puisque 

2J — — —7" pour k > 2, 
P^yp yk ' 

alors 

k>2 pk>x P X
 1<b<\*Ll ,^j£g£ P ^ 2 / 7 

2=s*<rÎ5 *> log 2 
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Or d'une part 

S 2k'"^-< S —<r-l<- l 

t>*£ P^Pk
 ( > * 2 ' log'" + l * 

* ^ log 2 K ^ log 2 

et d'autre part 

2 2*/fljc,/A= 2 2 ^ x l A + S 2*/fljcl/* 
loe.v « a log* 

Z - A c ~ l o g 2 ^ - * - f l _ , „ - | < - ' c - l o g 2 

. , - lOg X log.v | a-I 
<̂  JC1/2 + —— 2^ '= ;c~~ e 

log 2 

pour un certain e > 0. Puisque 

l o g X Jog* i «__i _ x 

log 2 logm+,;c 

alors 

S 2k/axl/k < 
Z - A c - ! o g 2 

loew+I x 

et par conséquent on obtient 

^ n 2*/"//»*<« —1-> 
pk>x Pk k>2pk>x l 0 g m + , J C 
k>2 

et alors on déduit que 

^ f(pk)-f(pk~{) 

Pk,k^2 p' 

converge. De plus nous avons aussi 

loejr i/i, a i il. a log.v n < x ' 

2*k^p*x*'k 2*k*—p*xVk —<^ïéP 

1/2 , ^ . - i ^ l o g - * ^ . ! . X 
^ TT(JC1/2) 4- ir( jt~~€)—^— 2^'« <$ 

log 2 logw+1x 
ce qui nous donne 

2 (/(/) - /(/-')){^1 « 2 L/V)| « 2 2 2*/- « — ^ 1 -
/^ V J / = - ,_Ja£PS*'/» logm + l j : 
J > 2 * > 2 z - K ~ l o g 2 

Finalement on obtient 

S /(«) = xf(p) E i - / ( p ) S {-} + x S f^-ftf'^ + Oix/log-^x) 
n^x p^xP p^x lPJ p P 

k>2 
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En utilisant le corollaire 2, le corollaire 3 et le comportement asymptotique de (voir [8]) 

X - = log log jt + 7 + X (log( 1 ) + - ) + 01 ) pour tout m > 0, 
P*xP P V V PJ PJ Mogm + , jc / 

nous obtenons le résultat. 

COROLLAIRE 7. Soit w(n) la fonction arithmétique qui désigne le nombre de nombres 
premiers distincts qui divisent n. Alors nous avons 

l \ '" d 
2 w(n) = x log log x + U + E d o g d - \/p) + \/p)j -x^Z —L-
n<x X p ' i=\ lOg' X 

+ 0(x/\ogm+l x). 

L'auteur désire remercier le rapporteur (referee) pour lui avoir signalé une erreur dans 
la démonstration du théorème 3. 
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