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Abstract

Let X be a weakly complete proper cone contained in a weak space E and h(E) the Riesz space
generated by the continuous linear forms on E. A positive conical measure /i on X is a positive linear
form on h(E)\x. G. Choquet has proved ft is a Daniel] integral on E when E is weakly complete, but
H is not generally a Daniell integral on X. However we give an integration theory for functions on X
and compare this theory with the classical Daniell theory. The case where ft is maximal in the sense
of G. Choquet is remarkable.

1980 Mathematics subject classification (Amer. Math. Soc.): 28 A 25.

I. Preliminaires

1. Notations et rappels. L'expression "E espace faible" signifie que E est un
espace vectoriel muni d'une topologie faible separee; E' designe le dual de E
pour cette topologie; quelquefois, il pourra arriver qu'un meme espace vectoriel
E soit mis en dualite avec plus d'un s.e.v. de E* (dual algebriqud de E): cela
sera alors explicitement precise.

On dit qu'un cone convexe, contenu dans un espace faible E, est dans la
classe Q lorsque ce cone est une partie complete de E; S designe la classe des
elements saillants de &.

Rappelons que, si V est un espace vectoriel ordonne, V+ designe le cone des
elements > 0 de V, et Ffr* le s.e.v. de V* engendre par (F*)+.

Soit E espace faible; on note h(E) l'espace vectoriel reticule (e.v.r.) de
fonctions definies sur E engendre par E', et S(E), la famille des elements
convexes de h{E).
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[2 ] Mesures Coniques et Integrale de Daniell 47

On pose M(E) = h(E)£; les elements de M(E) sone appeles mesures coniques
sur E. On dit que /t G M +(E) est portee par un cone X c E lorsque ( / G h(E)
etf\x > 0) entraine ( / t ( / ) > 0); \i(f) ne depend alors que 6e f\x. On dit que
H G M(E) est portee par X si, et seulement si, /x+ et /x~ sont portees par X.

Soient E espace faible, et A' G<2 avec Jf c £ ; V/i £ A / + ( £ ) , lorsque ju est
portee par A', il existe un element r(n) G X tel que, V/£ ' , jt(/) = /(r(jLt)) ([4],
30.7 proposition); on dit que r( n) est la resultante de jit. On pose

avec A < /t);

c'est une partie convexe et compacte de X ([4], 38.2 proposition).
II existe un plus petit element de (2 qui porte p , a savoir ( U nK^ ([4], 38.5

corollaire).
Soient E espace faible, X G Q avec * c E, et X, /t G M +(E), X et n etant

portees par X. On dit que X est plus concentree que fi, et on note X -< /t lorsque,
V/ G S(£ ) , X(/) < / i( /) (ordre de Choquet) ([4] 30.11). On appelle mesure
maximale sur X toute mesure maximale pour cet ordre ([4] 30.13). II est evident
que s'il existe une mesure maximale sur X, alors X G S .

2. Introduction. G. Choquet ([4] 38.13) a demontre qu'un mesure conique
H > 0 sur un espace E faiblement complet (i.e. E G(2) etait une integrale de
Daniell (i.e. V(/n) G h(E), avec/,4,0 sur E, on a /*(/„) -» 0).

Mais ft n'est pas necessairement une integrale de Daniell pour la convergence
sur un cone X G(2 qui porte jtt (cf. «°8). Le probleme se pose alors de tenter
d'edifier une theorie de l'integration pour une mesure conique > 0 portee par un
cone donne de la classe 6 , et de comparer cette theorie avec la theorie classique
de Daniell.

3. Plan. Apres ces quelques preliminaires (partie I), et etant donne un espace
faible E, et A" e Q avec X c E, nous montrerons, dans la partie II, que, pour
ainsi dire, la notion de mesure conique portee par X ne change pas lorsque Ton
renforce la topologie de E en rajoutant a E' des elements de E* dont la
restriction a X est continue.

Soient E espace faible, X G Q avec X c E, et /x G M + ( £ ) portee par X.
Nous definirons alors (partie HI) l'analogue de l'integrale superieure de la

theorie classique, pour des fonctions sous-lineaires et s.c.i., definies sur X (n°\2);
nous prouverons une propriete de continuite pour rintegrale superieure («°17),
grace a un "lemme de Fatou conique" (n°9).

Nous introduirons un espace vectoriel reticule A'(JU) (n° 18) de fonctions sur
Kp contenant h(E), sur lequel un prolongement de \i est defini grace a l'integrale
superieure, et nous comparerons A' (JU) avec l'espace L'(jit) deduit de jit et de
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48 Richard Becker [3|

h(E) a l'aide de la theorie classique de Daniell («° 21 et 23). Le cas ou X G§ et
ou n est maximale est particulierement interessant (n° 19).

Enfin dans la partie IV, nous prolongerons /x aux fonctions sous-lineaires
definies sur X (n° 25); on prouvera une propriete de continuite sequentielle de
ce prolongement (n° 29),

II. Une remarque concernant la definition des mesures coniques

Soit X un cone convexe contenu dans un espace vectoriel; on pose E = X —
X, et on suppose que I e S lorsque E est mis en dualite avec un certain espace
vectoriel F c E*. II est bien connu ([2] chap. II, §3, p. 7) que X GQ lorsque E
est mis en dualite avec l'espace vectoriel F des elements de E* dont la restriction
a X est continue, X etant muni de la trace de a(E, F).

A priori, les notions de mesure conique sur E portee par X lorsque E est muni
de o(E, F), et lorsque E est muni de o(E, F), sont differentes; nous allons voir
qu'en fait il n'en est rien grace aux propositions 4 et 5.

Nous noterons (E, F) ou (is, F) pour indiquer que E est muni de a(E, F) ou
de o(E, F); remarquons que tout element de M(E, F) induit par restriction un
element de M(E, F).

4. PROPOSITION. Tout element de M(E, F) porte par X est bien determine par sa
restriction a h{E, F).

5. PROPOSITION. Tout element p G M(E, F) porte par X se prolonge univoque-
ment en un element fi G M(E, F) porte par X. Uapplication /u. —»• /I est bijective
lineaire, et positive.

Ces deux propositions resultent du lemme suivant.

6. LEMME. Soit JI £ M + (£ , F) portee par X;pour toutef G h(E, F), Ve > 0, il
existe u, v G h{E, f) tels que u < / < v sur X et n(v — u) < e.

PREUVE. II suffit de prouver le lemme avec / convexe. Si / = sup(/), / G /) ,
1 < i < n, prenons Vi, «„ c, G F tels que VJ, «, < / < c, sur X, et u,(r( \i)) —
M,(KM)) ** e/n de tels M,, t>, existent, a cause du theoreme de separation de
Hahn-Banach, applique dans l'espace E X R au convexe ferme ((x, k); x G X,
k > fj(x)) et au point
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puis au convexe ferme ((*, k); x G X, k < / ( * ) ) et au point

u = sup(u,) et v = sup(u(), 1 < i < n,

repondent a la question puisque Ton a, sur X,
n

v - u < 2 («,, - «,)•
1

7. REMARQUES.

1° II resulte alors des deux propositions precedentes que les e.v.r. constitues
par les elements de M(E, F) (resp. M(E, F)) portes par X sont canoniquement
isomorphes, ce qui justifie la notation M(X). Pour exprimer ce fait nous dirons
que, si A' G Q, M(X) ne depend que du cone X et de sa topologie.

2° Notons egalement que la notion d'ordre de Choquet sur M+(X), associee a
S(E, F), est la meme que celle associee a S(E, F): etant d o n n e s / e S(E, F) et
A, p G M+(X) avec X(g) < n(g), Vg G S(E, F), il existe grace a 6 une suite
(/„) de S(E, F) avec X(/n) -^ \(f) et /i(/n) ^ | i ( / ) . La notion d'ordre de Choquet,
et done aussi de mesure maximale, sur M+(X) ne depend done que du cone
X G@ et de sa topologie; on notera max(A') Pensemble des elements maximaux
de M+(X) pour cet ordre.

HI. L'integrale superieure des fonctions sous-Iineaires et s.c.i.

8. EXEMPLES.

1° Soit E = L°° (classes de fonctions mesurables bornees sur [0, 1] muni de
dx), muni de la topologie faible telle que £" = Ll, X = E+, et fi la mesure
maximale sur X qui represente la constante 1 G X. ju n'est pas de Daniell sur
h(E)\x:

V/t et n entiers avec 1 < k < 2", soit e(k, n) le segment

[ ( * - l) /2",^/2n] de[0, 1];

soit hn G h(E), definie par

V / e r , /,„(/)= sup If fdx);

on a hn\x —> 0 en decroissant, et n(hn) = 1, Vn.
2° Le disque unite D, considere comme partie de R2 et le cercle unite U muni

de la mesure de Haar, permettent de construire une mesure conique X sur R3,
portee par un element ^ G S , telle que A ne soit pas de Daniell sur h(R3)|K :

Soit X c R3 de cone de S admettant D X 1 pour base; o n a / ? + • Kx\0 = X
(interieur de A"); noter qu'il existe une suite (/„) de fonctions continues definies
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sur D telle que/n = 1 sur U, et (/„) decroit vers 0 sur

D = D \ U.
Soit ju G M+(X) avec X E:Q; nous allons chercher a prolonger /i a des

fonctions definies sur X et positivement homogenes, mais non necessairement
continues. Pour cela, le lemme suivant, du genre Fatou, est fondamental:

9. LEMME. Soient E un espace faible, X G(2 avec X c E, p G M+(X), et
f G h(E). Pour toutfiltre f sur S(E) tel que en tout point de K^,

f < lim inf(f),
on a

PREUVE. Soit Xx, 1 < / < n, une famille de cones polyedraux ([4], 20.1 defini-
tion) recouvrant X, telle que, Vi, 3^ e £" avec/ |^ = (/) |^; une telle famille
existe ([4], 30.2 proposition).

V/, 3/u, G A/ + (Ar,), 1 < / < n, avec n = 2 ju,; soit x, = r(ft); o n a

x,. e x,. n A,.

Ve > 0, 3 / ; e f tel que g(x,) >/(.*,) - e//i pour tout i, et Vg e Fe. D'apres le
theoreme de Hahn-Banach, V/» e 5'(£), on a:

= 2 MA) > 2 *(*/).
et Vg G Ee

Kg) > 2/(^,) " e = /»(/) - e;

d'ou le lemme.

10. NOTATION. Soient E un espace faible, X e<2 avec A" c £; on note C^
la famille des fonctions sous-lineaires et s.ci., definies sur A" et a valeurs dans
R U (+<x>).

Cette famille est stable par sup quelconque et par multiplication par \ > 0.
Remarquons que Cj(X) ne depend que du cone X et de sa topologie.

Nous aurons egalement besoin de la remarque suivante.

11. PROPOSITION. Soit E un espace faible, X G S avec X c E; toute

f e Q(X)
est limite filtrante croissante sur X a"elements de S(E).

PREUVE. Remarquons que, dans l'espace produit E X R, le sur-graphe G de /
(G = ((*, A); x G X et \ > /(*))) est un cone convexe ferme. Si x G A!" est tel
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que f(x) < + oo, il suffit de separer strictement G et (x, f(x) — e) pour tout
e > 0, par un hyperplan ferme, a l'aide du theoreme de Hahn-Banach.

Sif(x) = + oo, on separera strictement G et le segment ayant pour extremites
(0, -1 ) et (x, k) pour tout k G R.

12. DEFINITION. Soient E un espace faible, X G(2 avec X c E, et /u, G
M +(X); pour t o u t e / G Ct(X), on pose

H*(f) = sup(M(g); g G S(E) etg < /sur * ) .
On a /t*(A/) = X/n*(/), VA > 0. Notons que ju*(/) G R c (+ oo).
Grace a la proposition suivante, qui resulte du Lemme 9, l'application /t* ne

depend que du cone X et de sa topologie.

13. PROPOSITION. Soient E un espace faible, X G(2 avec X c E, et

li G M+{X).

Pour toute f G Ct(X) et tout filtre *$ sur S(E), admettant une partie formee
a"elements < / sur K^, et tel que *$ ^> j sur K^, on a

ju*(/) =

14. COROLLAIRE. V/, g G Cj(X), on a

(f<gsurKll)^

V/, g G Ct(X), on a

V*(f + g) - P*(f) + f(g)-
V/i, v G M+(X),ona

(,x + ,)( /) = MC/) + "(/), V/ G C(A-).

toute famille £ a"elements > 0 de Ct{X), on a n*(Zf,) = 2 M*(/)-

15. NOTATIONS. Soient E un espace faible, et n G A/ +(E); on note C,(ju) la
famille des fonctions sous-lineaires et s.c.i., definies sur R + • K^, a valeurs dans
R U ( + oo), minorees par un element (non fixe) de E'. Comme VA' G6, tel que
X c E et n G Af+(A'), tout element de C,(M) est la restriction a R + • *"„ d'un
element de CXA'), on peut done parler, V/ G C,(fi), par abus de langage, de

Soit C/(/i) = ( / ; / £ C,(ju) et M*(/) < oo).

16. PROPOSITION. Soit f G C/(ju); Vx G A",,, o« af(x) < /u.*(/).

PREUVE. C'est une consequence immediate de la Proposition 13.
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17. PROPOSITION. Soient E un espace faible, X ELQ avec X c E et

soient f G Q(/i) ef/, G C,'(/*); /wwr tout filtre 'S sur C,(M) /e/ ^we, «i tout point
de K^f - / , < lim inf^), on a

PREUVE. En raisonnant sur / et sur le filtre (W + ft) = (F; 3F G ^ avec
F = F + / ,) , on voit, grace au Corollaire 14, qu'il suffit de demontrer le resultat
de l'enonce avec / , = 0; de plus, d'apres la definition 12, il suffit d'envisager le
cas ou / e h(E).

Cela etant, la demonstration s'effectue exactement comme au Lemme 9, en
tenant compte du Corollaire 14 et de la Proposition 16:

Soit (/jj), 1 < i < n, une famille finie d'elements de M+(E) telle que, en
posant Xj = r( /x,), 1 < / < n, on ait

M = 2 ft et ft(/) = /(x,), 1< i < n (cf. n° 9);

Vg G C,(M), on a (cf. «° 14) M*(g) = 2 ft*(g), d'ou

M*(g)> 2 «(*,•) (cf.«°16).

Ve > 0 donne, 3Fe e ^ tel que Vg G Fe, g(x,) >/(x,) - e/n, 1 < i < n, d'ou

18. DEFINITION. Soient E un espace faible, et n G Af+(£); on pose

c'est un e.v.r. de fonctions sur /? + • K^, l'application /i* se prolonge canonique-
ment, grace au Corollaire 14, en un element > 0 de A'(ju)*, note encore /x*. On
munit A'(/t) de la semi-norme p(f) = /x*(|/|). Notons que/j(|/|) = ^(/) et que,
V/, g > 0 dans A'CJU), on a/>(/ + g) - /»(/) + /»(g).

19. PROPOSITION. Soient X G C et \i G max(Ar); a/orj A'O) wiwii de p(f) est
un espace complet.

(La reciproque est fausse; prendre une somme finie de mesures coniques
ponctuelles.)

PREUVE. Comme h(E) est partout dense dans A'( n), il suffit de prouver que,
pour toute suite («„) de h(E) avec p(hn) < 1/2", Vn, la serie 2 hn converge: soit
hn = h* — h~'; prouvons la convergence de 2 /jn

+: /a etant maximale, on a
^ ( V - A"n

+) = 0 (Si/ G h(E),/designe le plus grand element de QA") tel que
/ < f \ x ) ; or 2 ft G QJT); de plus (cf. n° 14)

2 ^ ( A ; ) = 2M*(V) < 21/2",
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d'ou 2 An
+ e Cj\p); VA; entier, on a

{^ ) ( J )
il y a done convergence de 2 h* vers 2 An

+ au sens de/>.

20. REMARQUE. Munissons A'(/i) de la semi-norme N, definie par N(f) =
inf(ft*(/,) + M*(/2); / , , / 2 G C/C/t), / , , / 2 > 0 et / - / , - / a ) ; on demontrerait
que A'( /t), muni de TV, est un Banach.

Soient E un espace faiblement complet, X c E avec X G S , et ju e Af+(Ar);
/x etant de Daniell sur A(2i) ([4] 38.13), on peut developper la theorie de
l'integrale de Daniell ([1] et [5] §61), et chercher a comparer cette theorie avec ce
qui precede.

Notons que la fonction <px, definie sur E, valant 0 sur X et + oo ailleurs, est
dans Ct(E), et que p*(q>x\x) = 0.

21. PROPOSITION. Lorsque <px est (i-integrable pour la theorie de Daniell, alors
est de Daniell sur h(E)\x. De plus, lorsque X e S , E est isomorphe a RN.

PREUVE. Lorsque <px est /i-integrable pour la theorie de Daniell, alors Pensem-
ble (E \ X), ou <px = oo, est ju-negligeable au sens de ([1] 6, et [5] §61); on a
done ([1] 7, et [5] §61) pour toute suite (/„) de h(E) qui ->0en decroissant, sauf
peut-etre sur (E \ X), n(fn) - • 0, ce qui est le resultat cherche.

Toute fonction /i-integrable pour la theorie de Daniell est nulle sur un s.e.v. de
E de codimension denombrable, et done au moins sur une droite de E lorsque E
n'est pas isomorphe a RN; dans ce cas, <px ne peut pas etre /u-integrable si
X e S, car alors X contiendrait une droite sur laquelle <px serait nulle.

Nous allons voir que A'(/x) peut etre regarde comme un sous-espace vectoriel
reticule de L'(JU) (espace classique deduit de h(E) et de ju a l'aide de la theorie
de Daniell, ou deux elements/ et g tels que /t(|/ — g\) = 0 sont identifies). Nous
dirons que/, g e A'(/x) sont ^-equivalents lorsque

M*(|/ - *|) = 0.

22. PROPOSITION. V/ e Cj'(/i) la famille des fonctions de C/in), p-equivalentes
a f, admet un plus grand element pour rordre usuel des fonctions.

PREUVE. D'apres la Proposition 17, il suffit de prouver que (u, v E. C,'(jti) avec
u, v /i-equivalentes a/) => (sup(«, v) ju-equivalente a/) . Or on a

u + v = sup(w, v) + inf(w, v) > sup(u, v) + w,
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ou w est l'element de C/(/i) ainsi obtenu: on se place dans E X R; soit
rM = (R + • K^) X R et Tf le sur-graphe de/;

I> = ((*, A); x G /? + -A; et X > /(*));

Fu, Fo et Tj sont trois sous-cones convexes, fermes, relatifs de FM, et on a
Fu + Tv c 1 ;̂ w sera caracterisee par

rw = ( r u + r c ) n rM;
comme / G C,'(/i), on a / < w puisque Tw c F ;̂ et on a / G C/(/i); comme
aussi w < u et w < v, on a ju*(w) = /i*(/).

On a done ^*(M) + p*(v) > ju*(sup(u, v)) + jn*(w); d'ou

(ii, v)) + /»•(/),

soit /i*(sup(i/, u)) = /**(/) puisque sup(u, u) > / .
La proposition suivante explicite la comparaison de A'(/i) et de

23. PROPOSITION. // exw/e w/je injection canonique de A'(/i), modulo la /x-
equivalence, dans L\n). Plusprecisement:

1° So// f=C-C avec C, C" G C/(ja); w/en/ (Cn) e/ (Cn') rfeux
croissantes de S(E) telles que Cn < C, Q' < C" ^«r ATM, ef

^ /a classe de f dans A1(n) correspond la classe de lim(Cn) - lim(Cn') dans
L\y.).

2° Reciproquement, soient (Cn) et (Cn') deux suites croissantes de S(E) telles que
lim(Cn) < oo et lim(Cn') < oo. Soit g une fonction sur E telle que g = lim(Cn) —
lim(CB') en tout point ou ces limites sont < oo. La classe de g {qui est dans L'(/*))
est rimage de la classe dans A'( ju) de la restriction de g a R + • K.

PREUVE. On utilisera Fabreviation L pour "limite", dans les formules.
Pour le 1°, il faut verifier que VS, S" G C,'(/i) et V(5'n), (Sn'), suites croissantes

de S(E) telles que Sn < S, 5n' < S' sur K^, et

on a

(/et 5 — 5 ' sont ju-equivalentes dans A'(/A))

=> (L(Cn) - L(Cn') et L(5J - £($,') sont egales dans L'

Par abus de langage, on notera encore n le prolongement canonique de /x a
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L'(ju); on a alors

/i(|(L(Cj - L(Q)) - (L(Sn) - L(S$)\)

= 2M(sup(L(Cn) + L(SB'), L(Q) + L(Sn)))

-fi(L(CJ + L(S$ + L(C;) + L(Sn))

= iim(2M(suP(cll + s;, c; + sn)) - M(cn + s; + c; + s j )

= 2/i«(sup(L(Cn) + L(S£, L(Q)

-M*((L(Cn) + L(5n') + L(Q') ^

Pour prouver que la premiere partie de l'expression precedente vaut

2^*(sup(C + S', C + S)),

il suffit d'utiliser la Proposition 13 et la remarque suivante:
VA, B,a,b G C/CJU) avec a < A, b < B et /**(a) = n*(A), n*(b) = /x*(5), on

a,
M*(sup(^ fi)) = fi*(snp(a, b)),

car sup(y4, 5) - sup(a, b) < (A - a) + (B - b).
Pour achever de prouver ce 1°, il suffit de remarquer que Ton a

0 = n*(\(C - C) - (S - S')\) = 2,i*(sup(C + S', C + S))

-H*(C + S' + C + S).
Le 2° est evident, une fois prouve 1°.

IV. L'integrale superieure des fonctions sous-lineaires

24. NOTATIONS. Soient E un espace faiblement complet, n e M+(E), X c E
tel que X Gfi, et \i e M+{X). Dans tout ce qui suit, Y designera un cone
convexe de E tel que:

I'K^c Y c X.
2° Y est une partie hereditaire de X pour le preordre induit par X. CY

designera la famille des fonctions sous-lineaires, definies sur Y, a valeurs dans
R u (+00), minorees par un element (non fixe) de £".

25. DEFINITION. V/ e Cy, on pose

(lyif) = inf(M*(g); g G C,(X) e t / < g sur Y).

Cette definition a toujours un sens, car la fonction valant + 00 sur X \ 0, et 0
en 0, est dans Ct{X) et majore tous les elements de Cy; on a

ix*(f) e / ? u ( + 00),

car /est minore par un element de £" sur Y.
fiY ne depend que du cone X et de sa topologie, n et Y etant fixes, mais ftf ne

depend pas du cone X, E, E', ji et Y etant fixes, verifiant les conditions de 24.
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26. EXEMPLES (eclairant la definition 25).
1° (Notations de 8, 2°) Soi t /une fonction affine, define sur R + • Kx, telle que

/ > 1 sur D X 1; on a \%(f) > 0. Or, Ve > 0, il existe une suite (/„) de -S(R3),
> 0 et croissant vers/sur Kx, telle que X(/B) < e, V/j.

II suffit de construire les restrictions des/B a D X 1: soit <p une fonction affine
> 0 sur D; Ve > 0, construisons une suite croissante (<pB) de fonctions de
-S(R2) telle que 0 < <pB < e sur U et <pB -» <p sur Z> = D \ U. Soit (gB) une suite
auxiliaire de fonctions concave continues sur D telle que (gB) soit croissante,
gn <<p partout sur D, gn = 0 sur U, et gB —»<p sur Z); on prendra <p, G -S(R2)
telle que g, < <pl < q> sur D, et <p, < e/2 sur U; soit g2 la plus petite fonction
concave et s.c.s. definie sur D, telle que g2 > g2, et <px; on a g2 < q> sur Z), et
g2 = <pj sur £/, car dans D X R+, le sous-graphe de g2, ((x, t); x G D et
0 < t < g2(x)), est l'enveloppe convexe des sous-graphes de g2 et <pp comme
g2\v = (px\u est continue, 3q>2 G -S(R2) telle que g2 < <p2 < <p sur Z), et <p2 <
e/2 + e/4 sur [/.

Supposons construits les <p,, . . . , <pB G -S(R2) tels que <p, < <JP,, pour 1 < / <
7 < « et, pour 1 < i < n, q> > <p{ > g, sur Z>, et 0 < <jp, < e/2 + • • • + e/21 sur
U: construisons <pB+1: soit gB + 1 la plus petite fonction concave et s.c.s. sur D
telle que gn +, > gn+, et <pB; on a, comme pour g2, gn+, < <p sur Z>, et gB+, = <pB

sur (/; done 3<pn+1 G -S(R2) telle que gB+1 < <pn+1 < <p sur D, et <pB+1 < e/2
+ • • • + e /2"+ ' sur U. II est clair que (<pB), ainsi construite, va etre une suite de
-S(R2) telle que 0 < <pB < e sur U, et (<pB) croit vers <jp sur D.

2° II existe un convexe compact metrisable X, que Ton considerera comme la
base d'un cone localement compact, une fonction/convexe et borelienne definie
sur X, une mesure de Radon n > 0 dont le support contient & (X) (ensemble des
points extremaux de X), de sorte que jn(/) < inf(/i(g); g > f, g convexe s.c.i. sur
X): on prendra pour X l'ensemble des mesures de Radon > 0 et de masse 1 sur
[0, 1], pour /t la mesure maximale sur X representant l'element (dx) G X, et pour
/ l'application definie par Vw G X,f(m) = mrf(l) (md: partie diffuse de m), on a
M(/) = 0. et/(r(/i)) = 1; on voit que/est borelienne en notant que, VA: G R,

(m;m <EX etl - f(m) > k)

m ; 3 J C , , . . . , xp G [ 0 , I ] e t 3 a , , . . . , o ^ > 0

P I \
tels que m > 2 «,̂ x, e t 2 «,; > ^ + V^J

= U Kp,a>

car chaque f^,^ est une partie compacte de X.
/convient grace a la Proposition 16.
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27. PROPOSITION. V/, g G CY, ( / < g) => /x*(/) < ,x*(g).
V/, g e Cy, on a /**(/ + g) < M*(/) + ju*(g).
V/ G Cy et VA > 0, on a n*(Xf) = A/i?(/).

28. PROPOSITION. Soient \ ) t £ M+(Ar) auec X G § , ef (Kx u A^) c Y; on a
(A + ix)* = A* + /x?.

PREUVE. II est evident que (A + p)*, > X*. + /if a cause du Corollaire 14. Soit
/ G Cr; il suffit d'envisager le cas ou \ * ( / ) + /A*(/) < oo;

Ve > 0, 3M, v e C,(A-)

avec / < u et v sur y, et avec A*(M) < Af(/) + e, /i*(u) < fij(/) + e. II suffit
alors de trouver w e C,(A") avec f < w < u etv sur y; determinons w a l'aide de
son sur-graphe Tw dans X X R: rappelons que le sur-graphe Tu de u dans
X X R est defini par ((x, k); x e X e t / (x) < A:); on a TH et To e S ; Tu et r e

sont contenus dans un meme cone de S ([3] chap. II, §6 n° 8, lemme 1 et prop.
11); w sera caracterisee par Tw = r u + Tv; on a done F,, e S ([3] chap. II, §6 n°
8, prop. 11) et w £ C,(Ar); de plus, comme Y est une partie hereditaire de X
pour le preordre defini par X, la fonction w est > j sur Y. w est bien l'element
cherche.

Comme nous ne considererons plus qu'une seule mesure conique /i, on peut
supposer que X =R+ K^, car alors X ELQ, et X porte fi ([4] 38.5).

29. LEMME. Lorsque X &%,pour toute suite croissante (/„) d''elements de Cy, on
a

PREUVE. II est clair que n*-(lim(fn)) > lim(/i^(/n)); de plus si lim(/i*(/)) =
+ oo, le resultat est evident. Supposons done lim(^*(/n)) < + oo. Soit e > 0;
V/i > 1, 3hn G C,{X) telle que/n < K sur Y, et ft*(/in) < n*.(fn) + e/2"; posons
8n = sup(/j,, h2, . . . , hn); on a gn G C,(A-), /„ < gB sur y, et (gn) est une suite
croissante; montrons que Vn > 1,

Une fois prouvee cette inegalite, on en deduit que, Vn > 1,

et en posant g0 = lim(gn), on a, comme (gn) est une suite croissante et grace a la
Proposition 17,

d'ou le lemme, car on a, sur Y, g0 > lim(/n) et g0 G Ct(X).
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Pour prouver que, V/i > 1, n*(gn) < M*(/n) + e(l — 1/2"), on procede par
recurrence; le cas n = 1 etant evident, supposons l'inegalite etablie pour l'entier
n; on a

8n+\ =
soit <p l'element de C,(X) dont le sur-graphe Tv est l'enveloppe convexe des
sur-graphes Tg et FA de gn et de / j n + ) (<p existe grace a des arguments deja
invoques en 28: Tg et Th sont contenus dans un meme cone de S, et Tv = Tg +
Th £ § ) . Comme Y est une partie hereditaire de X, pour le preordre defini par
X, on a <p >/„ sur r, etgn + 1 + <p < gn + AB + 1; d'ou:

et

M*(/J + H*(gn + i) < M*(/J + e(l - (1/2")) -
ce qui est l'inegalite visee.

30. REMARQUE. Dans 28, 29, on peut eviter de supposer que AT 6 § , mais il
feut alors supposer que les adherences des graphes des fonctions considerees ne
contiennent pas de droite: cela permet en effet d'utiliser, dans les preuves, des
sur-graphes de fonctions qui sont des cones de S .
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