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RESUME

Un theoreme cle Borch caract6risant les traites d'echange de risques
Pareto-optimaux d'un marche de reassurance est etendu au cas d'utilites
non differentiates. Les conditions d'existence d'une solution aux equations
sont etudiees. Xous montrons ensuite que le marche constitue en fait un
jeu coopeYatif a m joueurs a utilites non-tranferables. Nous determinons
un contrat optimal de reassurance, d'abord en calculant la valeur au sens
de Shapley du jeu, puis en introduisant un nouveau concept de valeur.
Les deux techniques sont illustrees au moyen d'un exemple.

SUMMARY

A theorem of Borch characterizing Pareto-optimal treaties in a reinsurance
market is extended to the case of non-differentiable utilities. Sufficient
conditions for the existence of a solution to the equations are established.
The problem is then shown to be identical to the determination of the value
of a cooperative non-transferable m-person game. We show how to compute
the Shapley value of this game, then we introduce a new value concept. An
example illustrates both methods.

§i. INTRODUCTION

Considerons un marche de m compagnies d'assurances Ci, . . . ,
Cm. Designons par Sy le montant dont dispose Cj pour regler les
sinistres et par FJ(XJ) la fonction de repartition du montant total des
sinistres pour l'ensemble du portefeuille de Cj pour toute la periode
consideree. La situation de Cj peut etre caracterisee par le couple

Nous supposons que chaque compagnie evalue sa situation au
moyen d'une fonction d'utilite

ou ii)(Sj — Xj) represente 1'utilite attachee a un montant monetaire
Sj — XJ.

Bien entendu, toute fonction d'utilite ne convient pas pour
decrire le comportement d'un assureur. C'est pourquoi nous limitons
la classe de ces fonctions en formulant les hypotheses suivantes:
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156 ECHAXGE DE RISQUES

1) iij(x) est une fonction non-decroissante de x (un gain eleve est
toujours prefere a un gain plus faible);

2) iij(x) est une fonction concave (ou, ce qui revient au meme,
chaque membre du marche a une aversion au risque positive. Un
assureur a en effet toujours peur du risque, c'est pour cela qu'il se
reassure. Si une compagnie avait une aversion au risque negative, ne
fut-ce qu'en un seul point, le probleme serait trivial car elle serait
disposee a distribuer ses reserves pour reprendre les portefeuilles de
ses partenaires);

3) Uj(x) est une fonction bornee superieurement dans un inter-
valle ouvert contenant

/ = [—00. i s,]

(aucun traite de reassurance ne peut apporter une satisfaction
infinie).

Les differents membres du marche vont chercher a augmenter
leur utilite en concluant un traite d'echange de risques:

y = Cyi^ i . • • • - xm), • • •. ym{xi, . •., xm)],

011 yj(xi, ..., xm) est le montant que Cy doit payer si les sinistres
pour les differentes compagnies s'elevent respectivement a xi, . . . .
xm. Comme tous les sinistres doivent etre indemnises, les yj{xi, • . •,
xm) doivent "satisfaire a la condition d'admissibilite

m m

E y}(xi, ...,xm) — S.vy (1)

le montant total des sinistres.

A'pres signature du traite, l'utilite de Cj devient

U,LV) = !n,[S}-y}(X)]dF(X),
0

ou X — [xi, . . ., xm), F{x) est la fonction de repartition liee de x et
0 l'orthant positif de I'espace euclidien a m dimensions.

Un traite ?' est dit preferable a v si

UJIV) ^ Uj(y) v;\

avec le signe d'inegalite strict pour au moins un ;.
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ECHANGE DE RISQUES 157

Un traite v est Pareto-optimal s'il n'en existe aucun qui lui soit
preferable. En d'autres termes v est Pareto-optimal si et seulement si

W ) ^ U}(y) V;

implique

Uj(y') = U}(y) v;.

Un traite Pareto-optimal represente un equilibre stable dans le
marche. Un traite additionnel conclu dans cette situation ne pour-
rait elever l'utilite d'une compagnie sans faire decroitre celle d'au
moins un partenaire.

Borch ([1] a [4]), puis Du Mouchel ([5]) ont demontre un theoreme
permettant de caracteriser les traites Pareto-optimaux au moyen
d'un ensemble de m — i constantes. Cependant, ces auteurs utilisent
certaines proprietes de derivabilite des fonctions d'utilite qui ne
possedent aucune justification economique; c'est pourquoi nous
allons generaliser le theoreme au cas d'utilites non-differentiables.

§2. CARACTERISATION ET EXISTENCE DES TRAITES

PARETO-OPTIMAUX

THEOREME I : Un traite y est Pareto-optimal si et seulement si il
existemconstantes non-negativesk\, k%, . . ., km telles que, avec une
probability i,

k/}
+ {Sj — y}(X)] = k,n\+ [Sl — yx{x)}, j = i, . . ., m (2)

u'j* (x) designant la derivee a droite de Uj(x).

L'enonce a un sens car il est bien connu que toute fonction con-
cave, bornee dans un intervalle ouvert, admet une derivee a droite
(ainsi qu'une derivee a gauche) finies en tout point. Ces derivees sont
monotones non croissantes.

Demonstration. Condition suffisante: Soit un traite y' = y + e,
oil e = [ei{%), ..., em(Z)], ou au moins une des ej{%) est non nulle et
supposons la relation (2) verifiee pour v. Nous allons montrer que
v est Pareto-optimal.

Le cas ou certains kj sont nuls est trivial: la compagnie Q ne peut
esperer ameliorer son utilite et son cas ne doit pas etre envisage.
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158 ECHANGE DE RISQUES

Nous pouvons done supposer les kj positifs. Choisissons un indice j
tel que ê (S) soit non nulle. II vient

) - U}{y) = J{UJ [S, - y,(*) - « , ( * ) ] - « , [S, - y}(X)]}dF{%).
8

Nous devons distinguer lc cas oil ej(X) est positive de celui oil
cette quantite est negative.

Supposons d'abord ej{X) positive. Par definition de la derivee a
gauche

— yt{X) — e}{x)] —
g

il vienf

U}(y) - U0) = J { - e,{X) «;- [S, - y,(x)] + QfaW, y,(X)])dF{X),
a

(3)

oil

*iW), y,W) = Uj[S} — yt(X) — e,(X)] - u,[S, — yt(X)] +

Nous allons montrer que Qj~[ej{X), Uj(X)] est une quantite non-
positive, e'est-a-dire que

j y)(x) g,(g)]
^ u, [S, - y,{X)].

ou, ce qui revient au meme,

— yi{x)] — ^[5y — y,(X) —

— y,{X)] — ut[Sj — yt[X) —

^ <xej{Z)

O < a

ou

— yt(X)] — «j

Cette inegalite resulte de la concavite de la fonction d'utilite.
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ECHANGE DE RISQUES 159

Par consequent

8

La concavite de %(.t) implique egalement

»;-[s,-y,(*)]>«;i;s,-

Done

0

En utilisant (2)

Uj{p') — UAv) < — — J
i ft

La meme inegalite peut se demontrer dans le cas ej(x) < 0, en
employant directement des derivees a droite.

Hi M M m

Puisque Z y^{x) = S y){x) = S .Ty, il faut que 2 e}(x) = 0.

II vient, en multipliant par ̂  et en sommant

i ^(^) dF(%) = 0.

Si J' n'est pas Pareto-optimal, il doit exister un v' tel que chaque
terme du membre de gauche soit non-negatif, avec au moins un
terme positif, ce qui est impossible. Done _v est Pareto-optimal.

Condition necessaire: Supposons par exemple qu'il n'existe pas de
ki et ki telles que la relation (2) soit verifiee pour un traite p. Nous
allons construire un traite p' meilleur que v.

J u[*[Sx — yi(^)] n'^lSi — Ji{x)\ dF{x)
Posons s'abord k = —

et
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l 6 o ECHANGE DE RISQUES

Alors

J v(*) «i+ [Sx — y:(*)] dF(x) = J {«;+ [S, - y,(*)] - * « ; + [Sx - yx(x)]

= J «'i+ [5a - y2(*)]«; [Si -
e

- * / { « ' i [ 5 , - y i
0

= o. (4)

v(x) est done la partie de u2
 + [S2 — ya(^)] orthogonale a jfi+ [Sj — Vj (*)].

Comme (2) n'est pas verifiee pour j = 2 et pour toutes Ai, £2,

J v«(«) dF{x) > 0.
0

Posons

J J{x) dF(x)
= " J^+

^ + T S 2 - y,(*)] dF(X)
0

Definissons le nouveau traite y' = y + e, ou

gl(«) = [v(*) — S ] s ; (s >o )

et{X) = —ei{x);

o 0>2).

En emplovant une technique similaire a (3),

Ux(y')-U,(y) = !{-ex(x) M'+[SI—yx(.«)] +
0

= « { J - w*) - s]«;+ [s1 - yi (

= e { S J «; + [5t - y^-f)] rfF(«) + (i/t)
e
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ECHANGE DE RISQUES l 6 l

en utilisant (4). Etudions le comportement du dernier terme du
second membre au voisinage de s = 6.

= (l/t) {th[Sl-y1(x)-e1(X)] - u ^ -

th[Sx — y,(x) - (v(«) - S) «] — «1[S1 -

- M*) - 8) c

1 V
II nous faut a nouveau distinguer deux cas suivant le signe de

Si cette quantite est positive, le terme

«i[Si — yi{x) — (v(.u) — S) s] — «i[Si — yi{x)]
- (v(«) - S) c

tend vers Mi"[Sx — yi(*)] lorsque e —*• 0. Posons

«i"[Si — yx{x)] — u'SlS,. — Vl(x)] = Pi > 0.

L'expression entre accolades tend vers j3i. Cette convergence est
monotone puisque les derivees sont des fonctions monotones de
yi(X). Done

lim (i/e) J 8r [«!(*), yx(*)] ««?(*) = J Urn (i/«) e ^ e ^ ) , yi(*)] dF{X)
»-*o e e c-*o

= J Pi dF(X)
9

= Pi.

^i(j ') - C^W = -{» / "^C^, - yi(.f)] dF(x) + (JJ.
e

Comme g > 0 et J«'i + tSx — yx(*)] dF(*) > 0, 17^') — ^ ( v )
a

est positive pour e suffisamment petit.

Lorsque [y(X) — S] s est negative, l'expression entre accolades
tend vers zero, ce qui ne change rien a la conclusion.

11
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162 ECHANGE DE RISQUES

De maniere similaire nous avons pour Cz\

) - U2(y) = /{ -« , (* ) »; + [S2
o

= z J [v(.?) - S] 74+ [S2 - y,(*)] dF{X)

= s {J v2(.f) rfF(«) - 8 J «;*[S2 -
0 0

= « fi J v«(«) iF(«) + (i/e) J e/
en utilisant (4).

La derniere integrate peut a nouveau Stre remplacee, soit par zero,
soit par

|J. = «i "[S2 — y2(Je)] — M8
 + [Sa — y2(*)] > 0.

II en resulte que Ut{y') — Uz(p) > 0 pour e suffisamment petit.

Puisque

Uj(J}') > Uj(y) pour; = 1, 2

!7;-(5<') = Uj(y) pour tout; > 2

_y n'est pas Pareto-optimal.

Remarquons que la condition suffisante est vraie que nous
prenions des derivees a gauche ou a droite. L'obligation d'employer
des derivees a droite dans la condition necessaire resulte de la
concavite des uj{x).

Si le theoreme precedent permet de caracteriser les traites
Pareto-optimaux, il n'assure pas l'existence d'une solution aux
equations (2). Les theoremes et le contre-exemple suivants appor-
tent une reponse a cette question.
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THEOREME 2. (Du Mouchel) Si les fonctions d'utilite sont deri-
m

vables en tout point d'un intervalle contenant / = (oo, 2 Sj] et
1-1

si les kj peuvent Stre choisis tels que les domaines des fonctions
u'j{x) ,kj ont une intersection non-vide, il existe une solution Pareto-
optimale.

THEOREME 3. Pour un ensemble de constantes kj fixe, satis-
faisant aux hypotheses du theoreme 2, il existe un et un seul traite
Pareto-optimal.

Demonstration: L'existence d'un traite etant assuree par le
theoreme 2, il suffit de demontrer l'unicite.

Les relations (2) definissent implicitement les yy(£) en fonction de
yi(x), pour z fixe. Soient

* ) ) ; = 2 . • • • > m

ces fonctions. Comme les u'j{x) sont des fonctions continues non-
decroissantes des yj{%), les Yj{yi{%)) sont des fonctions uniformes,
continues et non-decroissantes. La condition d'admissibilite

2 yt{X) = 2 Xj = z
; - 1 1 - 1

devient

yi{X) + 2 yj{yi(X)) = z.
1-'.

Le premier membre est une fonction continue croissante de
yi(2). Done pour tout z il existe un et un seul traite yi(X) Pareto-
optimal. Un mSme argument peut Stre repete pour les autres
compagnies.

THEOREME 4. Pour un ensemble de constantes kj fixe, il existe au
plus un traite Pareto-optimal.

La demonstration s'appuie sur un raisonnement analogue a celui
du theoreme 3, utilisant des derivees a droite. La non-continuite
des u'^x) en les points oii les fonctions d'utilite ne sont pas derivables
implique qu'il peut ne pas y avoir de solution admissible aux
equations (2), comme le confirme le contre-exemple suivant.
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Soient

in{x) = 1 — eix'so

(a(x — S2) x < 5a
in(x) = | a > b > 0

(b{x — S2) x ^ S2.

Alors

U () > 0

( y ( ) < 0.

La relation (2) devient

(ftt0 = kie»*<*> yo.{%) > 0

(kib = ki&<*> yt(X) < 0

(Log k2 + Log a = Log &i + yi{X) y*{X) > 0

(Log »̂ + Log b = Log £1 4- yi(X) yz{X) ^ 0

(yi(X) = Log a + Log £2 — Log ki = A yz[X) > 0

(yi(X) = Log J + Log kz — Log ki = B yt(X) < 0

avec A > B.

Or yz{x) = z — y\{X). Done y2(*) > 0 implique yi(X) < z et
yi(X) ^o-*-yi(x) > z. Done

yi(X) = ^ yi(«) < z

^S) = S yi(X) ^ z.

Alors z > yi(x) = A > B — yi(X) ^ zee qui est une contradiction.

THEOREME 5. Si les fonctions d'utilite sont stnctement concaves
et si les yj(X) sont differentiates, un traite Pareto-optimal ne
depend des montants des sinistres Xj que par 1'intermediate de leur

m

somme z = S Xj.
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Cette propriete constitue une generalisation d'un theoreme de
Borch ([3]). La demonstration en est semblable, a condition d'utiliser
les derivees secondes a droite {u}*) ''* (x), quiexistent car les u']*(x)
sont des fonctions monotones. Le theoreme signifie que le montant
paye par Cj ne depend que de la somme des sinistres a regler sur
l'ensemble du marche. Sous les conditions de l'enonce, tout traite
Pareto-optimal revient a former un pool de toutes les compagnies
et decider d'une regie pour la repartition des charges: les assureurs
ont done toujours interet a cooperer.

§3. LEMARCHE DE REASSURANCE EN TANT QUE JEU A UTILITES

NON-TRANSFERABLES

Nous allons dorenavant supposer qu'il existe un traite Pareto-
optimal, fourni par les equations (i) et (2). Ce traite est unique
lorsque les constantes kj sont determinees (theoreme 3). Cependant,
il existera en general tout un domaine de kj fournissant une solution
admissible. Les kj ne sont determinees qu'a un facteur pres: (2) n'est
pas modifiee lorsque les kj sont multipliers par une constante. Nous
pouvons done arbitrairement restreindre le domaine des kj, par

m

exemple en posant ki = 1 ou S kj = m.
t-i

Dans l'espace euclidien a m dimensions forme par les utilites des
compagnies, l'ensemble des kj admissibles forme une surface km — 1
dimensions, appelee surface Pareto-optimale. Ses equations para-
metriques (en les parametres ki, ..., km) sont

U, = J Uj[Sj — ys{X)] dF{x), j = i, . . . , m
e

oil les yj(X) satisfont aux relations (2).

Une compagnie n'acceptera de faire partie du pool que si cela
entraine pour elle une amelioration de sa situation, e'est-a-dire une
augmentation de son utilite. La surface Pareto-optimale est done
limitee par les m hyperplans d'equations

L'espace delimite par la surface Pareto-optimale et les m hyper-
plans est appele l'espace du jeu %.
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Toutes ces considerations suggerent en effet une analogie avec la
theorie cooperative des jeux. Nous allons montrer que le probleme
tel que nous l'avons formule constitue en fait un jeu a m joueurs a
utilites non-transferables.

Definition: Un jeu a utilites non-transferables est defini par un
triplet [A/, v(S), H], oil

1) M est un ensemble fini d'elements (les joueurs);
2) v{S) est une fonction (appelee fonction caracteristique) definie

sur tous les sous-ensembles non-vides S de M, envoyant chaque S
(les coalitions) sur un sous-ensemble v(S) de l'espace euclidien a
I S I dimensions, tel que

a) v(S) est non-vide;
b) v(S) est convexe;
c) v(S) est fermee;
d) v(S) est suradditive: V Si, S2 c M,

3 - Si n 52 = <f>, v(Si U Sz) D v(Si) x v{St);
3) H est ,,1'ensemble des resultats reellement accessibles". Plus

precisement:
v{M) = { v : E I" I 1 3 y , H 3 . y > x}_

Soient 1) M l'ensemble de m compagnies;
2) v(S) l'espace delimite par la projection de la surface

Pareto-optimale dans l'espace euclidien a \ S \ dimen-
sions ;

3) H = 5-

THEOREME 5. Le marche de reassurance est un jeu a utilites non-
transferables [M, v(S), I].

Demonstration: II suffit de montrer que v(S) verifie les proprietes
a) a d).
a) v(S) est non-vide: elle comporte certainement le point initial

yi{X) = X). v;

b) v(S) est convexe: soient y's et y"s deux traites admissibles pour
une coalition 5. Nous avons done

S y'js(x) = 2 y';s[x) = 2 x,.
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Le traite vs = a_y'5 4- (i — a) y"s est egalement admissible car

= Ui[oLy's + (i — a.)y"s]

== a.Uj{y3) + i1—«.)Uj(y"s) en vertu de la pro-
priete de linearite des
fonctions d'utilite

^ ctUfa) + (i — a) Ufa)

Le jeu est dit ,,a utilites non-transferables" par opposition aux
jeux a utilites transferables, pour lesquels les paiements lateraux
entre joueurs sont autorises et n'ont pas d'effet sur la somme des
utilites de tous les joueurs. Ceci implique que les iij(x) sont de la
forme OJX + bj, et que la surface Pareto-optimale est un plan
d'equation

m

Z Uj = constante.

Le jeu est dit inessentiel lorsque c, se reduit a un point, a savoir le
traite y](Z) = Xj pour tout ; . De tels jeux sont interessants car les
joueurs ne peuvent retirer aucun benefice de leur cooperation, ils
correspondent a des cas de degenerescence: les variances de certains
portefeuilles sont nulles par exemple. Pour eviter d'inutiles pre-
cautions de langage, nous supposerons dorenavant le jeu essentiel.

La figure suivante represente un espace de jeu possible pour un
marche de deux compagnies.

surface Pareto-optimale
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La solution Pareto-optimale n'est pas unique car nous avons
choisi une definition d'optimalite assez faible. II lui manque en
effet certains axiomes de partage, precisant comment les joueurs
vont repartir le benefice de leur cooperation. Chaque compagnie a
interet a obtenir une constante k} aussi grande que possible (com-
patible avec les conditions d'admissibilite') de maniere a payer le
moins possible. Le choix des kj depend done d'un marchandage
supplemental, pendant lequel les interets des joueurs seront
contradictoires. En termes de theorie des jeux, nous devons deter-
miner la valeur du jeu.

§4. VALEUR AU SENS DE SHAPLEY

Le premier concept de valeur satisfaisant fut presente par Shapley
([9]) en 1953 dans le cadre des jeux a utilites transferables.

Definition: Le jeu a utilites transferables associe au marche \M,
v{S), 5] est defini par le couple [M, v{S)], ou

1) M est l'ensemble des joueurs;
2) v(S) est une fonction d'ensemble, appelee fonction carac-

teristique, associant a toute coalition S C M l'hyperplan d'equation

•Ui{x,)
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2 U, =

oil
S £/,-; Us = {Uj\jt S}.

UstZ Its

La figure de la page precedente represente le jeu a utilites
transferables associe" a une marche de deux compagnies.

Geometriquement, v(S) est l'hyperplan tangent a v(S) dont tous
les cosinus directeurs valent 1. Le point de tangence A ne fait pas
necessairement partie de l'espace du jeu £; il peut conferer a un des
joueurs une utilite inferieure a sa valeur initiale.

Remarquons que A n'est pas necessairement unique: l'intersec-
tion de v(S) et v(S) pourrait <*tre un segment de droite ou un morceau
convexe d'hyperplah.

Une imputation — c'est-a-dire un partage du gain global — est
un point </> = (^1, . . ., <f>m) tel que

<f>] > Ufa) y;

1-1

Shapley est parvenu a definir un concept de .valeur en isolant une
imputation a partir de trois axiomes.

Soit Gm l'ensemble de toutes les fonctions v{S).

Definition: On appelle fonction de valeur <f>, la fonction definie sur
Gm qui associe a toute v(S) s Gm, une imputation

satisfaisant aux trois conditions suivantes:

1) Deux joueurs symetriques regoivent le mime montant;
Pour toute permutation TZ de l'ensemble des joueurs, et pour
toute v(S) telle que V[-K(S)] = v(S) pour toute S C M,

A,a>(») = ^(")- i = I m-
2) Un joueur inessentiel pour toute coalition ne bene'ficie pas de la

cooperation;
S'il existe un j s M tel que v(S) = v(S — {j}) + v({j}) pour
tout S CM incluant j ,
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j) Lafonction de, valeur est lineaire.

Pour toutes v(S), w[S) zGm, pour tons a, b

<f>j(av + bw) = ci<j>Av) + bfafa)- ] — x> • • • > "l-

THEOREMS 6. II existe une et une seule fonction de valeur

(s — i ) ! ( # n — .

~SCM "»!

s = rs

[v(S)-v(S-{J

La valeur au sens de Shapley peut etre interpretee de la maniere
suivante: les joueurs entrent un par un dans la coalition, dans un
ordre aleatoire. Chacun recoit la totalite de ce qu'il apporte a la
sous-coalition formee avant lui. Tous les ordres d'entree sont
envisages, et resume par une moyenne arithmetique.

Le modele attribue done a chacun l'esperance mathematique de sa
valeur d'admission, lorsque toutes les permutations de joueurs sont
equiprobables. Dans le cas d'un jeu a deux joueurs, la valeur au
sens de Shapley <j>(y) est le milieu du segment de droite v({i, 2})
limite par les utilites initiales: elle accorde le meme gain d'utilite
aux deux joueurs.

Alors se pose le probleme important de generaliser ce concept de
solution aux jeux a utilites non-transferables.

Le point <f>(v) peut-il constituer une solution acceptable pour le
marche de reassurance ? Evidemment non car il se trouve en general
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en dehors de l'espace du jeu <; et ne peut done etre atteint par un
traite. Ce n'est que dans le cas particulier oil <f>(y) coinciderait avec
le point (ou un des points) de tangence A qu'il pourrait etre une
solution valable (a condition que .4 fasse partie de <;).

Or, les fonctions d'utilite des joueurs ne sont definies qu'a une
transformation lineaire pres. Nous pouvons done multiplier ces
fonctions par des constantes arbitraires non-negatives kj. Cette
operation a pour effet de modifier \, ^(5), et par consequent A et
<f,(v).

Shapley ([io]) a montre qu'il existe (au moins) une ensemble de
,,poids" kj tel que la valeur transformed fasse partie du nouvel
espace du jeu. La demonstration peut etre aisement adaptee au
modele de reassurance, et fournit dans ce cas un resultat comple-
mentaire interessant: les poids kj ne sont rien d'autre que les con-
stantes apparaissant dans Vexpression jondamentale (2). Ce resultat
nous permet de donner une interpretation economique aux kj.

Celles-ci representent les forces relatives des joueurs.
u'j*[S] — yj{%)] est la pente de l'utilite de Cj apres reglement des

sinistres. (2), qui peut s'ecrire

«'t*lSt-yt{X)] ~ V V ' ' ;

exprime que ces pentes sont commensurables au moyen de ,,taux
de change d'equilibre" kijkj. Infinitesimalement, le marche peut etre
considere comme un jeu a utilites transferables oil les compagnies
utilisent des ,,monnaies" differentes. La solution ne change pas si
localement C< et Cj s'echangent de l'argent au taux kifkj, Cj devant
donner k\ unites pour en recevoir kj. L'analogie avec les equilibres
monetaires peut encore etre poussee plus loin: si Cj veut echanger un
montant important avec C,-, il exerce une ,,demande" sur les reserves
de son partenaire, ce qui a pour effet de deplacer le point d'equilibre
en faisant monter le taux de change: k\ augmente et kj diminue.

Exemple

Considerons le cas oil la fonction d'utilite de chaque compagnie est
quadratique

uj(x) = x — ajX*. V;
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Borch a montre que les contrats Pareto-optimaux sont des
traites en quote-part de taux

ou les qj doivent satisfaire aux inegalites

en designant par Pj la prime pure, par Fy la variance de la distri-
bution des risques de Cy et par Rj la reserve Sy — Pj.

Considerons trois compagnies Ci, d, Cz, dont les parametres
valent

Ri
Pi
Vi
ai

= i

— I

= 55
= O,OI

Rz =
P2 =
F2 =
at —

4
2

20

0,05

Rz
Pz
Vz
#3

— 4
= 2

= 20

= 0,05.

Les utilites initiales valent

Done
J/i(*i) = 0,44

t/2(«2) = 2 , 2

C/s(*3) = 2,2.

Ces utilites correspondent a des quote-parts extremales pour

qTin = 0,757719-

\

https://doi.org/10.1017/S0515036100011478 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S0515036100011478


ECHANGE DE RISQUES I73

Posons pour simplifier

L'utilite apres reassurance vaut

En eliminant les parametres qx, q%, q3, nous obtenons l'equation de
la surface. Pareto-optimale

ce qui devient dans notre cas

/25 — Ux + / i — U2I5 + h — U3/5 = 1̂ 38,16.

La valeur au sens de Shapley transferable (c'est-a-dire sans
introduire de poids kj pour le moment) s'obtient en resolvant le
systeme de 2 equations

Ux + U,+ U3 = v({x, 2, 3}) (6)

Ifa — Zh + ix — C/a/5 + 1x — C73/5 = ) ^ i 6 (7)

en les quatre inconnues Ux, U2, U3 et ^{(1. 2, 3)}, en exprimant que
le plan (6) est tangent a la surface (7). Ces calculs donnent

Ux = <f>x(v) = 1,583175
Ut = <fn(v) = 3.079841
Uz = fa(v) — 3,079841

"({1.2,3}) =7.743957-

En remplacant dans (5), on obtient

qx = 0,783357
?2 = O,IOO3l8
q3 = 0,100318.
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valeurs non-admissibles car leur somme est inferieure a i. Ce point
se trouve au-dessus de la surface Pareto-optimale.

Multiplions done les paiements de Ci par ki, ceux de Cz par k» et
ceux de C3 par ki. Notons <f>k(v) et «*({i, 2, 3}) les transformes de
(f>{v) et v({x, 2, 3}) par cette operation. Nous savons que nous pou-
vons imposer une relation arbitraire aux kj. Nous supposons done
que leur somme est egale a m.

Ceci nous donne trois equations

h + k-i + k3 = 3

pour 7 inconnues <f>k{v), (f>${v), <f>k{v), ku k2, k3, vk{{i, 2, 3}).

En exprimant que
— la surface Pareto-optimale doit etre tangente a l'hyperplan de

transferabilite,
— la valeur doit se trouver sur la surface,

et en eliminant les inconnues, nous obtenons apres de longs calculs
une equation du 4e degre en ki. Ce polynome possede trois racines
negatives et une seule racine positive

ky ~ 0,776313

/c3 = 1,111684
f̂(w) = 1,169078

fkiv) = 3.099199
w*({i, 2,3}) = 7.

En divisant ces valeurs par ki, ki, £3 et en remplacant dans (5),
il vient

qi = 0,784648 Ui{y) = 1,505937
q.2 = 0,107676 Uz^) = 2,787842
q3 = 0,107676 Ut(y) = 2,787842
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Comme on pouvait s'y attendre, Ci, ayant le moins peur du risque,
va prendre a sa charge une quote-part importante des sinistres. En
contrepartie, elle va evidemment exiger une compensation mone-
taire. On peut montrer que celle-ci doit £tre egale a

II vient

y2(0) = V3(O) = 2,029856.

Done Ci va percevoir au total

— yi(o) = ys(o) + ys(o) = 4.059712.

§5. UN NOUVEAU CONCEPT DE VALEUR

Le § precedent nous a permis d'isoler un traite de la surface
Pareto-optimale. Un certain nombre de critiques peuvent cependant
etre formulees a l'egard du concept de valeur de Shapley (voir [7]).
Le defaut le plus grave du modele est que l'axiome 3 de linearite
n'est certainement pas verifie car les compagnies evaluent leur
situation au moyen de fonctions d'utilite, par definition non-ad-
ditives: l'utilite resultant de la signature de deux traites n'est pas
egale a la somme des utilites partielles. C'est pourquoi nous avons
defini (dans [6]) un nouveau concept de solution, base directement
sur les jeux a utilites non-transferables, en generalisant un modele
de marchandage de Nash ([8]).

Les axiomes permettant d'isoler un traite sont les suivants.

1) La solution n'est pas affectee far une transformation lineaire ef-
fectuee sur les utilites.

2) La solution est fonction de tous les sous-traites relatifs aux
coalitions d'effectifs inferieurs a m; chaque sous-traite satisfait
aux relations (1) et (2).

3) Tout jeu symetrique a une solution symetrique.
4) La solution ne change pas si no%is retirons de I'espace du jeu tout

point autre que le paiement initial et la solution elle-meme.
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Pour simplifier les notations, posons

K = {ki, . . ., km I les kj sont liees par une relation}

yj(S) = y ^ x , \isS}) • jsS

U,{S) = U,

Uj(S) est 1'utilite pour Q d'un traite signe par les membres d'une
coalition S.

Supposons qu'a un moment quelconque de la negotiation un
premier groupe Si de joueurs soit arrive a un traite optimal ;y(Si)v

permettant aux joueurs d(i e Si) d'obtenir une utilite Ui(S{)
tandis qu'un autre groupe Sg (tel que Si n St = <f>) a conclu un
traite optimal y(Si) donnant a Ci{l s Sz) une utilite Ui(Sz). Ces deux
groupes se reunissent en vue de signer un traite global px{Si U So)
(le symbole V a ici un sens legerement different d'une reunion;
Si I) Si veut dire ,,Si se joint a Sa". Le • est place pour rappeler
que le resultat ne depend pas uniquement de l'ensemble Si U S2
mais aussi de la maniere dont cette coalition s'est formee, c'est-a-
dire de Si et S2). Si les deux groupes ne parviennent pas a se mettre
d'accord sur un traite y(Si V S2), ils retombent necessairement au
point de depart de la negociation

Ut(Si) vCi c Si

Ui{S,) VC( e Si.

Pour cette raison, ce paiement est appele le point de desaccord.

Lemme: Le traite ,yx(Si U S2) est l'unique point tel que

if = max i, = max II [Ut{Si C/S2) — l/«(Si)] n [Ut[Si USz) — C7i(S»)]
K i«Si US,

(8)

THEOREME 7: II existe un et un seul traite y(M) satisfaisant aux
4 axiomes. II peut s'obtenir par- la recurrence

" S y,(Si V Si)
2S

s =
; e S
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yj(M) =
2 yi(SiVSx) m=\M\

, Si = M/Si

j = 1, . . ., m

ou, a chaque etape, yj(Si U Si) est obtenu par la solution de (8)
dont le point de disaccord est

I Ui(Si) VizSi

} Ut{Si) V j e Si

La solution se construit par induction sur le nombre de joueurs
d'une coalition: il faut successivement calculer la valeur de tous les
ensembles comprenant 2 compagnies, 3 compagnies, etc. . ., pour
arriver finalement a la coalition M. Supposons que nous ayons
calcule les valeurs pour toutes les coalitions dont l'effectif ne
depasse pas s — 1 et construisons le traite optimal pour un en-
semble S de s partenaires. S contient 2s"1 — 1 sous-coalitions
(strictes) Si pour lesquelles il existe un sous-traite. Pour chaque Si,
nous calculons par (8) un traite

V (S\Si)].

L'utilite accordee a une compagnie ne diminue pas par cette
operation: il est en effet facile de montrer que (8) fournit toujours
un U((Si V Si) superieur ou egal a Ui(Si). Au plus le point de
disaccord est eleve pour un joueur, au plus la solution de (8) lui est
favorable. Contrairement au modele de Shapley, le benefice de la
coalition est ici reparti entre les compagnies suivants leurs forces
respectives.

Nous obtenons ainsi 2s'1 — 1 traites, en general differents, que
nous resumons par une moyenne arithmetique. Nous avons de la
sorte determine un traite optimal unique pour S. La solution du jeu
s'obtient pour S = M.

Ce concept de valeur tient done compte de l'ordre de formation
du marche: chaque joueur s'allie avec d'autres compagnies ou
ensembles de compagnies, de telle sorte qu'apres un nombre fini de
jonctions, M soit formee et un traite partiel soit conclu. Toutes les
possibilites de groupement sont envisagees et interviennent avec la
m§me force dans le traite final. La solution est l'esperance mathe-

12
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matique des traites partiels lorsque toutes les formations de coali-
tion sont equiprobables.

Exemfile

Reprenons l'exemple du § 4.

Utilites initiales £/i({i}) = 0,44
Uz({2}) = 2,2

Ensembles de deux compagnies.

Coalition {1,2}. La maximisation du produit

[CM{i, 2}) - ^({1})] [t/2({i, 2}) -

= [ - <hq\Y + a i y j [ - atflY + a2Y2]

conduit, apres elimination de q», a une equation du troisieme degre
enqi:

La resolution de cette equation donne

?i = 0,877593 Ui{{i, 2}) = 1,124759
q* = 0,122407 U,{{i, 2}) = 2,677553.

Coalition {1, 3}. En vertu de la symetrie entre d et C%, il vient
qi = 0,877593 Ori({i, 3}) = 1,124759
q3 = 0,122407 U3({i, 3}) = 2,677553.

Coalition {2,3}

q* = 0,5 Ui{}2, 3}) = 2,7
q3 = 0,5 U3(}2, 3}) = 2,7.

Coalition }i, 2, 3}. Le systeme forme par les equations (1) et (2)
s'ecrit apres resolution par la methode des multiplicateurs de
Lagrange,

7i + ?2 + q3 = 1
et peut se resoudre par approximations successives.

\
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{i ,2} t /{ 3 } ? 1 = 0,783358
qz = 0,102926
q3 = 0,113716

{1,3} V {2} 91 = 0,783358
q2 = 0,113716
q3 = 0,102926

{2, ? 1 =0,794826
qi = 0,102587
?3 = 0,102587.

179

Solution optimale

9*
q3
Ui

u*
u3

= 0

= 0

= 0

({i,

(I1-

,78718
10641
10641

2.3}) =
2. 3}) =
2. 3}) =

1.354042

2,839563
2,839563

yi(o) = —
yz(o) - 1,95896
y3(o) = 1,95896.

La solution est done legerement moins favorable a la premiere
compagnie.
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