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Les applications conforme-harmoniques

Vincent Bérard

Résumé. Sur une surface de Riemann, l’énergie d’une application à valeurs dans une variété riemanni-

enne est une fonctionnelle invariante conforme, ses points critiques sont les applications harmoniques.

Nous proposons ici un analogue en dimension supérieure, en construisant une fonctionnelle invari-

ante conforme pour les applications entre deux variétés riemanniennes, dont la variété de départ est

de dimension n paire. Ses points critiques satisfont une EDP elliptique d’ordre n non-linéaire qui

est covariante conforme par rapport à la variété de départ, on les appelle les applications conforme-

harmoniques. Dans le cas des fonctions, on retrouve l’opérateur GJMS, dont le terme principal est

une puissance n/2 du laplacien. Quand n est impaire, les mêmes idées permettent de montrer que le

terme constant dans le développement asymptotique de l’énergie d’une application asymptotiquement

harmonique sur une variété AHE est indépendant du choix du représentant de l’infini conforme.

1 Introduction

Soient (M, g) et (N, h) deux variétés riemanniennes de dimension n et m, dans
toute la suite, on considérera que ces variétés sont compactes et de classe C∞. On
appelle énergie des applications de (M, g) dans (N, h), la fonctionnelle Eg définie de
la manière suivante :

Eg(ϕ) =
1

2

∫

M

|Tϕ|2g,h dvolg ,

où Tϕ désigne l’application tangente de ϕ, qui est une section du fibré des 1-formes
à valeurs dans les champs de vecteurs de TN tirés-en-arrière par ϕ, qu’on note
Ω

1(M) ⊗ ϕ∗TN. Les applications harmoniques de (M, g) dans (N, h) sont définies
comme les points critiques de l’énergie et un résultat classique les caractérise comme
étant les solutions de l’équation δgTϕ = 0, où δg désigne la divergence du fibré
Ω

1(M) ⊗ϕ∗TN construit canoniquement avec les connexions de Levi–Civita de g et
h (celle de h étant tirée-en-arrière par ϕ). Dans le cas des applications d’une surface
à valeurs dans une variété riemannienne quelconque, il est connu que l’énergie ne
dépend que de la classe conforme de la métrique de départ (et bien sur de l’applica-
tion et de la métrique d’arrivée), c’est-à-dire que pour deux métriques conformes g

et g := e2ωg sur une variété de dimension 2, on a :

Eg(ϕ) = Eg(ϕ) et δgTϕ = e−2ωδgTϕ.

Il faut remarquer que le laplacien est en général un opérateur non-linéaire, ainsi
quand la variété M est une surface, être harmonique signifie que l’application en
question est solution d’une équation non-linéaire d’ordre 2 qui est covariante par
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changement conforme de métrique sur la surface. Par contre ce n’est plus le cas quand
M est de dimension strictement supérieure à 2, l’énergie n’est plus un invariant con-
forme et on obtient alors [5, 1.159.i)] :

δgTϕ = e−2ω
(

δgTϕ− (n − 2)〈dω,Tϕ〉g

)

.

L’harmonicité n’est plus une propriété géométrique de la classe conforme de g, mais
bien de la métrique g.

On peut trouver dans la littérature (voir [7], [20] et les références citées) une
généralisation des applications harmoniques qui est non-conforme, ce sont les appli-
cations biharmoniques, qui sont définies comme étant les points critiques de la bi-
énergie :

E2
g (ϕ) :=

1

2

∫

M

|δgTϕ|2g dvolg .

Il s’agit d’une classe d’applications qui englobent les applications harmoniques et
qui permet, comme par exemple dans [19], de donner une nouvelle démonstration
du théorème d’Eells–Sampson sur l’existence d’applications harmoniques dans les
classes d’homotopie. On sait que les applications harmoniques n’existent pas tou-
jours (voir l’article [10] d’Eells et Wood) et un des principaux objectifs de cette
théorie est de vouloir prouver l’existence d’applications biharmoniques dans ces cas
là. On peut citer encore les travaux de Baird et de Kamissoko dans [3], qui utilisent
justement le fait que l’harmonicité ne soit pas une notion invariante conforme en
dimension supérieure à 2, pour exhiber des applications biharmoniques qui ne sont
pas harmoniques. Nous nous poserons le même type de question et nous obtiendrons
aussi un résultat d’existence pour notre nouvelle classe d’applications.

Le but de cet article est de définir une nouvelle notion d’harmonicité pour les
applications sur les variétés de dimension paire qui soit invariante conforme, c’est-
à-dire définir une fonctionnelle invariante conforme qui va jouer le rôle de l’énergie
et déterminer l’équation de ses points critiques qui va remplacer la condition non-
linéaire d’annulation du laplacien. Si on se restreint aux fonctions sur les variétés
de dimension paire, Graham, Jenne, Mason et Sparling [15] ont démontré en 1987
l’existence d’un opérateur différentiel covariant conforme de terme principal ∆n/2

sur les fonctions C∞ de M. En dimension 4, il s’agit de l’opérateur de Paneitz P4 :

P4 := ∆
2 + δ(

2

3
Scal−2 Ric)d.

Nous proposons de généraliser l’équation du noyau de cet opérateur sur des fonc-
tions, en une équation aux dérivées partielles elliptique non-linéaire d’ordre n sur
les applications C∞ de (M, g) dans (N, h) qui soit covariante conforme par rapport
à g. De plus, nous construisons une fonctionnelle invariante conforme par rapport
à g, dont les points critiques sont exactement les solutions de cette EDP. Bien que la
démonstration de l’existence de cette EDP suit les idées de Graham, Jenne, Mason et
Sparling en résolvant un problème de Cauchy, la fonctionnelle s’obtient en renorma-
lisant l’énergie de la solution de ce problème à bord, en suivant l’idée de Graham dans
[13] quand il définit son volume renormalisé. Nous obtenons le théorème suivant qui
résume les théorèmes 3.1 et 4.1.
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Théorème 1.1 Soit (Mn, g) et (N, h) deux variétés riemanniennes, on suppose que n

est pair, alors il existe une fonctionnelle sur les applications de classe C∞ de (M, g) dans

(N, h) qui est invariante conforme par rapport à g. De plus, l’équation de ses points

critiques est une équation aux dérivées partielles elliptique non-linéaire d’ordre n, qui

est covariante conforme elle aussi par rapport à g.

Nous définissons les applications conforme-harmoniques de la manière suivante.

Définition 1.2 On note E
n
g la fonctionnelle du théorème précédent et on appelle

ses points critiques, les applications conforme-harmoniques, qu’on abrège en parlant
d’applications C-harmoniques.

On considère la variété (Mn, g) comme étant l’infini conforme d’une variété
(Xn+1, g+) particulière. Il s’agit d’une généralisation du modèle du disque de
Poincaré, où (M, g) joue le rôle de la sphère S

n munie de sa métrique canonique
et (X, g+) le rôle de la boule unité de Rn+1 munie de la métrique hyperbolique, ce qui
justifiera l’appellation métrique de Poincaré de (M, g) quand on parlera de (X, g+).
L’équation des points critiques est obtenue comme une obstruction à résoudre un
problème de Cauchy dégénéré sur (X, g+). On se donne une application ϕ de M

dans N, il s’agit de déterminer une application ϕ̃ qui soit C∞ de X dans N qui vérifie
les systèmes suivants :

{

ϕ̃ = ϕ sur M,

δg+ Tϕ̃ = 0 sur X.

Sur les fonctions, Graham, Jenne, Mason et Sparling ont montré qu’il n’était pas tou-
jours possible de résoudre ce problème localement ; quand la variété de départ est de
dimension paire, il existe un terme logarithmique non-trivial dans le développement
formel de la solution près du bord qui obstrue la régularité de la résolution. Ce terme
est alors défini comme l’opérateur GJMS d’ordre maximal en ϕ qui ne dépend que
de la classe conforme de g et de la métrique h. On va suivre la même idée pour les
applications, en identifiant localement la variété d’arrivée avec son espace tangent, de
manière à calculer le développement asymptotique de la composée de ϕ̃ avec l’expo-
nentielle. Quand M est de dimension paire, il y a un terme logarithmique qui apparaı̂t
et qui ne dépend que de l’application de départ et de la classe conforme de g (et de
la métrique h), notre EDP est simplement la condition sur ϕ que ce terme soit nul.
Le développement asymptotique est entièrement déterminé jusque-là par ϕ et des
termes de courbures de nos deux variétés (M, g) et (N, h), ce qui est équivalent à la
donnée de la valeur sur le bord des n premières dérivées de la solution ϕ̃ par rapport
à la coordonnée radiale. Cela nous permet de calculer le développement asympto-
tique de l’énergie dans un ruban M × [ρ; ε] quand ρ tend vers 0 qui admet un terme
constant qui ne dépend que de ϕ et de la classe conforme de g (et de la métrique h).
On définit ce terme constant comme étant l’image de ϕ par notre fonctionnelle et on
montre ensuite, par une intégration par parties, que le gradient de cette fonctionnelle
est bien le terme logarithmique précédent.

Du théorème précédent, on obtient directement le résultat suivant de rigidité pour
les applications harmoniques sur les boules de dimension impaire, qui se généralise
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au cas des variétés asymptotiquement hyperboliques de dimension impaire (voir
corollaire 3.9).

Corollaire 1.3 On considère (B, ghyp) la boule unité ouverte de R
n+1 de dimension

impaire munie de la métrique hyperbolique, (S, [gcan]) son infini conforme et (N, h)
une variété riemannienne, alors les applications qui sont de classe Cn de B dans N

et harmonique de (B, ghyp) dans (N, h), vérifient le fait que leurs restrictions à S est

C-harmonique de (S, [gcan]) dans (N, h).

En dimension 2, la fonctionnelle E2
g est évidemment l’énergie des applications de

(M2, g) dans (N, h) et les applications C-harmoniques sont exactement les appli-
cations harmoniques. En dimension 4, le théorème 5.1 nous donne une expression
explicite de la fonctionnelle E

4
g en terme de courbures de g et de l’équation de ses

points critiques en termes de courbures de g et de h.

Théorème 1.4 Quand M est de dimension 4,

E
4
g(ϕ) =

∫

M

(

|δTϕ|2h +
2

3
Scal |Tϕ|2g,h − 2 Ric(Tϕ,Tϕ)

)

dvol,

où Scal et Ric désignent respectivement la courbure scalaire et le tenseur de Ricci de g

et dvol la forme volume de g. Notons S l’endomorphisme de ϕ∗TN défini de la manière

suivante :

S(X) =

4
∑

i=1

Rh
X,Tϕ(ei )

Tϕ(ei),

où (e1, . . . , e4) est une base orthonormée de TM par rapport à g et Rh est le tenseur de

courbure de (N, h), alors l’équation de ses points critiques s’écrit :

δdδTϕ + δ

(

( 2

3
Scal−2 Ric

)

Tϕ

)

− S(δTϕ) = 0.

Quand M est de dimension 6, la condition de C-harmonicité et la fonctionnelle E6
g

sont explicitées dans le théorème 5.5 sous certaines conditions de courbures de nos
deux variétés. Sans ces hypothèses, les calculs deviennent rapidement compliqués
et on est amené alors à faire des hypothèses sur l’application, comme par exemple
regarder simplement l’identité (voir théorème 5.6).

Si la variété de départ est une variété d’Einstein de dimension paire quelconque,
l’expression de sa métrique de Poincaré est simple, la proposition 3.7 montre alors
que les applications harmoniques sont C-harmoniques et la proposition 4.6 calcule
explicitement leurs images par notre fonctionnelle. Cependant, la condition de C-
harmonicité reste encore compliquée à obtenir. Quand M est dimension 4, il existe
certaines conditions de courbures sur nos deux variétés, pour lesquelles les appli-
cations C-harmoniques sont alors exactement les applications harmoniques (voir la
proposition 5.3), qui sont alors exactement les applications totalement géodésiques,
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d’après une proposition due à Eells et Sampson dans [9]. L’identité est toujours une
application harmonique de (M, g) dans (M, g), ainsi elle est C-harmonique quand M

est de dimension 2. Cela n’est plus le cas en dimension supérieure, en dimension 4,
l’identité est C-harmonique si et seulement si g est à courbure constante (voir corol-
laire 5.4). Ce résultat nous sert de point de départ à la construction d’une application
C-harmonique de (M, [g]) dans (N, h), qui ne soit pas trivialement harmonique,
c’est-à-dire qui ne soit pas harmonique de (M, g) dans (N, h), pour n’importe quelle
métrique g dans la classe conforme de g. On se donne une variété M4 munie d’une
métrique h à courbure scalaire constante négative proche d’une métrique d’Einstein
et on regarde les applications de M dans M. On va montrer que fixer la métrique h

dans la variété d’arrivée et déformer judicieusement la métrique de la variété de
départ, permet de construire une application proche de l’identité qui conserve la
C-harmonicité, mais qui n’est plus harmonique, pour n’importe quel changement
conforme de métrique par rapport à la variété de départ. On obtient le théorème
suivant (on pourra consulter le théorème 6.1 pour avoir un énoncé plus précis).

Théorème 1.5 Soit (M, ge) une variété d’Einstein de dimension 4 à courbure scalaire

négative, alors pour toute métrique h suffisamment proche de ge il existe une application

ϕ de M dans M et deux métriques g et h proches de ge telles que :

(i) ϕ est C-harmonique de (M, [g]) dans (M, h),

(ii) ϕ est non-harmonique de (M, g) dans (M, h), ∀g ∈ [g].

Quand n est impair, on a toujours une notion de métrique de Poincaré de (M, [g])
et les premiers termes du développement formel de la solution de notre problème de
Cauchy sont encore entièrement déterminés pas nos conditions initiales, mais on
a plus d’obstruction sous la forme d’un terme logarithmique et donc à priori plus
de terme covariant conforme pour construire notre fonctionnelle. De plus, le terme
constant dans le développement asymptotique de l’énergie d’une solution de notre
problème à bord dépend alors de la connaissance de toute la solution et plus seule-
ment de sa valeur au bord comme dans le cas pair, ce qui nous oblige à travailler
avec des applications définies sur des variétés asymptotiquement hyperbolique de
bord à l’infini (M, [g]). On obtient alors comme résultat que le terme constant dans
le développement asymptotique de l’énergie d’une application asymptotiquement
harmonique d’une variété asymptotiquement hyperbolique d’Einstein (X, g+) dans
une variété riemannienne est indépendant du choix de la métrique dans l’infini con-
forme de (X, g+). En outre, la variation infinitésimale de cette énergie renormalisée
ne dépend que du premier terme du développement asymptotique de la solution qui
dépend aussi de l’intérieur de la variété X (voir le théorème 4.4 pour plus de détails).

Afin de compléter ces résultats d’existence, citons le théorème obtenu récemment
par Biquard et Madani dans [6]. Il s’agit d’un analogue conforme en dimension 4,
d’un célèbre théorème d’Eells et Sampson (voir [9]). Sous certaines hypothèses de
courbures de (M4, g) et (N, h), ils prouvent l’existence d’une application C-harmo-
nique dans chaque classe d’homotopie de C∞(M,N).

Cet article apporte les preuves et complète les résultats annoncés dans la note
parue aux Comptes Rendus Mathématiques de l’Académie des Sciences [4].
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2 La métrique de Poincaré

Soit (Xn+1, g+) une variété non-compacte, on note M le bord de son adhérence
et on appelle fonction géodésique définissant le bord de X, toute fonction r de X

vérifiant r = 0 sur M, r > 0 sur X et dr 6= 0 sur M. Notre métrique g+ est dite
asymptotiquement hyperbolique (AH), s’il existe une fonction géodésique r telle que
la métrique r2g+ se prolonge en une métrique non-dégénérée sur X et si ses cour-
bures sectionnelles tendent vers −1 à l’infini. Il est facile de voir que cette dernière
hypothèse est équivalente à |dr|r2g+

= 1 sur M, qui est une condition qui dépend
seulement de g et pas du choix de la fonction géodésique r. La donnée d’une telle
métrique détermine une classe conforme de métrique sur le bord appelé infini con-
forme. Avec nos notations, l’infini conforme de (X, g+) est la classe conforme de la
métrique r2g+ restreinte à TM. Un théorème de Graham [13] permet d’associer à
chaque métrique g dans l’infini conforme d’une variété AH (X, g+), une unique (dans
un voisinage de M) fonction géodésique r vérifiant :

(2.1) g+ =
dr2 + gr

r2
,

où gr est une famille à 1-paramètre de métriques sur ∂X vérifiant g0 = g. Ce résultat
est le premier pas vers une généralisation du modèle du disque de Poincaré, en vue
de déterminer une corrélation entre la géométrie de l’intérieur d’une variété et la
géométrie conforme de son bord. Cependant, les équations sont trop souples et on
rigidifie la situation en prenant une métrique AH qui soit d’Einstein (AHE). Feffer-
man et Graham ont obtenu le théorème suivant.

Théorème 2.1 (Fefferman–Graham [11]) On se donne (X, g+) une variété AHE de

dimension n + 1 de bord à l’infini M, g un représentant de son infini conforme et on

écrit g+ sous la forme (2.1). Alors gr admet le développement asymptotique en r = 0
suivant si n est pair :

gr = g + g(2)r
2 + · · · + g(n−2)r

n−2 + hrn log r + g(n)r
n + O(rn+1),

et le développement suivant si n est impair :

gr = g + g(2)r
2 + · · · + g(n−1)rn−1 + g(n)r

n + O(rn+1).

Ces développements sont composés de termes en puissance paires de r jusqu’à l’ordre n

et un terme logarithmique h dans le cas pair qui sont uniquement déterminés par des

termes de courbures de g, ainsi que la trace de g(n) par rapport à g (elle est même nulle si

n est impair). De plus h ne dépend que de la classe conforme de g.

Remarque 2.2 Le terme h dans le développement asymptotique de gr est, à un
coefficient multiplicatif près, le tenseur d’obstruction de Graham et Hirachi [16].

L’exemple de base est bien entendu le modèle du disque de Poincaré, la sphère
S

n est vue comme l’infini conforme de l’espace hyperbolique H
n+1, avec gr =
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1
4
(1 − r2)2gS, où r =

1−|x|
1+|x| et gS est la métrique canonique de S

n. Pour les variétés

AHE qui possède une métrique g dans son infini conforme qui vérifie la condition
d’Einstein Ricg

= 4λ(n − 1)g, alors on obtient :

(2.2) gr = (1 − λr2)2g.

On appelle (X, g+) une variété de Poincaré–Einstein de (M, [g]), une variété AH d’in-
fini conforme (M, [g]), qui vérifie que g+ s’écrive sous la forme (2.1) où gr admet
le même développement formel que dans le théorème 2.1. Ainsi une métrique de
Poincaré–Einstein vérifie une condition d’Einstein asymptotique :

Ricg+ +ng+ = O(rn−1 log r), si n est pair,

Ricg+ +ng+ = O(rn), si n est impair.

Remarque 2.3 Le fait de déterminer la métrique de Poincaré–Einstein de (M, [g])
est équivalent à un autre problème à bord ; celui de déterminer la métrique ambiante
de (M, [g]). On pourra consulter a ce sujet [17] et [11].

Donnons quelques exemples de métrique de Poincaré en basse dimension, pour
cela définissons quelques tenseurs classiques de géométrie riemannienne. Soit (M, g)
une variété riemannienne de dimension n, on appelle tenseur de Schouten de g, le
tenseur Pn suivant :

P :=
1

n − 2
Ric−

Scal

2(n − 1)(n − 2)
g,

où Ric et Scal se rapportent à g. On note W le tenseur de Weyl de g et (e1, . . . , en) une
base orthonormée de TM par rapport à g, on définit B le tenseur de Bach de g de la
manière suivante :

B(X,Y ) :=

n
∑

k=1

(∇ek
∇ek

P)(X,Y ) − (∇ek
∇Y P)(X, ek) − P(Wek,X Y, ek),

où X et Y sont deux champs de vecteurs de TM. Quand n = 2, la métrique gr admet
le développement asymptotique suivant :

gr = g + g(2)r
2 + O(r3) avec tr g(2) = −

1

2
Scalg ,

où tr désigne la trace par rapport à g. Pour n = 4, on obtient :

(2.3) gr = g − P r2 −
1

3
B r4 log r + g(4)r

4 + O(r5) avec tr g(4) =
1

4
(trP ◦P),

on retrouve le fait que le tenseur de Bach est covariant conforme en dimension 4. Si
n = 6, alors la métrique gr s’écrit dans un voisinage du bord :

gr = g − P r2 +
( 1

4
P ◦P −

1

8
B

)

r4 + hr6 log r + g(6)r
6 + O(r7).

Pour plus de détails sur la métrique de Poincaré et les applications qui en découlent,
on pourra consulter l’excellent livre [8].

https://doi.org/10.4153/CJM-2012-034-8 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-2012-034-8


Les applications C-harmoniques 273

3 Les applications conforme-harmoniques

On munit notre variété compacte Mn d’une structure conforme [g] et on note
g+ = r−2(dr2 + gr) sa métrique de Poincaré définie sur X = M × ]0, ǫ[. Il convient
de remarquer que g+ explose pour r = 0, cependant on peut quand même définir
le laplacien pour les applications de (X, g+) sur (N, h). On se donne ϕ une applica-
tion C∞ de M dans N, notre problème à bord est de déterminer ϕ̃ une application
C∞ de X dans N qui soit solution du système suivant :

{

ϕ̃|r=0 = ϕ,

δg+ Tϕ̃ = 0.

Notons pM la projection de M × [0, 1] sur M, grâce à l’exponentielle, on va identifier
localement notre variété d’arrivée N, avec le fibré (ϕ ◦ pM)∗TN, de manière à faire
un développement asymptotique sur ce fibré. Quand la dimension de M est paire, on
obtient le théorème suivant.

Théorème 3.1 Supposons que n soit un entier pair, on se donne (Mn, g) et (N, h)
deux variétés riemanniennes et on note (X, g+) la métrique de Poincaré de (M, g). On

écrit g+ sous la forme (2.1) et on se donne ϕ une application C∞ de (M, g) dans (N, h),

alors il existe une unique section U de (ϕ ◦ pM)∗TN modulo O(rn) définie dans un

voisinage de M dans X, telle que l’application ϕ̃ := (expϕ◦pM
) ◦ U soit solution du

système suivant :
{

ϕ̃|r=0 = ϕ,

δg+ Tϕ̃ = O(rn+1 log r).

Plus précisément, U admet le développement asymptotique en r = 0 suivant :

U = U2r2 + · · · + Un−2rn−2 + Hgrn log r + Unrn + . . . ,

où les premiers points désignent des termes en puissances de r paires qui sont entièrement

déterminés par ϕ et des termes de courbures de g et de h. Le terme Hg ne dépend que

de ϕ et de [g] et l’équation Hg(ϕ) = 0 est une équation aux dérivées partielles elliptique

non-linéaire d’ordre n sur des applications de (Mn, g) dans (N, h), qui est covariante

conforme par rapport à g.

En outre, notre terme Hg(ϕ) est de la forme suivante :

Hg(ϕ) = an(δgd)n/2−1δgTϕ + des dérivées de ϕ d’ordre inférieurs,

où

an :=
(−1)n/2−1

2n−1(n/2)!(n/2 − 1)!

et vérifie Hg(ϕ) = e−nωHg(ϕ) pour g = e2ωg.

Nous avons le théorème suivant quand la dimension de M est impaire.
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Théorème 3.2 Supposons que n soit impair, on se donne (Mn, g) et (N, h) deux

variétés riemanniennes et on note (X, g+) la métrique de Poincaré de (M, g). On écrit

g+ sous la forme (2.1) et on se donne ϕ une application C∞ de (M, g) dans (N, h), alors

il existe une unique section U de (ϕ ◦ pM)∗TN modulo O(rn) définie dans un voisi-

nage de M dans X, telle que l’application ϕ̃ := (expϕ◦pM
) ◦ U soit solution du système

suivant :
{

ϕ̃|r=0 = ϕ,

δg+ Tϕ̃ = O(rn+1).

Plus précisément, U admet le développement asymptotique en r = 0 suivant :

U = U2r2 + · · · + Unrn + Un+1rn+1 + · · · ,

où les premiers points désignent des termes en puissances de r paires qui sont entièrement

déterminés par ϕ et des termes de courbures de g et de h. Le terme Un est indéterminé.

Nous pouvons à présent définir les applications conforme-harmoniques en di-
mension paire.

Définition 3.3 Nous appelons applications conforme-harmoniques de (Mn, [g])
dans (N, h), les solutions de l’équation aux dérivées partielles covariante conforme
du théorème 3.1. On parlera alors d’applications C-harmoniques, afin d’alléger le
texte.

Remarque 3.4 Nous aurions pu nous contenter de déterminer la valeur sur le
bord des (n − 1) premières dérivées par rapport à r de notre solution ϕ̃ et de notre
terme H quand n est pair. Il est facile de voir que c’est équivalent à la donnée du
développement asymptotique de U , mais il nous semble plus naturel de procéder
comme nous avons fait, en particulier pour faire le lien avec le théorème de Graham–
Zworski sur les fonctions (voir ci-dessous).

Un exemple simple d’applications C-harmoniques est de regarder quand notre
variété d’arrivée N est égale à R

m, cela revient à travailler avec les fonctions C∞

de (X, g+). On retrouve quand n est pair, la construction de Graham et Zworski
[18] des opérateurs GJMS de Graham, Jenne, Mason et Sparling [15] en calculant di-
rectement le développement asymptotique de ϕ̃. C’est pourquoi dans le cas général,
comme on ne peut pas faire de développement asymptotique sur ϕ̃, on identifie
notre variété N d’arrivée avec le fibré ϕ∗TN, pour pouvoir calculer le développement
asymptotique de U . Sur les fonctions, notre théorème 3.1 devient le suivant.

Théorème 3.5 (Graham–Zworski) Soit f une fonction C∞ de M, alors il existe une

unique fonction f̃ mod O(rn) de X vérifiant le système suivant :

{

f̃|r=0 = f ,

∆g+
f̃ = O(rn+1 log r).

De plus, le développement asymptotique de f est pair jusqu’au terme n− 1 et il contient

un terme en rn log r qui ne dépend que de f et de [g]. Ce terme logarithmique définit un
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opérateur différentiel covariant conforme sur les fonctions de (M, g) qui a pour terme

principal ∆
n/2
g . Il s’agit de l’opérateur GJMS de rang maximal.

Du théorème précédent et d’une formule due à Graham dans [14] qui a été
retrouvé par Gover (voir [12, théorème 1.2]), on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 3.6 Soient (Mn, g) une variété d’Einstein de dimension paire et f une

fonction de M, alors f est C-harmonique sur (M, [g]) si et seulement si :

( n/2
∏

j=1

(

∆
g −

(n + 2 j − 2)(n − 2 j)

4n(n − 1)
Scal

)

)

f = 0.

3.1 Démonstration du théorème 3.1

3.1.1 Quand M est de dimension paire

Soit ϕ̃ une application de (X, g+) dans (N, h), on note ϕ sa restriction sur M, on
va montrer que si δg+ Tϕ̃ = O(rn+1 log r), alors l’application U := (expϕ◦pM

)−1 ◦ ϕ̃
admet le développement asymptotique annoncé.

Par changement conforme de métrique, on obtient pour le laplacien de ϕ̃ :

(3.1) δg+ Tϕ̃ = r2
(

δgr Tϕ̃−
trgr g ′

r

2
∂rϕ̃−∇h

∂rϕ̃∂rϕ̃
)

+ r(n − 1)∂rϕ̃,

et on obtient directement que δg+ Tϕ̃ = O(r) par rapport à la métrique g. Pour sim-
plifier les notations, on pose ϕ(k) comme étant égale à la valeur au bord de la k-ième
dérivée de ϕ̃ par rapport à r, c’est-à-dire

ϕ(k) := [(∇h
∂rϕ̃)k−1∂rϕ̃]r=0.

On a facilement les équivalences suivantes

δg+ Tϕ̃ = O(r2) ⇐⇒ [∇h
∂rϕ̃δ

g+ Tϕ̃]r=0 = 0 ⇐⇒ ϕ(1)
= 0.

Comme la dérivation ∇h
∂rϕ̃

sur ϕ̃∗TN restreinte au bord ne dépend que de la métri-

que h, de l’application ϕ et de ϕ(1) qui est nul, on peut déterminer ϕ(k) en fonction
des conditions initiales, c’est-à-dire notre application ϕ et des termes de courbures
de (M, g) et de (N, h). On procède par récurrence sur k tant que k est strictement
plus petit que n. Supposons que ϕ(k−1) soit déterminé par les conditions initiales,
on détermine ϕ(k) en résolvant l’équation δg+ Tϕ̃ = O(rk+1) qui est équivalente à
[(∇h

∂rϕ̃
)kδg+ Tϕ̃]r=0 = 0, c’est-à-dire :

(3.2) (k − n)ϕ(k)
= (k − 1)

[

(∇h
∂rϕ̃)k−2(δgr Tϕ̃−

trgr g ′
r

2
∂rϕ̃)

]

r=0
.

Comme on connaı̂t les dérivées d’ordre inférieur de ϕ̃ par hypothèse de récurrence
et le développement asymptotique de gr pour r = 0 jusqu’au terme en rn log r, alors
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le terme de droite de (3.2) est entièrement explicité par les conditions initiales, tant
que k est strictement inférieur à n.

Par exemple, si k = 2 et n 6= 2, on obtient :

(3.3) ϕ(2)
=

1

2 − n
δgTϕ,

car la dérivée de gr par rapport à r s’annule pour r = 0 (voir théorème 2.1). Si k

est impair, on montre facilement par récurrence, en utilisant le fait que gr admet un
développement asymptotique pair en r = 0 jusqu’au terme n − 1, que le terme de
droite de (3.2) est nul, ainsi pour tout entier impair s compris entre 1 et n − 1, on a :

(3.4) ϕ(s)
= 0.

On verra que pour n strictement plus grand que 2, il apparaı̂t des termes de courbures
de (M, g) et de (N, h) dès le terme ϕ(4) (on pourra consulter les exemples explicites
de la cinquième partie).

Nous allons faire maintenant notre identification entre notre section U et notre
application ϕ̃. Pour cela, on prend p un point de M, l’application exponentielle en
ϕ(p) détermine un isomorphisme entre une petite boule Bϕ(p) de N centrée en ϕ(p)
et un ouvert de Tϕ(p)N. On pose εp := sup{α | ∀β < α, ϕ̃(p, β) ∈ Bϕ(p)} et

U (p, r) := (expϕ(p))
−1

(

ϕ̃(p, r)
)

, pour r < εp. On a facilement que U (p, 0) =

(expϕ(p))
−1

(

ϕ(p)
)

= 0. Comme la dérivée de ϕ̃ par rapport à r est nulle sur le
bord, il en est de même pour la dérivée de U par rapport à r. On montre ainsi par
récurrence, que les dérivées impaires d’ordre inférieur à n de U s’annulent sur le bord.
Ainsi les termes impairs du développement asymptotique de U sont nuls jusqu’à l’or-
dre n et les termes pairs sont donnés jusqu’à l’ordre n − 2 par les dérivées de ϕ̃ par
rapport à r en r = 0, qui sont eux-mêmes entièrement déterminés par les conditions
initiales et des dérivés de (expϕ(p))

−1 en 0 qui sont elles-mêmes des expressions uni-

verselles de Rh et de ses dérivées. En résumé, le développement asymptotique de U

en r = 0 est déjà de la forme suivante :

U = U2r2 + · · · + Un−2rn−2 + · · · .

Supposons que le terme suivant du développement asymptotique soit le terme Unrn,
alors ϕ(n) existe et (3.2) implique que

[

(∇h
∂rϕ̃)n−2

(

δgr Tϕ̃−
trgr g ′

r

2
∂rϕ̃

)]

r=0
= 0.

Cette équation n’a aucune chance d’être vraie en général, c’est pourquoi on introduit
notre terme en rn log r. Le développement asymptotique en r = 0 de la dérivée de ϕ̃
est ainsi la forme :

∂rϕ̃ = ϕ̃(2)r +
1

3!
ϕ̃(4)r3 + · · · + nH̃g(ϕ)rn−1 log r + Q̃rn−1 + · · · ,
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où ϕ̃(2), ϕ̃(4), . . . , H̃g(ϕ) et Q̃ désignent le transport parallèle le long de r → ϕ̃(r, ·)
de ϕ(2), ϕ(4), . . . ,Hg(ϕ) et Q. On obtient dans ce cas là

r2(∇h
∂rϕ̃∂rϕ̃) − r(n − 1)∂rϕ̃ = nHg(ϕ)rn + O(rn+1 log r),

ce qui montre qu’avec (3.1), l’équation δg+ Tϕ̃ = O(rn+1 log r) est équivalente à l’éga-
lité suivante :

(3.5) Hg(ϕ) =
n − 1

n!

[

(∇h
∂rϕ̃)n−2

(

δgr Tϕ̃−
trgr g ′

r

2
∂rϕ̃

)]

r=0
,

ce qui détermine Hg(ϕ) par les conditions initiales. Notre équation de récurrence ne
nous permet pas d’expliciter le terme Un : il est formellement indéterminé et l’unicité
de notre solution est donc bien vérifiée modulo O(rn). L’existence se montre en re-
marquant que l’application (p, r) → expϕ(p)(U2r2 + · · ·+Un−2rn + Hgrn log r) vérifie
par construction le système du théorème 3.1.

Par un raisonnement classique sur les développements asymptotiques de ce type,
on montre que Hg est un terme covariant conforme (voir [13]). Pour le calcul de la
partie principale de Hg , voir la preuve de théorème 4.1.

3.1.2 Quand M est de dimension impaire

Supposons maintenant que n est impair, on a encore :

δg+ Tϕ̃ = r2
(

δgr Tϕ̃−
trgr g ′

r

2
∂rϕ̃−∇h

∂rϕ̃∂rϕ̃
)

+ r(n − 1)∂rϕ̃.

Comme avant, on montre que les dérivées impaires de ϕ̃ par rapport à r d’ordre
inférieur à n − 1 s’annulent sur le bord. Par contre, pour des raisons de parité, le
terme de droite de l’égalité ci-dessus ne contient pas de terme en rn et il n’y a donc
pas de terme en rn log r dans le développement asymptotique de U contrairement au
cas précédent. Le terme en rn est indéterminé comme précédemment.

On vient de montrer que si ϕ̃ est une application Cn−1 de X dans N et qui est
asymptotiquement harmonique de (X, g+) dans (N, h), alors ce qu’on pourrait ap-
peler son développement asymptotique (en fait celui de U ) est déterminé jusqu’au
terme rn−1 par les métriques g et h, et la valeur de ϕ̃ sur le bord.

3.2 Exemples

Proposition 3.7 Soient (Mn, g) une variété d’Einstein de dimension paire et (N, h)
une variété riemannienne, alors les applications harmoniques de (M, g) dans (N, h) sont

C-harmoniques.

Démonstration Supposons que g vérifie Ric = 4λ(n − 1)g, alors d’après la for-
mule (2.2), la métrique de Poincaré de g s’écrit g+ = r−2

(

dr2 + (1 − λr2)2g
)

.
Soit ϕ une application harmonique de (M, g) dans (N, h), on obtient alors avec
l’égalité (3.2) pour k = 1 :

ϕ(2)
=

−1

n − 2

[ δTϕ̃

(1 − λr2)2
+

2λnr

1 − λr2

]

r=0
= 0.
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Par récurrence, on montre ainsi que les dérivées paires de ϕ̃ sont nulles en r = 0 et
donc que Hg(ϕ) = 0.

Remarque 3.8 Comme l’identité d’une variété riemannienne est harmonique, on
vient donc de montrer que si la variété est Einstein, alors elle est C-harmonique. On
montrera qu’il existe des hypothèses plus faibles qu’être Einstein pour que l’identité
soit harmonique (voir le corollaire 5.4 pour la dimension 4 et le théorème 5.6 pour
la dimension 6).

3.3 Obstruction au remplissage harmonique

Pour les variétés AH, on obtient le suivant comme corollaire du théorème 3.1.

Corollaire 3.9 Soient (Xn+1, g+) une variété AH de dimension impaire, d’infini con-

forme (M, [g]) et (N, h) une variété riemannienne, alors les applications qui sont de

classe Cn de X dans N et harmonique de (X, g+) dans (N, h), vérifient le fait que leurs

restrictions à M est C-harmonique de (M, [g]) dans (N, h).

Démonstration Soit ϕ̃ une application Cn de X dans N et harmonique de (X, g+)
dans (N, h), alors l’application U := (expϕ̃◦pM

)−1 ◦ ϕ̃ admet, d’après le théorème 3.1,
le développement asymptotique en r = 0 suivant :

U = U2r2 + · · · + Un−2rn−2 + Hgrn log r + O(rn),

or ϕ̃ est Cn sur X, donc Hg
= 0 et ϕ̃|M est bien C-harmonique.

4 L’énergie renormalisée

4.1 Quand M est de dimension paire

Soient ϕ une application de (M, g) dans (N, h) et ϕ̃ la solution donnée par le
théorème 3.1 (les termes indéterminés de ϕ̃ n’auront aucune incidence dans la suite),
on note

Eg+
(ϕ̃, ρ) :=

1

2

∫

M×[ρ;ε]

|Tϕ̃|2g+,h dvolg+

l’énergie de ϕ̃ dans le ruban M × [ρ; ε] par rapport à g+ et h, qui dépend donc de
l’identification au bord via la métrique g. En renormalisant cette énergie, on obtient
le théorème suivant.

Théorème 4.1 Le développement asymptotique de E(ϕ̃, ρ) en ρ = 0 est de la forme

suivante :

Eg+
(ϕ̃, ρ) = E2−nρ

2−n + · · · + E−2ρ
−2 + F log

1

ρ
+ O(1),

où les points désignent des termes en puissances paires de ρ de 2 − n à −2 qui sont

entièrement déterminés par ϕ et des termes de courbures de g et de h.
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Le terme F ne dépend que deϕ et de [g] et de h, on peut ainsi définir une fonctionnelle

invariante conforme Eg(ϕ) := (nan)−1F(ϕ, g). Plus précisément, elle vérifie Eg(ϕ) =

Eg(ϕ) pour tout g dans [g] et elle s’écrit

Eg(ϕ) =
1

2

∫

M

〈(δgd)n/2−2δgTϕ, δgTϕ〉g dvolg + · · · ,

où les points de suspension désignent des intégrales sur M de termes en dérivées de ϕ
d’ordre inférieur.

De plus, le gradient de notre fonctionnelle Eg associé à g est égale à 1
an

Hg , c’est-à-dire

que quelque soit ϕ̇ ∈ Γ(ϕ∗TN), on a

dϕEg(ϕ̇) = −
1

an

∫

M

〈ϕ̇,Hg〉h dvolg .

Le développement asymptotique de l’énergie possède la même structure que celui
du volume d’une variété AH calculé par Graham dans [13], ce qui donne ainsi des
résultats de même nature. Notre terme logarithmique F (qui est notre fonction-
nelle E) et le terme logarithmique L dans l’étude du volume sont ainsi des invari-
ants conformes. De plus, Graham et Hirachi montrent dans [16], que la variation
infinitésimale de L ne dépend que du terme logarithmique h du développement de la
métrique gr, jouant ainsi le même rôle que H par rapport à notre fonctionnelle.

Remarque 4.2 Graham et Hirachi ont énoncé ce théorème en terme de Q-courbure
et de tenseur d’obstruction. En effet, à un facteur multiplicatif, l’intégrale de la Q-
courbure est égale à L (voir Graham et Zworski dans [18]) et le tenseur d’obstruction
est égale à h. On pourra également consulter les travaux de Pierre Albin [1] sur le
sujet.

Démonstration On commence par montrer que l’énergie admet un développement
asymptotique de ce type, remarquons déjà que :

Eg+
(ϕ̃, ρ) =

1

2

∫

M×[ρ;ε]

|Tϕ̃|2dr2+gr

rn−1
dr dvolgr

.

D’après les théorèmes 2.1 et 3.1, les dérivées impaires d’ordre inférieur à n de gr et
de ϕ̃ s’annule pour r = 0, ainsi on a le développement asymptotique suivant :

|Tϕ̃|2dr2+gr
dvolgr

=
(

e0 + e2r2 + · · · + en−2rn−2 + O(rn log r)
)

dvolg ,

ce qui donne le résultat annoncé et la formule suivante :

(4.1) Eg(ϕ) =
n − 1

2n! an

∫

M

∂n−2
r [|Tϕ̃|2dr2+gr

dvolgr
]r=0.

En effet, on a pour le terme de gauche :

Eg(ϕ) =
1

nan

F =
1

2nan

∫

M

en−2 dvolg ,
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et pour le terme sous l’intégrale à droite :

∂n−2
r [|Tϕ̃|2dr2+gr

dvolgr
]r=0 = (n − 2)! en−2 dvolg .

La fonctionnelle Eg : ϕ→ F est bien définie, car F dépend seulement des (n−2) pre-
miers termes des développements asymptotiques de gr et de ϕ̃, qui sont déterminés
par les conditions initiales. L’invariance conforme de notre fonctionnelle est un résul-
tat classique de l’étude de ce type de développement asymptotiques (voir [13]) et
d’après la formule (3.2) on a ϕ(k)

= − k−1
n−k

δgdϕ(k−2) + · · · , où les · · · représentent
des termes en dérivées de ϕ d’ordre inférieurs. D’après la formule (4.1), on a facile-
ment par récurrence :

Eg(ϕ) =
n − 1

n! an

∫

M

〈dϕ(n−2),Tϕ〉g dvolg + · · ·

= −
(n − 1)(n − 3)

2n! an

∫

M

〈dδgdϕ(n−4),Tϕ〉g dvolg + · · ·

=
1

2

∫

M

〈(δgd)n/2−2δgTϕ, δgTϕ〉g dvolg + · · · .

On va montrer que le gradient de notre fonctionnelle Eg est un terme de bord
dans une intégration par parties. Soit (ϕt )t∈[0,1] une famille à 1-paramètre d’applica-
tions C∞ de M dans N vérifiant le système suivant :

{

ϕ0 = ϕ,

[∂tϕt ]t=0 = ϕ̇,

alors d’après le théorème 3.1, pour tout t dans [0, 1], il existe une application ϕ̃t de
M × [0, ε] dans N qui vérifie :

{

ϕ̃t|r=0 = ϕt ,

δg+ Tϕ̃t = O(rn+1 log r).

On munit M × [0, ε] × [0, 1] de la métrique γ = g+ + dt2 et on pose Φ(p, r, t) :=
ϕ̃t (p, r) qui est une application de M × [0, ε] × [0, 1] dans N. Son application tan-
gente TΦ est donc une section du fibré Ω(M × [0, ε]) ⊗ Φ∗TN, sur lequel on définit
la connexion ∇γ,h. Comme |Tϕ̃t |

2
g+,h

= |TΦ|2γ,h − |∂tΦ|
2
h et ∇γ,hTΦ est symétrique,

on obtient

∂t Eg+
(ϕ̃t , ρ) =

1

2
∂t

(
∫

M×[ρ,ε]

|Tϕ̃t |
2
g+,h dvolg+

)

=

∫

M×[ρ,ε]

(

〈∇γ,h
∂t

TΦ,TΦ〉γ,h − 〈∇h
∂tΦ(∂tΦ), ∂tΦ〉h

)

dvolg+

=

∫

M×[ρ,ε]

(

〈∇h
TΦ(∂tΦ),TΦ〉γ,h − 〈∇h

TΦ(∂tΦ),TΦ〉dt2,h

)

dvolg+

=

∫

M×[ρ,ε]

〈∇h
TΦ(∂tΦ),TΦ〉g+,h dvolg+

,
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ce qui donne pour t = 0 :

[∂t Eg+
(ϕ̃t , ρ)]t=0 =

∫

M×[ρ,ε]

〈∇h
Tϕ̃[∂t ϕ̃t ]t=0,Tϕ̃〉g+,h dvolg+

.

Après une intégration par parties, on obtient que la différentielle de E est égale au
terme en log ρ de l’expression suivante multiplié par (nan)−1 :

∫

M×[ρ,ε]

〈[∂t ϕ̃t ]t=0, δ
g+ Tϕ̃〉h dvolg+

−

∫

M

ρ−n+1〈[∂t ϕ̃t ]t=0, ∂ρϕ̃〉h dvolgρ .

Comme δg+ Tϕ̃ = O(rn+1 log r), [∂t ϕ̃t ]t=0 = O(1) et dvolg+
= O(r−n−1), il n’y a pas

de log ρ dans la première intégrale, le terme recherché est donc celui en ρn−1 log ρ de
∂ρϕ̃, qui est exactement nHg . Ainsi, on a bien

dϕEg(ϕ̇) = −
1

an

∫

M

〈ϕ̇,Hg〉h dvolg .

Remarque 4.3 On peut trouver dans la littérature (voir [7], [20], et les références
citées) une autre généralisation des applications harmoniques qui est non-conforme.
Ce sont les applications biharmoniques, qui sont définies comme étant les points
critiques de la biénergie :

E2
g (ϕ) :=

1

2

∫

M

|δgTϕ|2h dvolg .

Quand (M, g) est conformément plate, les applications C-harmoniques sont bihar-
moniques pour le bon changement conforme de métrique.

4.2 Quand M est de dimension impaire

Soit (Xn+1, g+) une variété AHE, on reprend les notations du théorème 2.1. No-
tons H̃ l’espace des applications C∞ de X dans N qui vérifient la condition d’har-
monicité asymptotique du théorème 3.2, on va renormaliser l’énergie par rapport à
g+ et h, de ces applications sur la variété compacte à bord Xρ := {r ≥ ρ}, quand ρ est
un réel dans ]0, ε[ qui tend vers 0. On obtient alors le théorème suivant.

Théorème 4.4 Soit ϕ̃ ∈ H̃, alors le développement asymptotique de E(ϕ̃, ρ) en ρ = 0
est de la forme suivante :

Eg+
(ϕ̃, ρ) = E2−nρ

2−n + · · · + E−1ρ
−1 + C + o(1),

où les points désignent des termes en puissances impaires de ρ de 2 − n à −1 qui sont

entièrement déterminés par ϕ̃ et des termes de courbures de g et de h.

Le terme constant C est un invariant conforme, c’est-à-dire que C(g, ϕ̃) = C(g, ϕ̃)
pour tout g dans [g]. De plus, sa variation infinitésimale dans H̃ ne dépend que du terme
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indéterminé Un du développement asymptotique de U dans le théorème 3.2, et elle est

donnée par la formule suivante :

dϕ̃C(Z) = −n

∫

M

〈Z0,Un〉h dvolg ,

où Z ∈ Γ(ϕ̃∗TN) est une déformation infinitésimale de ϕ̃ dans H̃ et Z0 est la restriction

de Z au bord.

Remarque 4.5 Pour définir notre invariant conforme quand n était pair, on avait
seulement besoin d’une partie du développement limité de gr et de ϕ̃, qui dépen-
daient exclusivement de termes de courbure de g et de la valeur de ϕ̃ sur M, ainsi
on avait une fonctionnelle parfaitement définie sur les applications de M dans N.
Maintenant si n est impair, on a besoin de toute la métrique gr et de toute l’appli-
cation ϕ̃ pour avoir notre invariant conforme, ce qui fait apparaı̂tre des termes qui
sont indépendants du bord rendant impossible la construction d’une fonctionnelle
analogue à celle du théorème 4.1.

L’analogie entre l’étude du développement asymptotique de l’énergie et celui du
volume, décrite dans le paragraphe précédent se poursuit dans le cas impair. Notre
terme C joue maintenant le rôle du volume renormalisé V (le terme constant dans le
développement asymptotique du volume), ces termes sont indépendants du choix du
représentant dans l’infini conforme de g+. De plus, Anderson, pour n = 3 (voir [2])
et Albin dans le cas général (voir [1]), ont montré que la variation infinitésimale de V

ne dépend que du terme indéterminé g(n) du développement de la métrique gr, jouant
ainsi le même rôle que Un par rapport à C , complétant notre parallèle.

Démonstration Remarquons déjà que :

Eg+
(ϕ̃, ρ) = Eg+

(ϕ̃, ǫ) +
1

2

∫

M×[ρ;ε]

|Tϕ̃|2g+,h dvolg+

et qu’avec les théorèmes 2.1 et 3.2, on obtient :

|Tϕ̃|2g+,h dvolg+
= r1−n|Tϕ̃|2dr2+gr ,h

dvolgr
dr

= (e(0)r
1−n + e(2)r

3−n + · · · + e(n−1) + e(n)r + · · · ) dvolg dr,

ainsi Eg+
admet bien le développement asymptotique annoncé. La preuve de l’invari-

ance conforme du terme constant est un résultat classique (voir [13]).
Soient (ϕ̃t )t∈[0,1] une famille à 1-paramètre de H̃ et Z := [∂t ϕ̃t ]t=0, on obtient, en

procédant comme avant, que la différentielle de F en ϕ̃ dans la direction Z est égale
au terme constant de l’expression suivante :

∫

Xρ

〈Z, δg+ Tϕ̃〉h dvolg+
−

∫

M

ρ−n+1〈Z, ∂ρϕ̃〉h dvolgρ .

Comme Z = O(1), δg+ Tϕ̃ = O(rn+1) et dvolg+
= O(r−n−1), il n’y a pas de terme

constant dans la première intégrale. D’après les théorèmes 3.2 et 2.1, la déformation Z
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admet un développement pair jusqu’au rang n, le terme ∂ρϕ̃ admet un développe-
ment impair jusqu’au rang n − 2 et dvolgρ admet un développement pair jusqu’au
rang n. Ainsi le terme recherché provient donc du terme en ρn−1 de ∂ρϕ̃, qui est
exactement nUn ce qui donne bien :

dϕ̃C(Z) = −n

∫

M

〈Z0,Un〉h dvolg ,

4.3 Exemple

La proposition suivante nous donne la valeur de notre fonctionnelle E pour des
applications harmoniques d’une variété (M, g) d’Einstein de dimension paire dans
une variété riemannienne (N, h) quelconque.

Proposition 4.6 Soient (Mn, g) une variété d’Einstein de dimension paire avec Ricg
=

4λ(n−1)g, (N, h) une variété riemannienne etϕ une application harmonique de (M, g)
dans (N, h), alors notre fonctionnelle en ϕ est égale à :

Eg(ϕ) = 2n−3λn/2−1(n − 2)!

∫

M

|Tϕ|2g,h dvolg .

Dans le cas particulier de l’identité de (M, g), on obtient ainsi :

Eg(idM) = 2n−3λn/2−1(n − 2)! n volg(M),

où volg(M) désigne le volume de M par rapport à g.

Démonstration D’après les égalités (4.1) et (2.2), on a

Eg(ϕ) =
n − 1

2n! an

∫

M

[∂n−2
r (|Tϕ̃|2dr2+gr

dvolgr
)]r=0

=
n − 1

2n! an

∫

M

[

∂n−2
r

(

(1 − λr2)n|Tϕ̃|2dr2+gr

)]

r=0
dvolg ,

comme ϕ est harmonique, on sait avec (3.7), que les dérivées de ϕ̃ par rapport à r

s’annulent quand r = 0, ainsi

[

∂n−2
r

(

(1 − λr2)n|Tϕ̃|2dr2+gr

)]

r=0
= (−λ)n/2−1

(

(n − 2)!
) 2

(

(n/2 − 1)!
) 2

|Tϕ|2g,h,

ce qui donne bien pour la fonctionnelle en ϕ :

Eg(ϕ) = 2n−3λn/2−1(n − 2)!

∫

M

|Tϕ|2g,h dvolg .
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5 Etude en basses dimensions

5.1 La dimension 4

5.1.1 Ecriture explicite

En dimension 4, on peut expliciter facilement la fonctionnelle du théorème 4.1 et
l’équation de ses points critiques, c’est l’objet du théorème suivant.

Théorème 5.1 Soient (M4, g) et (N, h) deux variétés riemanniennes, la fonctionnelle

invariante conforme du théorème 4.1 s’écrit alors :

E
4
g(ϕ) =

1

2

∫

M

(

|δTϕ|2h +
2

3
Scal |Tϕ|2g,h − 2(Ric⊗h)(Tϕ,Tϕ)

)

dvol,

où δ désigne la divergence sur le fibré Ω(M) × ϕ∗TN. L’équation de ses points critiques

est :

δdδTϕ + δ
( 2

3
Scal−2 Ric

)

Tϕ− S(δTϕ) = 0,

où Ric, Scal et dvol se rapportent à g et S est l’endomorphisme de ϕ∗TN défini de la

manière suivante :

S(X) =

4
∑

i=1

Rh
X,Tϕ(ei )

Tϕ(ei),

où (e1, . . . , e4) est une base orthonormée de TM par rapport à g et Rh est le tenseur de

courbure de (N, h).

Remarque 5.2 Quand on travaille avec des fonctions, l’équation des points cri-
tiques de E4

g est tout simplement l’équation du noyau de l’opérateur de Paneitz P4 :

P4 = ∆
2 + δ

( 2

3
Scal−2 Ric

)

d,

où ∆ désigne le laplacien de g.

5.1.2 Rigidité

Proposition 5.3 Soient (M4, g) une variété d’Einstein de courbure scalaire positive ou

nulle et (N, h) une variété riemannienne de courbure sectionnelle négative ou nulle, on

se donne une application ϕ qui est C-harmonique de (M, [g]) dans (N, h), alors

(i) l’application ϕ est totalement géodésique,

(ii) si la courbure scalaire de (M, g) est strictement positive, alors l’application ϕ est

constante,

(iii) si la courbure sectionnelle de (N, h) est strictement négative, alors l’application ϕ
est constante ou a une géodésique comme image.

Démonstration On va d’abord montrer que sous les hypothèses de la proposition,
la notion de C-harmonicité se confond avec celle d’harmonicité. On sait déjà que
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l’harmonicité implique la C-harmonicité d’après le corollaire 3.7. Soit ϕ une appli-
cation C-harmonique de (M, [g]) dans (N, h), la métrique g étant d’Einstein, on a :

δdδTϕ +
1

6
Scal δTϕ− S(δTϕ) = 0.

En prenant le produit scalaire de l’égalité précédente contre δTϕ par rapport
à g et h, on obtient avec une intégration par parties et en se souvenant que
〈S(δTϕ), δTϕ〉h ≤ 0 :

∫

M

(

|dδTϕ|2g,h +
1

6
Scal |δTϕ|2h

)

dvol ≤ 0.

Si la courbure scalaire de g est strictement positive, alors ϕ est harmonique de (M, g)
dans (N, h). Maintenant si la courbure scalaire de g est nulle, alors dδTϕ = 0 et dans
ces conditions, le produit scalaire de dδTϕ contre Tϕ par rapport à (g, h) donne avec
une intégration par parties :

0 =

∫

M

〈dδTϕ,Tϕ〉g,h dvol =

∫

M

|δTϕ|2h dvol .

Ainsi ϕ est encore harmonique de (M, g) dans (N, h). Il suffit alors d’appliquer un
résultat de rigidité sur les applications harmoniques due à Eells et Sampson dans [9]
pour conclure.

D’après le théorème 3.7, on sait que l’identité sur une variété d’Einstein de di-
mension paire est C-harmonique, l’objet du corollaire ci-dessous est de donner une
condition plus faible sur les variétés de dimension 4 pour que l’identité reste C-har-
monique.

Corollaire 5.4 Soit (M4, g) une variété riemannienne, l’application identité de M est

C-harmonique de (M, [g]) dans (M, g) si et seulement si la courbure scalaire de g est

constante.

Démonstration D’après le théorème 5.1, l’identité est C-harmonique si et seule-
ment si 2

3
δ Scal−2δ Ric = 0, ce qui est équivalent à ce que la courbure scalaire soit

constante.

5.1.3 Démonstration du théorème 5.1

Soient (M4, g) une variété conforme et g+ = r−2(dr2 +gr) sa métrique de Poincaré,
d’après (2.3), gr s’écrit dans un voisinage du bord :

(5.1) gr = g +
( 1

12
Scal g −

1

2
Ric

)

r2 + O(r4 log r).

On se donne ϕ une application C∞ de M dans N et ϕ̃ l’application du théorème 3.1,
d’après (3.2), (3.4) et (3.5), on a ϕ(1)

= 0, ϕ(2)
= − 1

2
δTϕ, ϕ(3)

= 0 et en notant
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g ′ ′
= [∂2

r gr]r=0, on obtient pour le terme Hg(ϕ) :

Hg(ϕ) =
1

8

[

(∇h
∂rϕ̃)2

(

δgr Tϕ̃−
trgr g ′

r

2
∂rϕ̃

)]

r=0

=
1

8

(

[(∇h
∂rϕ̃)2(δTϕ̃)]r=0 + [(∇∂rϕ̃)2(δgr Tϕ)]r=0 − (tr g ′ ′)ϕ(2)

)

.

Le premier terme se calcule avec (7.2),

[(∇h
∂rϕ̃)2(δTϕ̃)]r=0 = (δd − S)ϕ(2)

= −
1

2
δdδTϕ +

1

2
S(δTϕ),

et les deuxième et troisième termes s’obtiennent avec (7.4) et (5.1) :

[(∇h
∂rϕ̃)2(δgr Tϕ)]r=0 − (tr g ′ ′)ϕ(2)

= −
1

3
δ(Scal Tϕ) + δ(Ric Tϕ)

où δ et la trace sont pris par rapport à g. On obtient ainsi :

Hg(ϕ) = −
1

16

(

δdδTϕ− S(δTϕ) + δ
( 2

3
Scal−2 Ric

)

Tϕ

)

.

D’après (4.1), notre fonctionnelle E4
g est égale à :

E
4
g(ϕ) =

1

16a4

∫

M

∂2
r [|Tϕ̃|2dr2+gr ,h

dvolgr
]r=0

= −

∫

M

(

∂2
r [|Tϕ̃|2dr2+gr ,h

]r=0 −
Scal

6
|Tϕ|2g,h

)

dvol,

et on conclut en regardant le premier terme sous l’intégrale avec (5.1) :

∂2
r [|Tϕ̃|2dr2+gr ,h

]r=0 = 2〈[(∇h
∂rϕ̃)2Tϕ̃]r=0,Tϕ〉g,h − |Tϕ|2g ′ ′,h + 2|ϕ(2)|2h

= −〈dδTϕ,Tϕ〉g,h +
1

2
|δTϕ|2h −

1

6
Scal |Tϕ|2g,h + Ric(Tϕ,Tϕ).

5.2 La dimension 6

5.2.1 Écriture explicite

Obtenir des écritures explicites de la condition de C-harmonicité devient rapi-
dement très compliqué quand la dimension de M augmente, mis à part le cas des
fonctions d’une variété d’Einstein traité dans le corollaire 3.6, les calculs deviennent
rapidement pharaoniques. Toutefois en supposant que la variété de départ M soit de
dimension 6 et que la variété d’arrivée N soit symétrique, on a le résultat suivant.
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Théorème 5.5 Soient (M, g) une variété d’Einstein de dimension 6 avec Ricg
= 20λg

et (N, h) une variété riemannienne symétrique, on se donne une application ϕ qui

est C∞ de M dans N. Alors ϕ est C-harmonique de (M, [g]) dans (N, h) si et seule-

ment si

(δd − S +16λ)(δd − S +24λ)δTϕ− 2

6
∑

i=1

Rh
δTϕ,Tϕ(ei )

(∇h
Tϕ(ei )

δTϕ) = 0,

où ∇h est la connexion de h sur ϕ∗TN, δ et d se rapportent à g, et S est défini de manière

analogue à la dimension 4 :

S(X) =

6
∑

i=1

Rh
X,Tϕ(ei )

Tϕ(ei),

où (e1, . . . , e6) est une base orthonormée de (M, g) et Rh est le tenseur de courbure de

(N, h).

De plus, notre fonctionnelle invariante conforme s’écrit :

E
6
g(ϕ) =

1

2

∫

M

(

|dδTϕ|2g,h − 〈S(δTϕ), δTϕ〉h + 40λ|δTϕ|2h + 384λ2|Tϕ|2g,h
)

dvol .

Toutefois, quand la variété (M, g) est seulement riemannienne, on peut encore cal-
culer la condition de C-harmonicité et la valeur de notre fonctionnelle pour l’identité
de (M, [g]) dans (M, g), c’est l’objet du théorème suivant .

Théorème 5.6 Soit (M, g) une variété de dimension 6, alors l’identité est une appli-

cation C-harmonique de (M, [g]) dans (M, g) si et seulement si :

(

∆ +
5

20
Scal g −

7

4
Ric

)

d Scal−
5

2
tr(∇Ric Ric) + 20δB +

5

4
d(|Ric |2) = 0,

où Scal, Ric et B désignent respectivement la courbure scalaire, le tenseur de Ricci, et le

tenseur de Bach de g.

De plus, notre fonctionnelle en l’identité est égale à :

E
6
g(id) =

2

25

∫

M

Scal2 dvolg .

5.2.2 Démonstration du théorème 5.5

Avec les égalités (3.3), (3.2) et (7.2), on obtient

ϕ(2)
= −

1

4
δTϕ et ϕ(4)

=
3

8
(δd − S +8λ)δTϕ,

ce qui donne avec (3.5) :

(5.2) 144Hg(ϕ) = [(∇h
∂rϕ̃)4δTϕ̃]r=0 + 12λ(δd − S +12λ)δTϕ.
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Soit (e1, . . . , e6) une base orthonormée de (M, g), on obtient les deux égalités suiv-
antes en intervertissant les dérivées par rapport à i et r :

[(∇h
∂rϕ̃)2Tϕ(ei)]r=0 = ∇h

Tϕ(ei )
ϕ(2)

[

(∇h
∂rϕ̃)4

(

Tϕ̃(ei)
)]

r=0
= ∇h

Tϕ(ei )
ϕ(4) + 3 Rh

ϕ(2),Tϕ̃(ei )
ϕ(2).

Intéressons-nous au premier terme de (5.2) :

(∇h
∂rϕ̃)4δTϕ̃ = −∇h

Tϕ̃(ei )
(∇h

∂rϕ̃)4
(

Tϕ̃(ei)
)

− (∇h
∂rϕ̃)3

(

Rh
∂rϕ̃,Tϕ̃(ei )

Tϕ̃(ei)
)

− (∇h
∂rϕ̃)2

(

Rh
∂rϕ̃,Tϕ̃(ei )

(

∇h
∂rϕ̃Tϕ̃(ei)

)

)

−∇h
∂rϕ̃

(

Rh
∂rϕ̃,Tϕ̃(ei )

(

(∇h
∂rϕ̃)2Tϕ̃(ei)

)

)

− Rh
∂rϕ̃,Tϕ̃(ei )

(

(∇h
∂rϕ̃)3Tϕ̃(ei)

)

,

comme (N, h) est symétrique et que les dérivées première et troisième de ϕ̃ par rap-
port à r s’annulent sur le bord, on a avec l’identité de Bianchi :

[(∇h
∂rϕ̃)4δTϕ̃]r=0 = (δd − S)ϕ(4) − 12 Rh

ϕ(2),Tϕ(ei )
(∇h

Tϕ(ei )
ϕ(2)).

D’après l’expression de ϕ(2) et ϕ(4), on obtient bien :

384Hg(ϕ) = (δd − S +16λ)(δd − S +24λ)δTϕ− 2 Rh
δTϕ,Tϕ(ei )

(∇h
Tϕ(ei )

δTϕ),

qui est la condition de C-harmonicité énoncée.
Nous allons calculer maintenant la fonctionnelle invariante conforme. La variété

(M, g) satisfait la condition d’Einstein, alors on a gr = (1 − λr2)2g et avec la for-
mule (4.1) et les notations du théorème 3.1, on obtient

E
6
g(ϕ) =

4

3

∫

M

[

∂4
r

(

(1 − λr2)6|Tϕ̃|2dr2+gr ,h

)]

r=0
dvolg .

D’après les expressions de ϕ(2) et ϕ(4), on a :

[∂2
r (|Tϕ̃|2g,h)]r=0 = −

1

2
〈dδTϕ,Tϕ〉g,h,

[∂4
r (|Tϕ̃|2g,h)]r=0 =

3

4
〈d(δd − S +8λ)δTϕ,Tϕ〉g,h

−
3

8
〈S(δTϕ), δTϕ〉h +

3

8
|dδTϕ|2g,h,

ce qui donne pour le terme sous l’intégrale :

∂4
r [(1 − λr2)6|Tϕ̃|2dr2+gr ,h

]r=0 =
3

4
〈d(δd − S +8λ)δTϕ,Tϕ〉g,h −

3

8
〈S(δTϕ), δTϕ〉h

+
3

8
|dδTϕ|2g,h + 24λ〈dδTϕ,Tϕ〉g,h + 144λ2|Tϕ|2g,h

−
3

4
〈(δd − S +8λ)δTϕ, δTϕ〉h − 9λ|δTϕ|2h.

On conclut en intégrant par partie.
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5.2.3 Démonstration du théorème 5.6

Posons ϕ := IdM , alors ϕ(2)
= 0 d’après (3.3), ϕ(4)

=
3

20
d Scal d’après (3.2) et

(7.4), et avec (3.5), on obtient :

144H = [(∇∂rϕ̃)4δTϕ̃]r=0 + [(∇∂rϕ̃)4δgr Tϕ]r=0 − 2(tr g ′ ′)ϕ(4).

Le premier terme s’exprime facilement en termes de courbures de (M, g) :

(5.3) [(∇∂rϕ̃)4δgTϕ̃]r=0 =
3

20
(∆− Ric)d Scal .

Comme g ′ ′ ′ ′
=

3
2
g ′ ′ ◦ g ′ ′ − 3B , le deuxième terme s’écrit avec (7.4) :

[(∇∂rϕ̃)4δgr Tϕ]r=0 =
3

2
δ(g ′ ′ ◦ g ′ ′) + 3δB +

3

4
d(tr g ′ ′ ◦ g ′ ′),

or g ′ ′
= − 1

2
Ric + 1

20
Scal g et δ(Ric ◦Ric) = − 1

2
d Scal ◦Ric− tr(∇Ric Ric), ainsi

[(∇∂rϕ̃)4δgr Tϕ]r=0 = −
( 9

400
Scal g +

9

80
Ric

)

(d Scal) −
3

8
tr(∇Ric Ric)

+ 3δB +
3

16
d|Ric |2.

(5.4)

Finalement, avec (5.3) et (5.4), on obtient :

144H =
3

20

(

∆ +
5

20
Scal g −

7

4
Ric

)

d Scal−
3

8
tr(∇Ric Ric) + 3δB +

3

16
d(|Ric |2),

ce qui donne l’équation de C-harmonicité annoncée.

D’après l’égalité (4.1), on obtient en dimension 6 :

E
6
g(id) =

4

3

∫

M

[∂4
r (|Tϕ̃|2dr2+gr ,g

dvolgr
)]r=0.

Comme les dérivées premières et troisièmes de gr et ϕ̃ par rapport à r s’annulent pour
r = 0, on obtient pour le terme sous l’intégrale :

[∂4
r (|Tϕ̃|2dr2+gr ,g

)]r=0 dvolg +6[∂2
r (|Tϕ̃|2gr ,g)∂2

r (dvolgr
)]r=0 + 6[∂4

r (dvolgr
)]r=0.

Le dernier terme est égale à (3 tr g ′ ′ ′ ′ − 9 tr g ′ ′ ◦ g ′ ′ + 9
2
(tr g ′ ′)2) dvolg et comme

tr g ′ ′ ′ ′
=

3
2

tr g ′ ′ ◦ g ′ ′, on a bien E
6
g(id) = 2

25

∫

M
Scal2 dvolg .
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6 Un exemple d’application C-harmonique non-trivial

6.1 Situation

Nous avons défini une nouvelle famille d’applications entre deux variétés rieman-
niennes. La question qui se pose ici est de comparer cette nouvelle notion d’harmo-
nicité avec celle, déjà préexistante en dimension supérieure.

Nous avons déjà vu, avec la proposition 3.7, que si la variété de départ est une
variété d’Einstein de dimension paire, alors les applications harmoniques sont C-
harmoniques. D’autre part, il existe aussi des applications harmoniques qui ne sont
pas C-harmoniques, il suffit de prendre l’identité d’une variété riemannienne de di-
mension 4 munie d’une métrique à courbure scalaire non-constante (voir le corol-
laire 5.4). Comme l’harmonicité n’est pas une notion qui est covariante conforme en
dimension plus grande que 2, contrairement à la C-harmonicité, il existe beaucoup
d’applications C-harmoniques, qui ne soient pas harmoniques.

La question naturelle qui se pose, est donc l’existence d’une application C-harmo-
nique, qui ne soit pas simplement non-harmonique pour une métrique particulière,
mais qui ne soit pas harmonique pour toute la classe conforme considérée pour la
C-harmonicité.

6.2 Énoncé

Notre stratégie est de partir d’une variété (M, h) de dimension 4 à courbure sca-
laire constante strictement négative. On a vu que dans ce cas là, l’identité est une
application harmonique et C-harmonique (corollaire 5.4). On suppose que h est
proche d’une métrique d’Einstein, et on va montrer que fixer la métrique h dans la
variété d’arrivée et déformer judicieusement la métrique de la variété de départ, per-
met de construire une application proche de l’identité qui conserve la C-harmonicité,
mais qui n’est plus harmonique, pour n’importe quel changement conforme petit ou
grand de métrique, par rapport à la variété de départ.

On note Mk,α l’espace des métriques riemanniennes Ck,α de M, Ak,α l’espace des
applications Ck,α de M dans M et Γk,α l’espace des sections Ck,α de ϕ∗TM, ce sont
des espaces de Banach.

On peut maintenant énoncer notre résultat d’existence d’une application C-har-
monique non-triviale :

Théorème 6.1 Soit (M, ge) une variété d’Einstein de dimension 4 à courbure scalaire

strictement négative, alors il existe ǫ > 0 tel que, pour toute métrique lisse h vérifiant

‖h − ge‖k+4,α < ǫ, il existe ϕ une application C∞ de M dans M et g une métrique C∞,

telles que :

(i) ‖g − ge‖k+4,α < ǫ,
(ii) ϕ est C-harmonique de (M, [g]) dans (M, h),

(iii) quelque soit ω dans Ck+4,α, ϕ n’est pas harmonique de (M, e2ωg) dans (M, h).

La démonstration du théorème se fait en quatre étapes.

1. On prouve grâce au théorème des fonctions implicites, que pour n’importe quelle
métrique g suffisamment proche de h, il existe une unique application ϕ(g)

https://doi.org/10.4153/CJM-2012-034-8 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-2012-034-8


Les applications C-harmoniques 291

qui soit à la fois proche de l’identité et C-harmonique de (M, [g]) dans (M, h)
(lemme 6.2).

2. Grâce encore au théorème des fonctions implicites, on montre que pour n’importe
quelle métrique g suffisamment proche de h, il existe un unique changement con-
forme ω(g) qui soit à la fois petit et qui soit solution d’une équation plus faible
que l’harmonicité de ϕ(g) de (M, e2ωg) dans (M, h) (lemme 6.3).

3. On construit une telle métrique g de façon à ce que l’application ϕ(g) ne soit pas
harmonique de (M, e2ωg) dans (M, h), pour de petits changements conforme ω.

4. On montre finalement avec le lemme 6.4, que cette application ϕ(g) n’est pas non
plus harmonique de (M, e2ωg) dans (M, h), pour de grands changements con-
forme ω.

6.3 Démonstration du théorème 6.1

6.3.1 Déformation de l’équation de conforme-harmonicité

Nous allons montrer comment obtenir des applications C-harmoniques qui sont
proches de l’identité, quand on se place suffisamment près d’une métrique d’Einstein
à courbure scalaire négative.

Soient g et h deux métriques dans Mk+3,α et ϕ dans Ak+4,α, on note :

P4(ϕ, g, h) := δdδTϕ + δ
( 2

3
Scalg −2 Ricg

)

Tϕ− Sh(δTϕ),

ainsi P4(ϕ, g, h) = 0 est la condition de C-harmonicité de ϕ entre (M, [g]) et (M, h)
et P4 s’interprète comme une généralisation de l’opérateur de Paneitz aux applica-
tions de (M, g) dans (N, h).

On veut construire des applications C-harmoniques proches de l’identité en fai-
sant varier la métrique g. Le lemme suivant nous donne l’existence d’un opérateur
qui permet d’associer à chaque métrique g proche d’une métrique h particulière,
l’unique application qui va être à la fois proche de l’identité et C-harmonique. Pour
alléger les notations, on notera ϕ cet opérateur.

Lemme 6.2 On se donne ge une métrique d’Einstein à courbure scalaire strictement

négative, alors le problème implicite

P4
(

ϕ(g), g, h
)

= 0

admet une unique solution locale.

Il existe un voisinage Ve de ge dans Mk+3,α, un voisinage Vid de idM dans Ak+4,α, un

opérateur ϕ continue de Ve dans Vid qui dépend continument de h, et tel que pour tout

(ψ, g, h) ∈ Vid ×V 2
e , on a P4

(

ϕ(g), g, h
)

= 0 si et seulement si ψ = ϕ(g).

Démonstration L’opérateur P4 est continu de A
k+4,α(M) ×

(

M
k+3,α(M)

) 2
dans

Γ
k,α(M) et s’annule en (id, ge, ge). On obtient avec (7.5) pour sa différentielle par

rapport aux applications au point (id, ge, ge) dans la direction ϕ̇ :

∂ P4

∂ϕ
(ϕ̇) =

(

δd −
Scale

12

)(

δd −
Scale

4

)

ϕ̇,
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où Scale est la courbure scalaire de ge. Comme celle-ci elle strictement négative, alors
∂ P4

∂ϕ est inversible et on applique le théorème des fonctions implicites.

6.3.2 Contrôle local du changement conforme

Nous allons montrer qu’on contrôle le seul changement conforme local, qui puisse
rendre harmonique notre application C-harmonique précédemment construite.

Soient ϕ une application A
k+4,α et ω une fonction Ck+3,α, on désigne par

P2(ω, ϕ, g, h) le laplacien de ϕ de (M, e2ωg) dans (M, h), on obtient facilement avec
l’égalité de Bianchi :

P4(ϕ, g, h) =
(

δd +
2

3
Scalg − Sh

)

P2(0, ϕ, g, h) +
1

3
〈d Scalg ,Tϕ〉 + 2〈Ricg ,∇Tϕ〉.

Pour contrôler localement le changement conforme, on utilise encore une fois le
théorème des fonctions implicites, mais si on l’applique directement à P4, la cour-
bure de M va être incompatible avec les hypothèses du lemme 6.2. On ajoute alors
un terme correctif Q à P4 qui va nous permettre d’utiliser le théorème des fonctions
implicites avec les bonnes conditions de courbures. Soit g = e2ωg, on pose :

Q(ω, ϕ, g, h) := P4(ϕ, g, h) − (δgd − Sh) P2(ω, ϕ, g, h)

=
2

3
Scalg P2(ω, ϕ, g, h) +

1

3
〈d Scalg ,Tϕ〉g + 2〈Ricg ,∇gTϕ〉g ,

ainsi Q est un opérateur de degré 3 en ω, d’ordre 2 en ϕ, d’ordre 3 en g et d’or-
dre 1 en h. Le fait qu’une application ϕ soit harmonique de (M, g) dans (M, h) et
C-harmonique de (M, [g]) dans (M, h) est donc équivalent au système suivant :

{

Q(ω, ϕ, g, h) = 0,

P2(ω, ϕ, g, h) = 0.

Soit g et h deux métriques dans Ve, on va s’intéresser aux changements con-
formes ω qui vérifient la sous-condition d’harmonicité suivante :

(6.1) δ P2
(

ω, ϕ(g), g, h
)

= 0,

où δ désigne la divergence par rapport à g. Le lemme suivant nous donne l’existence
d’un opérateur qui permet d’associer pour chaque métrique g proche de h, l’unique
changement conforme à une constante près, qui va être à la fois proche de 0 et so-
lution de (6.1). On peut remarquer que l’on aurait pu travailler avec la condition
δQ

(

ω, ϕ(g), g, h
)

= 0, qui est aussi naturelle et qui donne les mêmes résultats. On
note ω cet opérateur, qui contrôle donc localement le changement conforme, dans
le sens où si l’application ϕ(g) est harmonique pour un petit changement conforme
de g, alors nécessairement ce changement conforme sera égale à ω(g).
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Lemme 6.3 On se donne ge une métrique d’Einstein à courbure scalaire strictement

négative, alors le problème implicite

δ P2
(

ω(g), ϕ(g), g, h
)

= 0

admet une unique solution locale.

Il existe un voisinage V ′
e ⊂ Ve de ge dans Mk+4,α, un voisinage V0 de la fonction nulle

dans Ck+4,α, un opérateur ω continue de V ′
e dans V0 qui dépend continument de h, et

tel que pour tout (Ω, g, h) ∈ V0 × (V ′
e )2 avec

∫

M
Ω = 0, on a δ P2

(

Ω, ϕ(g), g, h
)

= 0
si et seulement si Ω = ω(g).

Démonstration Comme δ P2(ω+cste, ϕ, g, h) = 0 est équivalent à δP2(ω, ϕ, g, h) =
0, le contrôle de ω se fait à une constante près, qu’on fixe en imposant que l’intégrale
du changement conforme soit nulle sur M par rapport à g. Au point (0, id, ge, ge),
l’opérateur δ P2 s’annule et sa différentielle par rapport aux changements conformes
qui sont d’intégrale nulle sur M par rapport à ge est inversible. En effet, on obtient
dans la direction ω̇ et au point (0, id, ge, ge) :

∂δ P2

∂ω
(ω̇) = −2∆eω̇.

On conclut en appliquant le théorème des fonctions implicites.

Le seul changement conforme local qui puisse rendre notre application ϕ(g) har-
monique est maintenant contrôlé par notre application ω.

6.3.3 Construction de notre contre-exemple

Nous savons maintenant contrôler le seul changement conforme local qui pour-
rait rendre harmonique notre application C-harmonique précédemment construite
en déformant la métrique de départ. On va montrer ici que les équations sont trop
rigides, c’est-à-dire qu’il existe au moins une déformation pour laquelle l’application
et le changement conforme qui lui sont associés ne vérifient pas la condition d’har-
monicité.

Soit Q̃ l’opérateur défini de Mk+4 dans Γk+1,α de la façon suivante,

Q̃(g) := Q
(

ω(g), ϕ(g), g, h
)

,

où g est une métrique de V ′
e , on se donne ġ dans S2TM et (gt )t∈[0,1] une famille de

métriques de W vérifiant le système suivant :

{

g0 = h,

[∂t gt ]t=0 = ġ.

Nous allons montrer que si l’on choisit bien ġ, il existe s dans [0, 1] tel que la métrique
gs n’annule pas Q̃. Pour cela, on va calculer la différentielle extérieure de la variation
infinitésimale de Q̃ dans la direction ġ au point (0, id, h, h) et montrer que celle-ci
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est non-nulle. Commençons par calculer la variation infinitésimale de Q au point
(0, id, h, h), on obtient dans la direction ω̇ :

∂Q

∂ω
(ω̇) = 2d∆ω̇ − 4 Ric dω̇,

dans la direction ϕ̇ avec les formules (7.2) et (7.1) :

∂Q

∂ϕ
(ϕ̇) =

2

3
Scal(δd − Ric)ϕ̇ + 2〈Ric,∇dϕ̇ + Rϕ̇,. .〉,

et dans la direction ġ avec les formules (7.4), (7.3) et [5, 1.174.e)] :

∂Q

∂g
(ġ) = −

1

3
Scal(2δġ +d tr ġ)+

1

3

(

d∆(tr ġ)+dδδġ−d〈Ric, ġ〉
)

−〈Ric, 2δ∗ġ−∇ġ〉,

où les termes Scal,Ric, δ,∆ ainsi que les traces et les produits scalaires sont donnés
par rapport à h, et δ∗ désigne l’adjoint de la divergence δ. Ce qui donne pour la
variation infinitésimale de Q̃ au point h dans la direction ġ :

ThQ̃(ġ) = 2d∆Tω(ġ) − 4 Ric dTω(ġ) +
2

3
Scal(δd − S)Tϕ(ġ)

+ 2〈Ric,∇dTϕ(ġ) + Rϕ(ġ),. .〉 −
1

3
Scal(2δġ + d tr ġ)

+
1

3

(

d∆(tr ġ) + dδδġ − d〈Ric, ġ〉
)

− 〈Ric, 2δ∗ġ −∇ġ〉,

comme Tω et Tϕ sont respectivement d’ordre 0 et −1 en ġ, alors TQ̃ est donc d’or-
dre 3 en ġ. On calcule sa différentielle extérieure, qu’on note dTQ̃(ġ), pour supprimer
les termes d’ordre 2 et 3, il ne restera que les termes d’ordre 1 (qui seront des termes
d’ordre 2 dans la différentielle extérieure) :

dTQ̃(ġ) = A(ġ) + B(ġ) + C(ġ) + des termes d’ordre inférieurs,

avec

A(ġ) = −4d
(

Ric dTω(ġ)
)

,

B(ġ) = d〈Ric, 2∇dTϕ(ġ) − 2δ∗ġ + ∇ġ〉,

C(ġ) =
2

3
Scal d

(

δdTϕ(ġ) − δġ
)

.

On va prouver que dTQ̃ n’est pas trivialement nul en montrant que son symbole n’est
pas nul dans une certaine direction. Pour cela, on calcule le symbole de Tϕ et de Tω,
on obtient au point (id, h, h) avec les formules (7.5) et (7.6) :

σTϕ(X) =
1

|X|2
ġ(X) −

tr ġ

6|X|2
X −

ġ(X,X)

3|X|4
X,
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et ensuite au point (0, id, h, h) :

σTω(X) = −
1

6

(

tr ġ −
ġ(X,X)

|X|2

)

.

On remarque que les symboles de A et B sont d’ordre 2 si la métrique h n’est pas
Einstein et que celui de C est d’ordre inférieur, plus précisément on a :

σA(X) =
2

3

(

tr ġ −
ġ(X,X)

|X|2

)

X ∧ Ric(X),

σB(X) =
2 Ric(X,X)

|X|2
X ∧ ġ(X) − 2X ∧ ġ

(

Ric(X)
)

.

Comme la métrique h ne satisfait pas la condition d’Einstein, il existe Y , Z dans TM

et α un nombre réel tels que |Y |2h = 1, Ric(Y ) = αY + Z et h(Y,Z) = 0. Soit ġ une
déformation qui vérifie tr ġ = 0, ġ(Y ) = Y et ġ(Z) = Z, alors le symbole de dTQ̃ est
non nul, puisque

σdTQ̃(Y ) = σA(Y ) + σB(Y ) = −
8

3
Y ∧ Z.

Cela implique que TQ̃ n’est pas nul dans la direction ġ, or Q̃(g0) = Q̃(h) = 0, donc il
existe gs telle que Q̃(gs) ne soit pas nul, ce qui prouve que ϕ(gs) n’est pas harmonique
pour aucun petit changement conforme à gs.

6.3.4 Le changement conforme est local

Supposons que ϕ(g) est harmonique de (M, e2 f g) dans (M, h), alors on va mon-
trer que si g est suffisamment proche de h, alors on peut supposer que f est petit.

Lemme 6.4 Quelque soit λ > 0, il existe un réel µ strictement positif qui vérifie la

propriété suivante ; quelque soit la métrique g vérifiant ‖g−h‖k+4,α < µ, alors s’il existe

une fonction f de classe Ck+4,α qui satisfait

P2(ϕ(g), e2 f g, h) = 0,

alors il existe une fonction ω de classe Ck+4,α qui satisfait

P2
(

ϕ(g), e2ωg, h
)

= 0 et ‖ω‖k+4,α < λ.

Démonstration Soit λ > 0 et f une fonction Ck+4,α, par continuité il existe µ > 0
tel que pour toute métrique g vérifiant ‖g − h‖k+4,α < µ, alors

‖d f ‖k+3,α − ‖〈d f ,Tϕ(g)〉g‖k+3,α ≤
λ

2
(

diam(M) + 1
) ,

∥

∥P2
(

ϕ(g), g, h
)∥

∥

k+3,α
≤

λ

diam(M) + 1
,
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Si f vérifie la condition du lemme alors P2
(

ϕ(g), g, h
)

= 2〈d f ,Tϕ(g)〉g , et on ob-
tient avec ce qui précède :

‖d f ‖k+3,α ≤
λ

diam(M) + 1
.

Fixons x0 un point de M et posons ω := f − f (x0), d’après les inégalités des accroisse-
ments finis, on a :

‖ω‖∞ ≤ diam(M)‖dω‖k+3,α.

D’autre part, ‖ω‖k+4,α = ‖ω‖∞ + ‖dω‖k+3,α, ainsi on obtient

‖ω‖k+4,α ≤
(

1 + diam(M)
)

‖dω‖k+3,α,

ce qui clôt la preuve, vu que d f = dω et que P2
(

ϕ(g), e2ωg, h
)

= 0.

6.3.5 Conclusion

On reprend les notations du lemme 6.3. On a un voisinage V ′
e de ge dans Mk+4,α et

un voisinage V0 de la fonction nulle dans Ck+4,α. Il existe alors deux nombres réels λ
et R, strictement positifs, et tels que la boule Bλ dans Ck+4,α de centre la fonction
nulle et de rayon λ et la boule BR dans Mk+4,α de centre ge et de rayon R vérifient
ω(BR) ⊂ Bλ ⊂ V0. Soit ε < R un nombre réel strictement positif et h une métrique
fixée de V ′

e , non Einstein, de courbure scalaire constante égale à celle de ge et vérifiant

‖h − ge‖k+4,α <
ε

2
.

On se donne une métrique g qui vérifie ‖g − h‖k+4,α < min(µ, ǫ/2), où µ est
défini par le lemme 6.4 et on suppose qu’il existe un changement conforme f tel que
l’application ϕ(g) est harmonique de (M, e2 f g) dans (N, h). La métrique g vérifie

‖g − ge‖k+4,α < ‖g − h‖k+4,α + ‖h − ge‖k+4,α < ε,

et comme ‖g − h‖k+4,α < µ, alors le changement conforme ω du lemme 6.4 est
dans Bλ. De plus la métrique g est dans BR, alors ω = ω(g) à une constante près
d’après le lemme 6.3. On vient donc de montrer que pour de telles métriques g, le
problème global se résume au problème local.

7 Formules de variations au premier ordre

Dans la suite on utilisera la convention suivante ; on va indicer par h les termes qui
se réfèrent à h et ne rien mettre pour ceux qui se réfèrent à g.

Proposition 7.1 Avec les notations précédentes, on obtient pour les déformations in-

finitésimales par rapport aux applications au point (0, ϕ, g, h) :

∂∇T

∂ϕ
(ϕ̇) = ∇dϕ̇ + Rh

ϕ̇,Tϕ Tϕ,(7.1)

∂ P2

∂ϕ
(ϕ̇) = (δd − Sh)(ϕ̇),(7.2)
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et par rapport à la métrique de départ au point (0, ϕ, g, h) :

∂∇Tϕ

∂g
(ġ) = −〈Tϕ, δ∗ġ −

1

2
∇ġ〉,(7.3)

∂ P2

∂g
(ġ) = −δ

(

ġ(Tϕ)
)

−
1

2
〈d tr ġ,Tϕ〉,(7.4)

où δ∗ġ est défini de la manière suivante :

δ∗ġ(X,Y,Z) :=
1

2

(

∇X ġ(Y,Z) + ∇Y ġ(X,Z)
)

.

Démonstration On note (ϕt )t∈[0,1] une famille à 1-paramètre d’applications de M

dans N, vérifiant le système suivant :

{

ϕ0 = ϕ,

[∂tϕt ]t=0 = ϕ̇.

On munit M×[0, 1] de la métrique γ = g+dt2 et on poseΦ l’application de M×[0, 1]
dans N définie par Φ(p, t) = ϕt (p), ∀(p, t) ∈ M × [0, 1]. On note ∇γ,h la connexion
de Levi–Civita du fibré Ω(M) ⊗ Φ∗TN et on se donne deux vecteurs X et Y de TM,
alors :

∇h
∂tϕt

(

(∇γ,h
X Tϕt )Y

)

= ∇h
Tϕt (X)

(

(∇γ,h
∂t

Tϕt )Y
)

+ Rh
∂tϕt ,Tϕt (X) Tϕt (Y ) −∇h

∂tϕt

(

Tϕt (∇
g
XY )

)

= ∇h
Tϕt (X)

(

(∇γ,h
Y Tϕt )∂t

)

+ Rh
∂tϕt ,Tϕt (X) Tϕt (Y ) −∇h

∂tϕt

(

Tϕt (∇
g
XY )

)

,

ce qui donne bien les deux premières égalités. Les deux dernières se montrent au
moyen de la formule [5, 1.174.a].

Proposition 7.2 Avec les notations précédentes, n = 4 et en supposant que la courbure

scalaire de h est constante, on obtient au point (id, h, h) :

∂ P4

∂ϕ
(ϕ̇) =

(

δd +
2

3
Scal−Ric

)

(δd − Ric)ϕ̇ + 2〈Ric,∇dϕ̇ + Rϕ̇,Tϕ Tϕ〉,(7.5)

∂ P4

∂g
(ġ) = −

(

δd +
2

3
Scal−Ric

)(

δġ +
1

2
d tr ġ

)

+
1

3
(d∆ tr ġ + dδδġ)

−
1

3
d〈Ric, ġ〉 − 〈Ric, 2δ∗ġ −∇ġ〉.(7.6)

Démonstration Avec l’identité de Bianchi, on obtient

P4(ϕ, g, h) =
(

δd +
2

3
Scal− Sh

)

P2(0, ϕ, g, h) +
1

3
〈d Scal,Tϕ〉g + 2〈Ric,∇Tϕ〉g ,

on montre alors facilement la première égalité avec (7.2) et (7.1), et la deuxième avec
(7.4), [5, 1.174.e] et (7.3).
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