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EQUIDISTRIBUTION DES VALEURS DUNE 
APPLICATION HOLOMORPHE GENERIQUE 
A VALEURS DANS L'ESPACE PROJECTIF 

P. M. GAUTHIER 

1. I n t r o d u c t i o n . Un exemple de Fatou-Bieberbach [1, p. 45] montre qu'il 
existe des applications holomorphes 

h : Cn -> Cw 

à Jacobien J(h) pa r tou t non nul, mais dont le complémentaire de l'image 
Cn\h(Cn) est un fermé à intérieur non vide. Néanmoins on a montré récem
ment [3; 5] qu 'une application holomorphe générique de Cn dans C" est sur-
jective. Nous voulons montrer qu'il en est de même pour les applications pren-
nan t leurs valeurs dans l'espace projectif P n . Donc une application générique 
de C" dans P" a un comportement genre Picard en dépit de l'exemple de 
Fatou-Bieberbach qui nous dit que le théorème lui-même de Picard est dans 
un certain sens faux pour les applications holomorphes. 

Rappelons d 'au t re par t que de certains points de vue le théorème de Picard 
reste quand même vrai pour les applications holomorphes (voir par exemple 
[4] et [8]). 

Voici quelques notat ions que nous utilisont. X dénote un espace de Stein 
réduit et connexe. Si A est une partie de X, on dénote par dA la frontière de A, 
par A l 'enveloppe de convexité holomorphe de A, par ©(A, Pm) les applica
tions holomorphes de A dans l'espace projectif complexe de dimension m, par 
0(A) les fonctions holomorphes sur A} et si / est une fonction à valeurs 
complexes définie sur A, on écrit | | / | U = supzçA\f(z)\. Soit X doué d 'une 
métrique, a Ç X et e une fonction positive continue sur X. Alors V(a, e) = 
V(a, e(a)) dénote une boule et si [Zj\ est une suite dans X, on écrit 

oo 

V({Zj\,e) = U 7 ( * „ e ) . 

2. L e m m e s . Soient x un point et { Vn\ une suite de sous-ensembles d 'un 
espace X. Alors, on écrit V„ —> x si V„ est éventuellement dans tout voisinage 
de x. 

L E M M E 1. Soit X Stein, x Ç X, et { Vn) une suite de voisinages de x. Alors 

(Vn-+X) =» ( F n - > x ) . 
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Preuve. X é t an t Stein, les Vn sont (éventuellement) compacts . Il suffit donc 
de vérifier que pour tout y ^ x, on a éventuellement, y Q Vn. Puisque € (X) 
sépare les points, il y a une / Ç û (X) telle que \f(y)\ > \f(x)\. Puisque 
Vn -^ x on a éventuel lement 

\f(y)\ > ll/lk, 
ce qui démontre le lemme. 

Le prochain lemme est dû à E. Kallin [9] dans un cadre moins général, et la 
démonstra t ion qu 'on donne est essentiellement celle de Kallin. 

L E M M E DE SÉPARATION (Kall in) . Soient Kx et K2 des parties compactes d'un 
espace de Stein X. S'il existe f G & (X) telle que 

/ ( # , ) * O / ( * , ) * = <!>, 

alors 

(Kl U K2)
A = K,VJ K2. 

Preuve. Soit x (? Kx \J K2. Si 

f(x) $ f(K^ U f(K2)\ 

alors par le théorème de Runge il y a un polynôme p en une variable tel que 
p(f(x)) soit près de 1 et p o / s o i t près de zéro sur X i W K2. D o n c x (f (Ki W K2)

A. 
Si d 'au t re par t 

/(x) e / (^,)A u f (K,) \ 

mettons f(x) £ f(K1)
A, alors comme x (f_ Ki, il y a un q £ 0 {X) tel que 

ç(x) = 1 et |<?| < 1/2 sur i£x. Soit Af = sup {|g(x)| : x £ K2). Encore par le 
théorème de Runge il y a un polynôme p tel que \p — 1| < 1/3 s u r / ( i £ i ) et 
\p\ < 1/(2AI) sur f(K2). Alors la fonction holomorphe /* = (p o f) - q a les 
propriétés: 

\h(x) - 1| < 1/3 et 

|/*| < 2 /3 sur # ! U K2. 

Donc, encore une fois, x # (i£i VJ K2)
A. On a montré 

(Xi U K2)
A CKX\J K2j 

et l'inclusion contraire est toujours vraie. Le lemme est démontré . 

En uti l isant un principe d 'Oka, Grauer t [6] et Grauer t -Kerner [7] ont dé
montré le théorème suivant , genre Runge [2, p. 146]. 

T H É O R È M E DE OKA-RUNGE (Grauer t -Kerner ) . Soit K une partie compacte 
holomorphiquement convexe dans un espace de Stein X. Alors Û(X, Pm) est 
dense dans 0(K, Pm) si Vespace *$ (X, Pm) d'applications continues est dense 
dans Û(K, Pm). 
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3. Le t h é o r è m e e t ses corol laires . Si X est un espace de Stein de dimen
sion finie, alors X admet un recouvrement par compacts Kj, j = 1, 2, . . . , 
tels que chaque Kj soit holomorphiquement convexe et 

(1) K,C (Kj+1)°,j= 1 , 2 , . . . . 

T H É O R È M E . Soit X un espace de Stein de pure dimension au moins m. Soit Kj, 
j = 1, 2, . . . , un recouvrement de X par compacts holomorphiquement convexes 
et satisfaisants à (1). Soit d'une métrique sur X et e une fonction continue et 
positive qui s annule à Vinfini. Alors, toute f Ç & {X, Pm), sauf un ensemble rare, 
a la propriété suivante: pour toute suite frontière {ZJ\ telle que chaque Zj est situé 
sur dKj, on a que 

f{V{\z ,],*)) = Pm. 

Avant de passer à la démonstrat ion, notons que notre théorème a les mêmes 
corollaires que son homologue pour les applications dans Cm (voir [3]). 

Soit a : [0, +oo ) - > I u n chemin continu sur X. Le chemin a est dit un 
chemin frontière si a(t) tend vers l'infini, lorsque t —> + o o . Soit e une fonction 
positive et continue sur X. On définie le e-voisinage du chemin a par 

F(<x,e) = U V(a(t),e). 
t 

COROLLAIRE 1. Soient X, d, et e tells que dans le théorème. Alors pour toute 
application holomorphe f de X dans Pm, à Vexception d'une famille rare dans 
0{X, P m ) , on a que 

f(V(a,e)) = P " . 

pour tout chemin frontière a. 

Soit X* une compactification (séparée) de X. Si / est un application holo
morphe de X dans P m et p G X*\X, on dénote par R(f, p) l 'ensemble des 
valeurs w Ç Pm telle qu'il existe une suite {ZJ\ dans X, Zj —> p, et f(zf) = w, 
j = 1, 2, . . . . 

COROLLAIRE 2. Soit X un espace de Stein de pure dimension au moins m et X* 
une compactification métrisable de X. Alors toute application holomorphe f de X 
dans P m , sauf une famille maigre dans 0 {X. P m ) , a la propriété 

R(ft p) = p™, pour tout p e X*\X. 

Ces corollaires nous disent que pour une application générique d 'un espace 
de Stein de pure dimension n ^ m p rennant ses valuers dans Pm, on a que 
tou t chemin frontière est chemin de Picard et tout point frontière est point 
de Picard. 

En particulier, pour la compactification d'Alexandrov, un coup d'œil sur la 
démonstrat ion du théorème révélera qu'on a pas besoin de supposer que la 
dimension de X soit pure. 
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COROLLAIRE 3. Soit X un espace de Stein de dimension au moins m. Alors 

toute application holomorphe f de X dans P m , sauf une famille maigre dans 

Û(X, P m ) , a la propriété 

f(X\K) = P m , pour tout compact K C X. 

En particulier, l 'application générique est surjective. Mais si c'est seulement 
la surjectivité que nous cherchons, alors la preuve du théorème se simplifie, 
et les fonctions exceptionnelles forment non seulement une famille maigre mais, 
à cause de la compacité de P m , même une famille rare, c'est-à-dire "nowhere 
dense" . 

COROLLAIRE 4. Soit X un espace de Stein de dimension au mois m. Alors toute 
application holomorphe de X dans P w , sauf une famille rare dans 0 {X, P m ) , est 
surjective. 

Passons enfin à la démonstra t ion. Nous allons supposer que m — n, car 
moralement c'est le seul cas qui mérite une démonstra t ion. D'ailleurs il sera 
facile de modifier la démonstrat ion qui suit si l'on sent le besoin de vérifier 
le cas ou m < n. 

P o u r / G @(X, P re), w (z Pw, et x G X, dénotons par dimx (^(w) la dimen
sion en x de l 'ensemble a n a l y t i q u e / - 1 ( w ) . Soit B une boule paramét r ique de 
P" et considérons l 'ensemble A (B) C 0(X, P") , d 'applicat ions h o l o m o r p h e s / 
ayan t la propriété qu'il existe une suite {Zj\, Zj £ dKj, et un point w f B tel 
que s i / ( x ) = w pour x G V({ZJ}} e) alors d\mx f~l(w) ^ 0. Remarquons que 
A{B) contient les a p p l i c a t i o n s / G @{Xy P") telles que 

/ ( F ( { s , ) , e ) ) Z ) / i . 

Conséquemment , par la compacité et l 'homogénéité de P", il suffit de montrer 
que A{B) est un ensemble rare. 

(1) A(B) est fermé. Pour ceci nous renvoyons le lecteur à un raisonnement 
semblable dans [3]. 

(2) Le complémentaire de A{B) est dense. Soit d o n t / f Û(X, Pw) et K 
une part ie compacte de X. Supposons qu'il existe une application holomorphe 
g de X dans P" ayan t les deux propriétés suivantes: L'application g est près 
d e / sur K; g envoie une part ie d 'un certain V{zj} e), zj Ç dKj, sur B de façon 
non-singulière. Alors g n 'est pas dans A(B) et g est une approximation d e / . 
Le théorème sera démontré . Il suffit donc de montrer l 'existence d 'un tel g. 

Nous pouvons supposer K holomorphiquement convexe. Choisissons un 
i n d i c e / tel que z} (? K. D 'après le Lemme 1 nous pouvons t rouver une boule 
paramétr ique fermée E telle que 

(2) E C V(zh e), 

(3) Êf~\ K = 4,, 
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et d'après le Lemme 1 et le lemme de séparation, nous pouvons supposer 

(4) (KKJ £ ) A = KU Ê. 

Encore par le Lemme 1, il y a une boule fermée paramétrique F telle que 

(5) F C E°. 

Nous définissons une application 

(6) <t> £ Û{K\J F, Pn). 

Sur K posons <j> = / . Soit \p une application biholomorphe de E° sur une boule 
paramétrique contenant B et telle que 

Sur F, posons 0 égale à \p\ F. 
On vérifie aisément que si g £ 0(X, Pn) est une bonne approximation de <f>, 

alors g a les propriétés souhaitées. D'après le théorème de Oka-Runge cette 
approximation est réalisable si elle l'est par une application continue de X 
dans Pn. 

L'approximation de <f> par une application continue est facile à faire. Au fait, 
<t> admet un prolongement continu de X dans Pn malgré que Pn ne soit pas un 
retract absolu. Nous construisons maintenant ce prolongement que nous 
dénotons <£. Premièrement nous pouvons supposer que f(E) est contenu dans 
une carte de Pn. Cette carte elle est un retract absolu. Soient Ei et E2 des 
sous boules de E: 

FCE^CE.C £2° C E. 

Soit B2 une boule dans la même carte q u e / ( £ ) . Posons 

$ = (f, sur X\E*, 
\(j), sur F. 

Alors $ prolonge déjà <f> un peu. Posons, sur dE2, $ égale à la restriction d'une 
application biholomorphe de E2 sur B2. Alors $ admet un prolongement con
tinu à X\E2°. Sur dEi posons $ égale à la restriction d'une application biholo
morphe de Ei sur une boule contenant <j)(F) à son intérieur. Alors $ est pro-
longeable de façon continue à E1. $ est maintenant définie sur 

(X\E2°) W E1. 

et les images de dE2 et dEi sont des frontières de boules dans Pn. Puisque Pn 

est connexe par arcs, le prolongement à E2\Ei s'accomplit facilement. Le 
prolongement de <j> ainsi que la démonstration du théorème sont donc terminés. 

Remarquons que notre théorème serait faux pour m < n, car le théorème 
de Sard (parmi d'autres) affirme qu'il n'y a pas de courbes de Peano holo-
morphes. D'autre part on pourrait démontrer (voir [5]) que l'image d'une 
application holomorphe générique à valuers dans Pw est dense. 
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