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EXISTENCE, UNICITE ET MULTIPLICITE DE
SOLUTIONS PERIODIQUES D’EQUATIONS
DIFFERENTIELLES DE DUFFING NON-LINEAIRES
AVEC DISSIPATION

M. N. NKASHAMA

1. Introduction. Nous nous intéressons a l’existence, 'unicité et la
multiplicité de solutions de ’équation différentielle forcée:

(L.  x"@) + x'(t) + g(t, x(2)) = e(t)
vérifiant les conditions périodiques
(1.2)  x(0) — xQ27) = x'(0) — X’Qn) =0

oue € LI(O, 27), ¢ € R, ¢ arbitraire, g:[0, 27] X R — R satisfait les
conditions de Carathéodory i.e., g(-, x) est measurable pour tout x € R,
g(t, ) est continu pour presque tout ¢ € [0, 27].

Le probléeme (1.1)-(1.2) a été étudié par plusieurs auteurs. Nous
mentionerons les travaux [22], [18], [21], [20], [19], [7], [29], [25] et la
bibliographie contenue dans ces articles.

Dans ce travail, nous supposerons que les quantités

lim sup x - g(t, x) et limsup x |- g(s x)

x—+o0 X—>—00
(respectivement

liminf x~' - g(t, x) et liminfx '-g(, x))

x—+o00 X—>—00

peuvent prendre des valeurs différentes et sont comparées avec les valeurs

propres du probléme linéaire
x"(t) + Ax(1) =0, A €R
(1.3)
x(0) — x27) = x'(0) — x’'(27) = 0.

Dans la premiére section, nous démontrons un résultat d’existence (cfr.
Théoréme 1) en supposant qu’il existe un entier m € N et des fonctions a
valeurs réellesa,,a_, b, ,b_ € L'(O, 27) tels que

m? = a (1) = liminf x~ ' - g(t, x)

x—=+oo
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Slimsupx gt x) Eb.(t) = (m + 1)
x—*oo
uniformément pour presque tout ¢+ & [0, 2#] avec des conditions
supplémentaires, sur l'interaction de a, et b avec m’ et (m + 1)
respectivement, qui généralisent les conditions des auteurs cités ci-dessus
dans plusieurs directions. On déduit du résultat principal de la premiére
section un resultat d’existence et d’unicité (cfr. Corollaire 1).

Dans la seconde section, nous considérons le cas ou le non-linéarité g
est assez “réguliére” et “croise” d’une certaine maniére la premiére valeur
propre de (1.3), c’est-a-dire qu’il existe deux nombres réelsd < O et 0 < p
tels que

limsupx '~ g(t,x) =d<0<p=liminfx ' g@ x)
X——00 x—+o00
uniformément en ¢t € [0, 2«#]. Nous démontrons alors un résultat
d’existence et de multiplicité pour le probléme (1.1)-(1.2) en utilisant
d’une part la méthode de sualors un résultat d’existence et de multiplicité
pour le probléme (1.1)-(1.2) en utilisant d’une part la méthode de sur- et
sous-solutions et d’autre part I'indice de point fixe.

Enfin pour terminer cette introduction, nous signalons que tout au long
de ce travail, nous utiliserons les notations de [25] pour les espaces
abstraits, la convergence forte et la convergence faible. De plus, pour
m € N, nous utiliserons les espaces

(1.4) Y, = Span{sin mt, cos mt}, m # 0; y, = Span{1}

m

(1.5) Y, ., = Span{sin(m + 1) ¢, cos(m + 1)t}

n
c’est-a-dire, les sous-espaces vectoriels de C[0, 27] engendrés par sin mt,

cos mt et sin(m + 1) ¢, cos(m + 1) t respectivement. Pour v € CJ0, 27}, on
notera

vi(r) = max(v(¢), 0) et v (¢r) = max(—v(z), 0).

2. Les resultats d’existence et d’unicité. Tout au long de cette section,
nous supposerons que la non-linéarité g satisfait les conditions de
Carathéodory et que y, et y,., sont donnés par (1.4) et (1.5)
respectivement (cfr. Section 1). Nous avons le résultat d’existence
survant:

THEOREME 1. Supposons satisfaites les inégalités suivantes:

@l m=a,() =lminf x ' g x)

x—+oco
Slimsupx ' g(t,x) = b (1) = (m + 1)
x>+ 00
m* = a (1) = liminf x ' g1, x)

https://doi.org/10.4153/CJM-1987-027-6 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1987-027-6

EQUATIONS DIFFERENTIELLES 585

Slimsupx ' gt,x) S b_(1) = (m + 1)

X—>—00
uniformément pour presque tout t € [0,2n)oum € Neta,, b, € L0, 2m)
vérifient les conditions suivantes:
m -
2.2) ﬁ) [(@ () = M) T ()) + (a(0) = m’)v (1)))de > 0
pour tout v € Y,\{0} et

(2.3) /2 [(m + 1 = by ())w' (1))
+ ((m+ 1% = b_(1))w (1) )}dr > 0

pour tout w € Y, . \{0}.
Alors le probléme (1.1)-(1.2) posséde au moins une solution pour chaque
e € L0, 2m).

Pour démontrer ce théoréme, nous avons besoin de deux lemmes dont
les énoncés et les preuves sont donnés ci-dessous.

LEMME 2.1. Soient a., b, € L0, 27) et m € N satisfaisant les
conditions du Théoréme 1. Alors, il existe

e =¢€ldy, by ) >0 e 8 =20as,b)>0

tels que pour tout p,, p_ € L', 27) satisfaisant
a,(t) —e=p () = b (1) te
a_(t) —e=p_ ()= b_() t €

pour presque tout t € [0, 27], et pour tout x € Wz‘l(O, 27) avec
x(0) — xQ27m) = x'(0) — x'27) =0

on a
Ix” + ex’ + pyoxt — p_xT|p = dlxl,.

Preuve. Elle est divisée en deux étapes:

lere étape. Montrons tout d’abord que sip,, p_ € L'(0, 27) sont tels
que

a.(t) = p.(t) = b.(1)

p.p- ¢t € [0, 27] o a_., b., satisfont les conditions du Théoréme 1. Alors le
probléme

(2.4)  x"(t) + exX(t) + pi(xT(@) — p_()x (1) =0
x(0) — xQ2m) = x'(0) — xX'Q2m) =0

n’a que la solution triviale (i.e., x = 0).
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Définissons p:[0, 2] X R — R par
oo = () 20

on a par hypothése
25 mr=p@t, x)=(m+ 1)y
p-p- t € [0, 27] et tout x € R. De plus le probléme (2.4) est équiva-
lent a
2.6) x"(t) + Qc'(t) + pt, x(t))x(@) =0
x(0) — x(27) = x’(0) — x'(27) = 0.

Maintenant, soit x € WZ’I(O, 27r) une solution du probléme (2.4) (et donc
une solution du probléme (2.6) ), alors x peut étre écrit sous la forme de
série de Fourier

+oo

x(t) = ag + Z (a, cos nt + b, sin nt).

n=1

Soit x(1) = X(1) + X(t) o

x(t) = ay + > (a, cos nt + b, sin nt) et

n=1

[ee]

() = X (a, cos nt + b, sin nr).

n=m+1

Compte tenu de l'orthogonalité de x et X dans L2(O, 27), on déduit de
(2.6) que

2
0= 0 (x(t) — X(@))x"(t) + ex'(t) + p(¢, x(¢) )x(2) )dt

2
f (&) — p@t, x(1))%(t) Jdt

= Jo

+ ]20 [p(t, x(0)X() — (1) Ylar.

Les deux derniers termes sont positifs en vertu des inégalités (2.5) et de
I’égalité de Parseval-Steklov. Dés lors

@.7) fo [(®(@)) = p(t, X(1) + %())FX(t) Jdt = 0

e [ 1p6 50 + 30)P0) - 0 = 0

avec
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X(t) = a, ,cos(m + 1)t + b, sin(m + 1) ¢
x(t) = a,, cos mt + b, sin mt

Cest-a-dire x € Y, et X € Y, (cfr. p. ex. [25] pour les détails).

Supposons que X(z) = 0, alors la relation (2.7) entraine que

0= _/?)17[(55’0))2 — p(t, X(1) ))X(t) Jdt

— [Tl + 1 = pe)E 0 7
+ ((m + 1" — p_(t) &~ (1) )]t

avec X € Y, ; ’hypothése (2.3) entraine que X = 0 et donc x = 0.

Maintenant supposons que X # 0, alors la relation (2.8) entraine que
P X(1) + X(1)) = m’
p.p.- t € [0, 27]. Dés lors, par la relation (2.7) on a

/z" [(m + 1) — m?[R(t)dt = 0

i.e., X = 0. Par conséquent x = Xx. La relation (2.8) entraine que

0= [T 1 50120 ~ @@ P

= ]Z [p4(t) = m)E (@)Y + (p@) — M) () ))ar

avec X € Y ; ’hypothése (2.2) implique X = 0, une contradiction avec le
fait que x # 0. Ainsi donc, dans tout les cas x = 0, ce qui entraine que
x = 0.

2éme étape. Supposons que la conclusion du lemme soit fausse. Nous
pouvons trouver des suites

(x,) € W0, 2m), (pi) c L', 2m)
avec
Xule = 1,
x,(0) — x,27) = x,(0) — x;,(2m) = 0,
ar(t) —n" ' = pL(0) S b(t) +n!
p.p- t € [0, 27] tels que
(2.8) x/+cx, +pixt —plx =v, neN*
avece

Wl < n~', ne N*
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Soit p € R arbitrairement fixé tel que mt < < (m+ 1)2, alors
I’équation (2.8") est équivalente a

X!+ ex!, 4 px, = v, — pix) + plx, + px,.
Définissons 'opérateur linéaire
A: Dom A c C[0, 27] — LY(0, 27)
comme suite:
Dom A = {x € W>Y(0, 27):x(0) — x(27)
= x'(0) — x'(2m) = 0},
Ax = x" + cx' + px.
Il est bien connu que A4 est un opérateur linéaire inversible tel que
A 1LY, 27) — C[0, 2]

est compact c’est-a-dire complétement continu (cfr. [26]). Des lors,
I’équation (2.8") est équivalente a

x, = A v, = plix, +plx, + px,]
dans Dom A. Compte tenu de la compacité de 4~ ! du fait que la
quantité

v, = Pix +plx, + o,
est bornée dans L'(0, 27) grace aux inégalités
1PE@) ] = law(t) — 1 + [bo(t) — as(t) + 2| = B(t)

ou B, € L'(O, 27); on peut affirmer, considérant les sous-suites s’il y a
nécessité, que

x, = x dans C[0, 27]
p — p. dans L'(0, 27)

avec |x|~ = leta.(t) = p.(¢t) = b..(¢t) p.p- t € [0, 27]. De plus, pour tout
¢ € L0, 27), on a

m
[ s = ]

L 27
= l o PP — x—)' + ' f o G(Ph = p)x”

= |¢|oolx,, - x‘(“BIL‘ + I/(Z)W (Pi - Pi)xi‘f’l

et donc
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pix™ — p.x* dans L'(0, 27).

Comme I’operateur A4 est faiblement fermé, on déduit que x € Dom A4
et p.p. tout ¢t € [0, 27]

X"(1) + ex'(t) + p (Ox (1) = p_(Dx (1) = 0
x(0) — xQ27) = x'(0) — x'27) = 0.

Deés lors, en vertu de la premiére étape, on a que x = 0, une contradiction
avec le fait que |x|~ = 1, ce qui achéve la preuve.

Le lemme suivant nous permettra d’utiliser la propriété d’existence du
degré de coincidence [26]. Soit

X =C[0,2n], Z=L"0,27) et L:DomLcC X—Z
défini par
Dom L = {x € X: x’ absolument continu et
x(0) — x(27) = x’(0) — xX'(2m) = 0}
Lx = x" + cx'.

Nous montrons que, sous les hypothéses du Lemme 2.1, le degré de
coincidence ou le degré relatif a L de 'opérateur

L+p.(O)" —p.()”

par rapport a toute boule ouverte B(r) dans X centrée en 'origine (cfr.
[26] ), c’est-a-dire

DAL + pr()T = p_() 75 B(n)]
est bien défini, non nul et indépendant du choix de p, et p_.
LEMME 2.2. Avec les hypothéses du Lemme 2.1,
DL + py()" —p_()7, B(r)] = =1

pour chaque r > 0 et chaque p., et p_ satisfaisant les conditions du Lemme
2.1.

Preuve. On voit immédiatement que 'opérateur p+(~)Jr — p_(*) est

L-complétement continu (cfr. [26] ). Des hypothéses du Lemme 2.1 et de la

" propriété d’invariance du degré par rapport 4 une homotopie, on déduit
que

DL +p.()" = p_()7; B(r)]
= DL+ b,()" —b_();B(M]

Soitn € R, m? < n<(m+ 1)2, 7 fixé arbitrairement. Alors, pour chaque
A€[0,1]etpp.t €[0,27],0na

https://doi.org/10.4153/CJM-1987-027-6 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1987-027-6

590 M. N. NKASHAMA

m* = (1 — AMm + Mb(1) =(m + 1)* pp.

Un calcul élémentaire montre que

(1 =M+ Ay et (1 =X+ Ab_

vérifient les hypothéses du Lemme 2.1. Dés lors, quelque soit A € [0, 1],

I’équation

Lx +[(1 = Mnp + M IxT — [ —Mn+M_lx =0

ne possede que la solution triviale. Il s’ensuit, de la propriété d’invariance
du degré par rapport a une homotopie et des résultats sur le degré des

opérateurs linéaires injéctifs (cfr. [26] ), que

DL + by = b_()7: B()] = DL + I B()] = =1,

ce qui achéve la preuve.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le Théoréme 1.

Démonstration du Théoréme 1. Soient € > 0 et § > 0 qui sont associés
aux fonctions a__ et b, par le Lemme 2.1. On peut trouver un nombre réel
p = p(e) > 0 tel que pour presque tout ¢ € [0, 27] on a

a,(t)y —e = x Vg, x) = b, (t) t € six
a (1) —e=x '-gt,x) =b (t) + € six

Définissons
g+:[0,27] X R, — R,
g_:[0,27] X R_ —R et
h:[0,27] X R—R

comme suit:

—1 .
_lx gt x) six=p
g+t x) = {p“ gt,p) SiO=x<p
—1 .
x - gl x) six = —p
(L x) = = .
g-(t x) {(—P) Vog@t, —p) si—p<x<0

h(t, 0) = g(¢, 0)

h(t, x) = {

g(t’ X) - g+(t, x) six >0
g(t,x) —g_(t,x) six <O.

Le probléeme (1.1)-(1.2) est equivalent a

=

=

(2.9 x(1) + ex'(t) + gy (6, x (D)X (@) — g1, —x (1))x (1)

+ h(t, x(t)) = e(t)
x(0) — xQ27) = X0) — XQm) =0
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ou

(2.10) |h(t, x)| = v,(1)

p-p- ¢ € [0, 2n] et tout x € R, pour un certain y, € L'(O, 27). De plus
a,(t)y —e=g,(t,x)=b,(@) + € sur[0,27] X R,

CID ) —e=g (t.x)=b_(t) + € sur[0,27] X R_.

Nous mettons le probléme (2.9) sous la forme abstraite adéquate pour
I’application de la théorie du degré topologique de la maniére suivante:
Soient les espaces fonctionnels X, Z et ’opérateur

L:DomL cCc X—>Z

définis juste avant I’énoncé du Lemme 2.2 et soient les opérateurs
H: X — Z et G: X — Z définis comme suit:

H(x) = h(, x()) — e(),

G(x)(t) = [C(x)(@) Ix(t) = (C(x)x)(7)
ou

CEN) = g4(t, X O)xXg 0y T 8- —x ()X ()
avec

I,.(x) = {t € [0, 27]:x(r) > 0}

I_(x) = {t € [0, 27):x(¢) < 0}

et x;, sont les fonctions caractéristiques correspondant a 7, et I_
respectivement. Ainsi,

GO = g4t x (D) (1) = g1, = x ())x ().
Soit 'opérateur A: X — Z défini par
(Ax)(t) = (Ap(x)0) )x (@) = (4,(x)x)(1)
ou
Ap(x)(1) = by (X)) T b-(X; (x)
et donc
(Ax)(1) = by ()x " (t) = b_(1)x (1)
Dés lors le probléme (2.9) est équivalent a
(2.12) Lx + Gx + Hx = 0, x € Dom L.

En vertu de la propriété d’invariance par rapport a une homotopie du
degré de coincidence ( [26] ) et du Lemme 2.2, le probléme (2.12) (et donc
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(2.9) et (1.1) ) posséde au moins une solution si ’ensemble de toutes les
solutions possibles de la famille d’équations

(2.13) Lx + (1 — NAx + AGx + AHx = 0, x € Dom L

est borné indépendamment de A € [0, 1].
Soit x € Dom L une solution de (2.13) pour un certain A € [0, 1]. Par
construction, on a

(1 — N(Ax)(1) + NGx)(1)
= [(1 = Nb(1) + Mg (t, x (1)) k" (1)
— [ =Nb_(t) + Ag_(t, —x (1)) ]x ()

ou p.p. t € [0, 27]

214) a,(t) — € =1 = Nb,(t) + A\go(t, xT (1)) = b, (1) + ¢
a_(t) —e= (1 —Nb_(t) + Ag_(t, —x ))=b_(@1) t e

Des lors, en vertu des relations (2.14), (2.10) et du Lemme 2.1 ci-dessus
on a

0 =|Lx + (1 — N)Ax + AGx + AHx|,
Z |Lx + (1 — AN)Ax + AGx|;1 — |Hx|,

IV

SIXIC - IYPIL‘,
c’est-a-dire
(2.15) Ixlc =R

ou R € R, R dépend uniquement de a_, b et v,. L’existence d’au moins
une solution pour le probléme (2.12) provient de la propriété d’existence
du degré de coincidence ( [26] ) et du Lemme 2.2 ci-dessus; ce qui achéve
la démonstration.

Remarque 2.1. Une simple analyse de la demonstration du Théoréme 1
permet de conclure que sa conclusion reste vraie si on remplace les
inégalités (2.1) par

a, (1) —n = liminf x_ ' - g(1, x)

x—=*o00

= limsup x ' - g(t, x) = b (1) + 1

x—*o0

uniformément p.p. t € [0, 27], o 0 = n < € a,, b, satisfont les
hypothéses du Théoréme 1 et € > 0 est associé & a.., b par le Lemme 2.1.
Des lors, on peut “traverser” les valeurs propres m* et (m + 1)2 sur des
sous-ensembles de [0, 27] de mesure positive.

Remarque 2.2. Le Théoréme 1 généralise les resultats de [29, Théoréme

https://doi.org/10.4153/CJM-1987-027-6 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.4153/CJM-1987-027-6

EQUATIONS DIFFERENTIELLES 593

3], [25, Théoréme I1.2]. De plus, la conclusion du Théoréeme 1 reste vrai si
on considére le second membre du probléme (1.1) comme étant une
fonction

e: [0,27] X R—R
continue telle que
le(t, x)| = C + Ay(Ix])

ou C est une constante réelle et A, € R avec A, suffisamment petit.
(Signalons que le cas ou m = 0 est largement étudié¢ dans [27] dans le
cadre de I’équation de Liénard.)

Le corollaire suivant généralise certains résultats de [22], [21], [20], [18],
[19]:

COROLLAIRE 1. Supposons que la non-linéarité g est telle que

) = g(t9 X) _ g(t’y)

(2.16) m® = a(t =b@r) = (m+ 1)

pp-t € [0, 27] et tout x,y € R, x # y, ot
217) m? < a@), b(r) < (m + 1)

sur des sous-ensembles de [0, 2w] de mesure positive. Alors le probléme
(1.1)-(1.2) posséde une solution unique pour chaque e € L'(O, 2m7).

Preuve. Les conditions (2.16) et (2.17) entrainent que les hypothéses
(2.1)-(2.3) sont satisfaites. Dés lors I’existence d’au moins une solution du
probléme (1.1)-(1.2) découle du Théoréme 1.

Supposons maintenant que x et y sont deux solutions de (1.1)-(1.2).
Alors v = x — y est une solution du probléme

2.18) Vi) + ov'(t) + gt v() + y(@)) — gt y()) =0
) v(0) — v(2m) = v(0) — v/(2m) = O.
Considérons

y g(t,v +y) — gt,v)], siv#0
f@v) = {a(t), siv = 0.

Alors, le probléme (2.18) est équivalent a
V() + o'(t) + f@v(@) () =0
v(0) — vQ7) = v(0) — vVQ7) =0
ou

a(t) = f(t,v) = b(t)
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p.p-t € [0, 27] et tout v € R. On déduit du Lemme 2.1 que v = 0, ce qui
achéve la preuve.

3. Un resultat de multiplicite. Dans cette section, nous supposerons
que

e [0,27] = R, g [0,27] X R—>R

sont continus. De plus, nous supposerons que g(¢, -) est une fonction de
classe C'. I est bien connu que e € C[0, 27] peut étre écrit sous la forme
équivalente suivante:

e(t)y =¢e() + s

ou

s =Qm! /Zﬂ e()dt et

27
¢ e C[0,27] = {e e (|0, 277]:/0 e(t)dt = 0}.

Sous des hypothéses du type d’Ambrosetti-Prodi [3] sur le comportement
asymptotique de la non-linéarité, nous déduisons des bornes inférieures
sur le nombre de solutions périodiques du probléme (1.1). Ce résultat est
basé sur la méthode de sur- et sous-solutions et sur I'indice de point fixe
comme défini dans [1].

Par commodité, nous écrirons le probléme (1.1)-(1.2) sous la forme
équivalente suivante:

a1 —x"(t) — cx'(t) = g(t, x(t)) + &) + s
' x(0) — x(2m) = x'(0) — x'(27) = O.

Definition. On dit que a € CZ[O, 2ar] est une sous-solution (respective-
ment 8 € Cz[O, 27] est une sur-solution) du probléme (3.1) si et seulement
si

—a"(t) — ca'(t) = g(t, a(t)) + &) + s

a(0) — a27) = 0 = «/(0) — o/'(27)
respectivement

—B(1) — B(1) = g(t, B(t)) + &1) + s

BO0) — B2m) = 0 = B(0) — B'(2m);

les sous- et sur-solutions sont dites strictes si les inégalités ci-dessus sont
strictes.

En adaptant une approche due a [2] (utilisée pour la résolubilité du
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probléme aux valeurs limites pour les équations aux dérivées partielles
elliptiques dépendant d’un paramétre) nous démontrons le

THEOREME 2. Supposons qu’il existe deux nombres réels p, ¢ € R avec
0<p=gq< +ootels que
(32) p=liminfx ' g x)=limsupx ' gt x) =g

x—+o00 x—+o00
uniformément en t € [0, 27). Si de plus

(33) limsupx ' g(t,x)=d<0,(d €R)
X—>—00

uniformément en t € [0, 27].

Alors, pour chaque @ € C[0, 2n] donné, il existe un nombre réel
So = So(€) € R(—oo < sy < +00) tel que

(1) le probléeme (3.1) n’a aucune solution pour s > s,
(i1) le probléme (3.1) a au moins une solution pour s = s,
(iii) le probléme (3.1) a au moins deux solutions distinctes pour s < s,.

Démonstration. a) Nous montrons premiérement que si le probléme (3.1)
possede une solution pour un certain s* € R, alors il posséde une solution
pour chaque s € R tel que s = s*.

En effet, supposons que x* € C?[0, 2m] est une solution du probléme
(3.1) pour un certain s* € R et considérons s = s*; 'on a immédiatement

que
—(x*)’(t) — c(x*)Y = g(t, x*(t)) + & + s.

Dés lors, x* est une sur-solution de (3.1). D’autre part par I’hypothése
(3.3), il existe une constante réelle r << x*(¢) pour tout ¢ € [0, 27] telle
que

g, r)y +et) +s =0 pourtoutt € [0, 27].

Dés lors, r est une sous-solution de (3.1). L’existence d’au moins une
solution du probléme (3.1) oit s = s* découle du théoréeme fondamental
d’existence classique de la méthode de sur- et sous-solution ( [25]).

b) Nous montrons ensuite que le probléme (3.1) posséde au moins une
solution pour un certain s* € R.

Soit R € R, 0 < R fixé. Nous choissions s* € R comme suit

s* = — [max(max fe(z) |, max |g(t, R) |)]
0, 27] {0, 27]

on a que
g, R) + 2&(t) + s* =0 pour toutt € [0, 27].

De¢s lors, B(t) = R pour tout ¢t € [0, 27] est une sur-solution de
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(3.1). D’autre part, suivant ’approche utilisée dans a), on peut trouver une
constante réelle r << 0 telle que a(t) = r pour tout ¢ € [0, 27] est une
sous-solution de (3.1) pour s = s*. L’existence d’au moins une solution x*
du probléme (3.1) ot s = s* découle du théoréme fondamental de la
méthode de sur- et sous-solutions. Considerons s, = s,(€) défini par

so = sup{s € R: (3.1) posséde au moins une solution}.

Clairement, par a) et b), ona —oo < 55 = +o0.

¢) Il s’agit maintenant de montrer que s, < +oo. Il découle des
hypothéses (3.2) et (3.3) que la fonction g(¢, x) est bornée inférieurement,
c’est-a-dire qu’il existe une constante réelle 4 telle que g(z, x) = A4 pour
tout ¢ € [0, 27] et pour tout x € R.

Supposons maintenant que I’équation (3.1) admet une solution
x € CY0, 27]. En integrant (3.1) sur [0, 2], on obtient

(2'77-)_l /zw g(t, x(t))dt = —s.

Donc on a nécessairement que s = —A4 < +oco. Dot —co < sy(e) <
+oo et la conclusion (i) est prouvée. Le reste de la démonstration est
divisée en cinq étapes:

lere étape. Il découle de a), b) et c) ci-dessus qu’il existe un nombre réel
S = Sg(e)(—oo < 57 < +00) tel que le probléme (3.1) n’a aucune solution
pour s > 5, €t a au moins une solution pour s < sj.

Soit s* < s, fixé, et choisissons 7 € ]s*, s0[. Alors il existe une fonction
B < C2[O, 2] telle que

—B7() — B(t) = g(t, B(t)) + &) + 7
BO) — BQ2m) = B(0) — B'(2m) = 0.

Comme 7 > s* on a que B est une sur-solution stricte du probléme (3.1)
ous = s* De plus, en vertu de ’hypothése (3.3) il existe

3.4

a(t) =r € R, r < min B(t)
[0,27]

telle que « est une sous-solution de (3.1) ou s = s*. Dés lors
(3.5)  a(t) < B(t) pour tout ¢t € [0, 27].

Soit w € R, w > 0 arbitrairement fixé tel que
dg

36) w+ =(t,x)>0
dx

pour

t€[0,27] et x € [min a(t), max B(@)|;
[0,277] [0,27]
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on définit la fonction
G(x, s)(t) = g(t, x(®)) + 2() + s + wx(t).
Il est bien connu (cfr [13, 25, 29]) que le probléme
—x"(t) — cx'(t) + wx(t) = h(z
3.7 (1) ) @) @)
x(0) — x(27) = xX'(0) — x’Q27) =0

posséde une solution unique pour chaque 2 € C[0, 27]. Nous définissons
alors 'operator x = Kw comme étant 'unique solution du probléme

—x" — X' + wx = G(w, 5)
x(0) — x(27) = x’(0) — xX’'27) = 0.

Nous allons montrer que K est strictement croissant c’est-a-dire que si
w, < w, sur [0, 27], alors Kw; << Kw,. En effet si on considére

L: Dom L c C},[0, 2] — C[0, 27]

(3.8)

défini par
Dom L = CY0,27] et Lx = —x" — cx,
ou

Cl10,27] = {x € C":x(0) — x(27) = x'(0) — X'(27) },

on a
LKw, + wKw; = g(t, wi(t)) + &) + s + ww(?)
LKw; + wKw, = g(t, wy(2)) + &(t) + s + wwy(?)
Kw\(0) — Kw\(2m) = (Kw,)/(0) — (Kw,Y(2m) = 0
Kwy(0) — Kwy(2m) = (Kwp(0) — (Kw,)(2m) = 0.

Considérons x = Kw, — Kw, = x, — x|, on a

Lx + wx = (g(t, wy) — g(t, w)) + w(w, — w))
x(0) — xQ2m) = x'(0) — x'(2m) = 0.
Comme la fonction
(t, x) = g(t, x) + wx
est strictement croissante en x par (3.6), on a que
Lx + wx >0 sur]0, 27[.

Dés lors en vertu des Théorémes 3, 4 et du corollaire de [28, pp. 6-7] ou
u = —x,on aque x(¢) > 0 sur [0, 27] c’est-a-dire Kw, > Kw,.
D’ou K est un opérateur linéaire compact, strictement positif et
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strictement croissant (cfr. [1]).

Soit
E = C).[0, 27].
Le probléme (3.1) est donc équivalent au probléme de point fixe
x = KG(x, s)

dans E. On vérifie aisément que
(39 a < KG(a, s*) et KG(B,s*) < B,

de plus, KG(-, s*) est fortement croissant sur l’intervalle ordonné
(cfr. [1])
X=1la Bl ={uec Ea=u=p}

K étant compact et X étant borné dans C[0, 27}, on a que KG(X, s*) est
compact dans E. De plus KG: E X R — E transforme les bornés en
relativement compact.

2éme étape. Soit F = KG(:, s*). Nous nous proposons de montrer que F
posséde deux points fixes distincts. Comme F est croissant, (3.9) implique
que F(X) € X. Dés lors, par le théoréeme de point fixe de Schauder
[5, p. 131], F posséde un pointe fixe x, € X. De plus comme F est
fortgment croissant, (3.9) implique que X est d’intérieur non vide X, et x,
€ X. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que x, est 'unique
point fixe de F dans X (sinon on a deux points fixes distincts dans X et on
a fini la preuve sur la multiplicité). Dés lors, si B est la boule unité ouverte
dans F, il existe un réel ¢ > 0 tel que

Xg - eBCX
et le degré de Leray-Schauder (cfr. [, p. 134])
D; (I — F, xy + €B, 0]
est bien défini. Par la propriété d’unicité du degré de Leray-Schauder et les

propriétés de permanence et d’excision de l'indice de point fixe (cfr.
[1, Théoréme 11.1], et la premiére formule de sa preuve), nous avons

(3.10) D, (I — F, x, + €B, 0] = i(F, x, + B, E)
= i(F, xy + €B, X) = i(F, X, X) = 1.

La derniere égalité étant une conséquence triviale de la convexité de X et
de la propriété d’invariance par rapport & une homotopie (cfr. [1, p. 660],
la preuve du théoréme de point fixe de Schauder).

3éme étape. Supposons que

il existe un réel p > 0 tel que x; + €B C pB et
(3.11) | KG(x,s) #+ x pour touts € I = [s*, s, + 1]
et tout x € E avec |x|~ = p.
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Alors, par la propriété d’invariance du degré de Leray-Schauder par
rapport a une homotopie on a:

D, (I — F, pB, 0] = D, I — KG(-, 5y + 1), pB, 0] = 0,

car, en vertu de la définition de sy, KG(-, s, + 1) n’a pas de point fixe dans
E. Dés lors, la relation (3.10) entraine que

DI — F, pB\(x, + €B), 0]

= Dygll — F,pB,0] — D[l — F, xy + €B,0] = —1,
ce qui entraine qu’il existe un point fixe de F dans I’ensemble

pB\(x, + €B).

Donc, I’existence d’au moins deux solutions distinctes du probléme (3.1)
ou s = s* est acquise si 'on vérifie ’estimation a priori (3.11).

4éme étape. On remarque que K peut étre considéré comme un
endomorphisme de E qui est fortement positif et compact. Donc le rayon
spectral r(K) de K est positif et est la seule valeur propre de K ayant une
fonction propre positive (cfr. [1, Théoréme 3.2 (i)-(iii) ] ). Il s’ensuit que
r(K) = w~ I Les hypothéses (3.2) et (3.3) entrainent qu’il existe des réels
0<p<wetk =0 tels que

(3.12) G(x,s) = pux — k

pour tout x: [0, 27] > R et tout s € I.
Soit w 'unique solution de I’équation linéaire

w — uKw = —Kk.

Alors pour chaque point fixe x; de KG(-, s), s € I, on a, en vertu de (3.12),
que

(x, —w) — pK(x, —w) = 0.

Par conséquent, comme ,u_l > r(K), le Théoréme 3.2 (iv) de [1, p. 633]
implique que

(3.13) x, = w pour chaque s € I.

Supposons maintenant que (3.11) soit faux. Nous pouvons trouver, en
passant aux sous-suites si il y a nécessité, des suites (s,) © I et (xj) CE
avec

x|t — +oo
telles que
(3.14) x; = KG(x;, s;)
pour tout j € N. Posons
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¥y = x5/xler
alors en vertu de I’hypothése (3.2) et de la relation (3.13), on a que le
sous-ensemble

{G(x;, 5;)/Ix|c1: j € N}

est borné dans C[0, 27].

En divisant (3.14) par |x;| et en utilisant la compacité de K comme une
application de C[0, 27] dans E, on arrive a la conclusion que la suite ( ;)
est relativement compact dans E. Dés lors, en passant a une sous-suite si il
y a nécessité, on a

y,—y dans E, |ylor = 1,
avec, en vertu de (3.13),
(3.15 y=0.

De plus, les hypothéses (3.2) et (3.3) entrainent I'existence des réels a > 0,
b = 0 tels que

Gx,s) Z(w +a)x — b

pour tout x: [0, 2] — R et tout s € I. Dés lors, en vertu de (3.14),
Y = (0 + a)Ky; — |X,|(_~11Kb

et a la limite, on obtient
y — (0w + a)Ky = 0.

(@ + a)”! < r(K), le Théoréme 3.2 (iv) de [1] et la relation (3.15)
impliquent que y = 0, une contradiction avec le fait | y[~1 = 1.

Séme étape. Pour démontrer que le probléme (3.1) a au moins une
solution pour s = s, on considére la suite croissante (5;) telle que s; — 5.
On déduit de la 4éme étape que les solutions correspondantes

(3.16) x; = KG(x;, s5,), j € N

restent bornées dans E. De plus, en vertu de (3.16), la suite (xj-) est
relativement compact dans E par la compacité de K. Des lors, en pas-
sant a une sous-suite si il y a nécessité, on a que x;, — x dans F et que
x = KG(x, sy), c’est-a-dire que x est une solution du probléeme (3.1) avec
s = 5. (ii) est démontré; ce qui achéve la démonstration.
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