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EXISTENCE, UNICITE ET MULTIPLICITE DE 
SOLUTIONS PERIODIQUES D'EQUATIONS 

DIFFERENTIELLES DE DUFFING NON-LINEAIRES 
AVEC DISSIPATION 

M. N. NKASHAMA 

1. Introduction. Nous nous intéressons à l'existence, l'unicité et la 
multiplicité de solutions de l'équation différentielle forcée: 

(1.1) x"(t) + cx'(t) + g(t,x(t)) = e(t) 

vérifiant les conditions périodiques 

(1.2) x(0) - X(2TT) = x'(0) - X'(2TT) = 0 

où e G L](0, 27r), c e R, c arbitraire, g:[0, 2TT] X R —> R satisfait les 
conditions de Carathéodory i.e., g(-, x) est measurable pour tout i e R, 
g(/, •) est continu pour presque tout / e [0, 2IT]. 

Le problème (1.1)-(1.2) a été étudié par plusieurs auteurs. Nous 
mentionerons les travaux [22], [18], [21], [20], [19], [7], [29], [25] et la 
bibliographie contenue dans ces articles. 

Dans ce travail, nous supposerons que les quantités 

lim sup x • g(t, x) et lim sup x • g(/, x) 
x—* + oo x—» — oo 

(respectivement 

lim inf x~ • g(t, x) et lim inf x~ • g(/, x) ) 
x—> + oo x—> — oo 

peuvent prendre des valeurs différentes et sont comparées avec les valeurs 
propres du problème linéaire 

x"(0 + Xx(t) = 0, A e R 
(1.3) 

JC(0) - JC(2T7) = JC'(0) - X'(2IT) = 0. 

Dans la première section, nous démontrons un résultat d'existence (cfr. 
Théorème 1) en supposant qu'il existe un entier m G N et des fonctions à 
valeurs réelles a+, a__, è + , b_ e L (0, 2IT) tels que 

m ^ a ± ( 0 ^ lim inf x • g(t, x) 
x—>±oo 
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^ lim sup x ] • g(t, x) ^ b±(t) ^ (m + l)2 

x—>zboo 

uniformément pour presque tout / G [0, 277] avec des conditions 
supplémentaires, sur l'interaction de a± et è ± avec m et (m -h 1) 
respectivement, qui généralisent les conditions des auteurs cités ci-dessus 
dans plusieurs directions. On déduit du résultat principal de la première 
section un résultat d'existence et d'unicité (cfr. Corollaire 1). 

Dans la seconde section, nous considérons le cas où le non-linéarité g 
est assez "régulière" et "croise" d'une certaine manière la première valeur 
propre de (1.3), c'est-à-dire qu'il existe deux nombres réels d < 0 et 0 < p 
tels que 

lim sup x - 1 • g(t, x)^d<0<p^ lim inf x~X • g(t, x) 
A'—» — OO A ^ + OO 

uniformément en / e [0, 2TT]. NOUS démontrons alors un résultat 
d'existence et de multiplicité pour le problème (1.1)-(1.2) en utilisant 
d'une part la méthode de sualors un résultat d'existence et de multiplicité 
pour le problème (1.1)-(1.2) en utilisant d'une part la méthode de sur- et 
sous-solutions et d'autre part l'indice de point fixe. 

Enfin pour terminer cette introduction, nous signalons que tout au long 
de ce travail, nous utiliserons les notations de [25] pour les espaces 
abstraits, la convergence forte et la convergence faible. De plus, pour 
m G N, nous utiliserons les espaces 

(1.4) Ym = Span{sin mt, cos mt}, m ¥= 0; y0 = Span{l} 

(1.5) Ym+X = Span{sin(ra + 1) /, cos(m + 1) t) 

c'est-à-dire, les sous-espaces vectoriels de C[0, 277] engendrés par sin mt, 
cos mt et sin(m + 1) /, cos(ra + 1)/ respectivement. Pour v e C[0, ITT], on 
notera 

v + (/) = max(v(f), 0) et v~(0 = max(-v(f) , 0). 

2. Les résultats d'existence et d'unicité. Tout au long de cette section, 
nous supposerons que la non-linéarité g satisfait les conditions de 
Carathéodory et que ym et ym + \ sont donnés par (1.4) et (1.5) 
respectivement (cfr. Section 1). Nous avons le résultat d'existence 
suivant: 

THÉORÈME 1. Supposons satisfaites les inégalités suivantes: 

(2.1) m2 g a+(t) â lim inf x~l • g(t9 x) 
A ' - ^ + OO 

ë lim sup x~l • g(t, x) ^ b + (t) ^ (m + l)2 

A—* 4 -00 

m ^ «_ (0 = lim inf x • g(t, x) 
A—^ — OO 
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^ lim sup x ] • g(t9 x) ^ b_(t) ^ (m + l)2 

JC—» — o o 

uniformément pour presque tout t G [0, 277] où m G N et a±, b± G L (0, 2ir) 
vérifient les conditions suivantes: 

(2.2) fj [ ( M O - m2)(v + (/) )2 + ( M O - m2Xv~(0 )2]A > 0 

/?o«r /ow/ v G ^ \ { 0 } ef 

(2.3) / ^ [ ( (m + l)2 - M O X H > + ( 0 )2 

+ ((m 4- l)2 - M O ) ( M O f]dt > 0 

/76>wr tout w G 1^ + 1 \ {0} . 
yl/ors le problème (1.1)-(1.2) possède au moins une solution pour chaque 

e G L](0, 2TT). 

Pour démontrer ce théorème, nous avons besoin de deux lemmes dont 
les énoncés et les preuves sont donnés ci-dessous. 

LEMME 2.1. Soient a±, b± G L](0, 2TT) <?f m G N satisfaisant les 
conditions du Théorème 1. Alors, il existe 

€ = €(fl±, Z>±) > 0 e/ S - 8(fl±, b±) > 0 

te/s gw£ pour tout p+, /?_ G L (0, 2?7) satisfaisant 

M O ~ e ̂  p+{t) tk M O + e 

M O - c ̂  /?_(0 ^ M O + € 

/?owr presque tout t G [0, 2?r], e/ /?owr tow/ x G WK ' (0, 2TT) avec 

JC(0) - JC(2TT) = JC'(0) - x'(29r) - 0 

on a 

\x" -h CX' + / > + * + — /7 JC | z 1 i^ 6 | x | c . 

Preuve. Elle est divisée en deux étapes: 

1ère étape. Montrons tout d'abord que si/?+,/?_ G L (0, ITT) sont tels 
que 

M O ^ P±(t) ^ M O 

p.p. / e [0, 2TT] OÙ Û ± , &_+. satisfont les conditions du Théorème 1. Alors le 
problème 

(2.4) *"(/) + cx'(t) + M0* + ( 0 - p-(t)x~~(t) = 0 

JC(0) - JC(2TT) = JC'(0) ~ JC'(27T) = 0 

n'a que la solution triviale (i.e., x = 0). 
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Définissons p:[0, lir] X R —> R par 

P(t x) = lP+(0 Si X> ° P( } \p-(t) si x ^ 0, 

on a par hypothèse 

(2.5) m2 ^ />(f, x) ^ (m 4- l)2 

p.p. / e [0, 277] et tout x e R. De plus le problème (2.4) est équiva­
lent à 

x"(0 + cx'(t) + />(/, x ( 0 ) * ( 0 = 0 
(2.6) 

JC(0) - X(2TT) - JC'(0) - JCX27T) = 0. 

Maintenant, soit x e W ' (0, 277) une solution du problème (2.4) (et donc 
une solution du problème (2.6) ), alors x peut être écrit sous la forme de 
série de Fourier 

+00 

x(t) = a0 + 2 (an cos nt + ô„ sin nt). 
n=\ 

Soit x(r) = x(t) + 3c(0 où 

x(t) = a0 + 2 (<?„ cos «/ -f ft„ sin nt) et 
« = 1 

OO 

x(t) = 2 (#„ cos nt + Z?„ sin «/). 
n=m+ 1 

Compte tenu de l'orthogonalité de x et 3c dans L2(0, 277-), on déduit de 
(2.6) que 

0 = J o (x(t) - x(t))(x"(t) + cx'(t) + />(/, Jc(f)M0)<# 

= fjl&it))2 -P(t,x{t))x\t)]dt 

+ fj[p(t9x(t))^(t) ~(x\t)i]dt. 

Les deux derniers termes sont positifs en vertu des inégalités (2.5) et de 
l'égalité de Parseval-Steklov. Dès lors 

r; (2.7) j o [ (x'(o y - pit, m + m )x\t) w = 0 
(2.8) ) l [p(t, x(t) + m )x2(0 - (x'(t) ?}dt = 0 

avec 
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x(t) = tfm+1 cos(m + 1) / + bm + i sin(m + 1) / 

x(t) = am cos mt -f bm sin mt 

c'est-à-dire x e Fm et x e 1^+ 1 (cfr. p. ex. [25] pour les détails). 
Supposons que x(t) = 0, alors la relation (2.7) entraîne que 

= ^ " [ ( ( w + i)2 - / M O X* + (0 )2 

+ ( ( m + l)2 - P_(t) ) ( ï " ( 0 )2]Jr 

avec x e 5^,+1; l'hypothèse (2.3) entraîne que 3c = 0 et donc x = 0. 
Maintenant supposons que 5c ¥= 0, alors la relation (2.8) entraîne que 

p(t, x(t) + x(t) ) = m2 

p.p. t G [0, 2?r]. Dès lors, par la relation (2.7) on a 

/

2vr 

0 [ (m + l)2 - w2]3c2(0^ = 0 

i.e., 3c = 0. Par conséquent x = 3c. La relation (2.8) entraîne que 

0 = h [p^xwy^w - wo?]* 
= f1* [p+(t) - m2)(x+(t))2 + (/,_(*) - m2)(x-(t))2]dt 

avec x e Ym\ l'hypothèse (2.2) implique x = 0, une contradiction avec le 
fait que x ¥= 0. Ainsi donc, dans tout les cas x = 0, ce qui entraîne que 
x = 0. 

2ème étape. Supposons que la conclusion du lemme soit fausse. Nous 
pouvons trouver des suites 

(xn) c W2'\0, 2ir), (pn
±) c L](0, 277) 

avec 

Wc = !> 
x„(0) - ^ ( 2 T T ) = < (0 ) - <(2TT) = 0, 

a±(t) - n~x ^pn
±(0 ^ M O + n~x 

p.p. / G [0, 2?7-] tels que 

(2.8') < + ^ + pn
+x„+ - p"_x- = v„, « G N* 

avec 

|v„|L. < n~\ ne N*. 
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1 1 

Soit JU, G R arbitrairement fixé tel que m < jii < (m + 1) , alors 
l'équation (2.8') est équivalente à 

< + c < + \ixn = vn - p\x+ + /?!!_*" + /ixn. 

Définissons l'opérateur linéaire 

A: Dom A c C[0, 2TT] -» L!(0, 2T7) 

comme suite: 

Domyl = {x e H^21(0, 2T7):X(0) - X(2TT) 

= JC'(O) - X'(2TT) = 0}, 

y lx = X" + CJC' + /Ut. 

Il est bien connu que A est un opérateur linéaire inversible tel que 

A~l:Lx(0, 2TT) -> C[0, 2TT] 

est compact c'est-à-dire complètement continu (cfr. [26]). Dès lors, 
l'équation (2.8') est équivalente à 

xn = A~]ivn ~ P + Xn + P-Xn + M*J 

dans Dom A. Compte tenu de la compacité de A~\ du fait que la 
quantité 

Vn ~ P\Xn + P-Xn + /**„ 

est bornée dans L](0, 2m) grâce aux inégalités 

1/4(0 | ^ |Û±(0 - 1| + IMO - M O + 2| = P±(t) 
où /}_+_ G L (0, 277); on peut affirmer, considérant les sous-suites s'il y a 
nécessité, que 

xn —» x dans C[0, 277] 

/ 4 -* /?± dans L](0, 2TT) 

avec |x | c = 1 et a±(t) = p±(t) = b-Jjt) p.p. t e [0, 2TT]. De plus, pour tout 
<t> <= L°°(0, 2TT), on a 

0 «K/4-V ~ P±x±) 

) i <j>P
n

±(x7 - x~)\ + i / r ^ - ^ > 

^ Mook - ^ici^i/j+1 / r (p± - />*)*** 
et donc 
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pn
±x~ —k p±x± dans L^O, 277). 

Comme l'operateur A est faiblement fermé, on déduit que x G Dom A 
et p.p. tout / G [0, 2TT] 

JC"(0 4- c*'(0 + />+(*)*+(0 - p-(t)x~(t) = 0 

x(0) - X(2TT) = x'(0) - X'(2TT) = 0. 

Dès lors, en vertu de la première étape, on a que x = 0, une contradiction 
avec le fait que \x\c = 1, ce qui achève la preuve. 

Le lemme suivant nous permettra d'utiliser la propriété d'existence du 
degré de coïncidence [26]. Soit 

X = C[0, 2TT], Z = L!(0, 277) et L: Dom L c X -> Z 

défini par 

Dom L = {x G X: JC' absolument continu et 

JC(0) - JC(2TT) = JC'(O) - X' (2TT) = 0 } 

Lx = x" + ex'. 

Nous montrons que, sous les hypothèses du Lemme 2.1, le degré de 
coïncidence ou le degré relatif à L de l'opérateur 

L + P+(-)+ - P_(-y 

par rapport à toute boule ouverte B(r) dans X centrée en l'origine (cfr. 
[26] ), c'est-à-dire 

DL[L+P+(-)+ -p_(-y-,B(r)] 

est bien défini, non nul et indépendant du choix de p+ et p_. 

LEMME 2.2. Avec les hypothèses du Lemme 2.1, 

DL[L + p+(-)+ - / M - ) - , B{r) ] = ± 1 

pour chaque r > 0 et chaque p+ et p_ satisfaisant les conditions du Lemme 
2.1. 

Preuve. On voit immédiatement que l'opérateur /?+(•) — P-(')~ e s t 

L-complétement continu (cfr. [26] ). Des hypothèses du Lemme 2.1 et de la 
propriété d'invariance du degré par rapport à une homotopie, on déduit 
que 

DL[L+p+(-)+ -p_(-)-;B(r)] 

= DL[L + M - ) + - M O " ; *('•)]• 

Soit 7] G R, m2 < i] < (m 4- l)2,17 fixé arbitrairement. Alors, pour chaque 
A G [0, 1] et p.p. / G [0, 2m\ on a 
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m2 ^ (1 - X)rj + Xb±(t) ^ (m + l)2 p.p. 

Un calcul élémentaire montre que 

(1 - Xfr 4- X6+ et (1 - X)T] -h Xb_ 

vérifient les hypothèses du Lemme 2.1. Dès lors, quelque soit À G [0, 1], 
l'équation 

Lx + [ (1 - X>| + Xi+]x+ - [ (1 - \)i] + X6_]JC~ = 0 

ne possède que la solution triviale. Il s'ensuit, de la propriété d'invariance 
du degré par rapport à une homotopie et des résultats sur le degré des 
opérateurs linéaires injéctifs (cfr. [26] ), que 

DL[L + M - ) + - M O " ; B(r)] = DL[L + r,/; B(r)] = ± 1 , 

ce qui achève la preuve. 

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le Théorème 1. 

Démonstration du Théorème 1. Soient € > 0 et 8 > 0 qui sont associés 
aux fonctions a± et b± par le Lemme 2.1. On peut trouver un nombre réel 
p = p(c) > 0 tel que pour presque tout t e [0, 27r] on a 

a + ( 0 — € ^ x _ 1 • g(t, x) ^ b+(t) + e si x ^ p 

fl_(0 - c ^ x - 1 • g(/, x) ^ &_(/) + e si JC ^ - p . 

Définissons 

g + : [0,2*r] X R + ->R, 

g_: [0, 2TT] X R_ - ^ R et 

h: [0, 2T7] X R - * R 

comme suit: 

g At x) = i x ! " g ( ' ' x) s i x = P 

„ ( / x ) = < - ' •&('>*) s i x ^ - p 
S-l ' .*> K _ p ) - i . g ( / > _ p ) s i _ p < x < o 

{; 
'•x)={(-

A(/, 0) = g(/, 0) 

h(t,x)= fg(f^)-g+(t,x) s i x > 0 
v ' ' [g(t,x) - g_(t,x) s i x < 0. 

Le problème (1.1)-(1.2) est equivalent à 

(2.9) x"(t) + cx'(t) + g+(t, x+(t) )x + (t) - g_(t, -x~(t) )x~(t) 

+ h(t,x(t)) = e(t) 

x(0) - x{2ir) = JC'(0) - x'(2w) = 0 
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OÙ 

(2.10) \h(t,x)\^yp(t) 

p.p. / e [0, 2IT] et tout x e R, pour un certain yp e L](0, 27r). De plus 

Û + ( 0 - € ^ g+(/, x) ^ Z>+(f) + € sur [0, 2T7] X R + 

( 2 " H ) a_(t) - e ë g_(t, x) ^ M O + € sur [0, 2TT] X R_. 

Nous mettons le problème (2.9) sous la forme abstraite adéquate pour 
l'application de la théorie du degré topologique de la manière suivante: 
Soient les espaces fonctionnels X, Z et l'opérateur 

L: Dom L c X -> Z 

définis juste avant l'énoncé du Lemme 2.2 et soient les opérateurs 
H: X —» Z et G: X —> Z définis comme suit: 

/ / (x) = AC, *(•) ) - e(-)9 

G(x)(t) = [C(x)(t)]x(t) EE (C(x)x)(0 

où 

C(*X0 = g+(t,x+(t))xI+M + g-(f, -*~(0)x/_(Jo 
avec 

/+(JC) = {/ G [0, 2TT]:X(0 > 0} 

/_(* ) = { , e [0, 2ÎT]:JC(0 < 0} 

et Xi+ s o n t l e s fonctions caractéristiques correspondant à /+ et /_ 
respectivement. Ainsi, 

G(x)(t) = g+(/ , x + ( 0 ) * + ( 0 - g_(/, ~ x~ (0 )*"(')• 

Soit l'opérateur ^4:X —> Z défini par 

(Ax)(t) = (Ah(x)(t))x(t) s 04*(x)*XO 

où 

^ ( x ) ( 0 = M0X/+(Jc) + *-(OX/_u) 

et donc 

(>4JC)(0 = M 0 * + ( 0 - M0*~"(0-

Dès lors le problème (2.9) est équivalent à 

(2.12) Lx + Gx + i/x - 0, J C E Dom L. 

En vertu de la propriété d'invariance par rapport à une homotopie du 
degré de coïncidence ( [26] ) et du Lemme 2.2, le problème (2.12) (et donc 
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(2.9) et (1.1) ) possède au moins une solution si l'ensemble de toutes les 
solutions possibles de la famille d'équations 

(2.13) Lx 4- (1 - X)Ax + XGx 4- XHx = 0, x G Dom L 

est borné indépendamment de À G [0, 1]. 
Soit x G Dom L une solution de (2.13) pour un certain X G [0, 1]. Par 

construction, on a 

(1 - X)(Ax)(t) 4- X(Gx)(t) 

= [(1 - A ) M 0 + *g+C> * + ( ' ) ) ] * + ( 0 

- [(1 - X)6_(0 + \g_(t, -x'(t))]x-(t) 

OÙ p . p . / G [0, 277] 

(2.14) fl+(/) - c ^ (1 - \)b+(t) + \g+(t9 x + ( 0 ) ^ 6 + ( 0 + € 

fl__(f) - € ^ (1 - X)b_(t) + Xg_(f, - J C " ( 0 ) = M O + €• 

Dès lors, en vertu des relations (2.14), (2.10) et du Lemme 2.1 ci-dessus 
on a 

0 = \Lx + (1 - X)Ax 4- XGJC -h XJ/JC|LI 

^ \Lx + (1 - À>4JC + AGJC|LI - |#x|Li 

^ « M e - IYPIL». 

c'est-à-dire 

(2.15) |JC|C ^ * 

où R G R, /? dépend uniquement de a±, b± et y . L'existence d'au moins 
une solution pour le problème (2.12) provient de la propriété d'existence 
du degré de coïncidence ( [26] ) et du Lemme 2.2 ci-dessus; ce qui achève 
la démonstration. 

Remarque 2.1. Une simple analyse de la demonstration du Théorème 1 
permet de conclure que sa conclusion reste vraie si on remplace les 
inégalités (2.1) par 

a±{t) — 7] ^ lim inf x~l • g(t, x) 
x—>±oo 

^ lim sup x~l • g(t, x) ^ b±(t) 4- Ï) 
x—>±oo 

uniformément p.p. t G [0, 277], où 0 ^ TJ < e; a±, b± satisfont les 
hypothèses du Théorème 1 et e > 0 est associé à a±, b± par le Lemme 2.1. 
Dès lors, on peut "traverser" les valeurs propres m2 et (m 4- l)2 sur des 
sous-ensembles de [0, 277] de mesure positive. 

Remarque 2.2. Le Théorème 1 généralise les résultats de [29, Théorème 
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3], [25, Théorème II.2]. De plus, la conclusion du Théorème 1 reste vrai si 
on considère le second membre du problème (1.1) comme étant une 
fonction 

e: [0, 2TT] X R -> R 

continue telle que 

\e(U x) | ^ C + A0( |JC| ) 

où C est une constante réelle et A0 G R avec A0 suffisamment petit. 
(Signalons que le cas où m = 0 est largement étudié dans [27] dans le 
cadre de l'équation de Liénard.) 

Le corollaire suivant généralise certains résultats de [22], [21], [20], [18], 
[19]: 

COROLLAIRE 1. Supposons que la non-linéarité g est telle que 

(2.16) m2 ^ a(t) ^ g{U X) " g{f> y) ^ b(t) ^ (m + l)2 

x - y 

p.p. t e [0, 2m\ et tout JC, y e R, x ¥* y, où 

(2.17) m1 < a(t\ b(t) < (m -h l)2 

sur des sous-ensembles de [0, 2TT] de mesure positive. Alors le problème 
(1.1)-(1.2) possède une solution unique pour chaque e e L (0, 2IT). 

Preuve. Les conditions (2.16) et (2.17) entraînent que les hypothèses 
(2.1)-(2.3) sont satisfaites. Dès lors l'existence d'au moins une solution du 
problème (1.1)-(1.2) découle du Théorème 1. 

Supposons maintenant que x et y sont deux solutions de (1.1)-(1.2). 
Alors v = x — y est une solution du problème 

„ o, v"o + cv'w + ̂ v w + y& ) - M> y& > = ° 
(2.18) 

v(0) - v(2?7) = v'(0) - v'(2*r) = 0. 

fa v\ = lv ^ v + y) ~ sC>vH si v ̂  o 
Considérons 

-1 

2(0, si v = 0. 

Alors, le problème (2.18) est équivalent à 

v"(0 + cv\t) + / ( / , v (0 )v(0 = 0 

v(0) - V(2TT) = v'(0) - vr(277) = 0 

où 

a(t)^f(t,v) ^b(t) 
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p.p. / e [0, 277] et tout v e R. On déduit du Lemme 2.1 que v = 0, ce qui 
achève la preuve. 

3. Un résultat de multiplicité. Dans cette section, nous supposerons 
que 

e: [0, 2TT] -> R, g: [0, 2TT] X R -> R 

sont continus. De plus, nous supposerons que g(t, •) est une fonction de 
classe C1. Il est bien connu que e e C[0, 2IT] peut être écrit sous la forme 
équivalente suivante: 

e(t) = e(t) + s 

où 

/

2m 

0 e(t)dt et 

e G C[0, 2TT] = L G C[0, 2IT]:JQ e(t)dt = o j . 

Sous des hypothèses du type d'Ambrosetti-Prodi [3] sur le comportement 
asymptotique de la non-linéarité, nous déduisons des bornes inférieures 
sur le nombre de solutions périodiques du problème (1.1). Ce résultat est 
basé sur la méthode de sur- et sous-solutions et sur l'indice de point fixe 
comme défini dans [1]. 

Par commodité, nous écrirons le problème (1.1)-(1.2) sous la forme 
équivalente suivante: 

- J C " ( 0 - cx'(t) = g(/, x(t) ) + ?(/) + s 
(3.1) 

x(0) - X(2TT) = x'(0) - X'(2TT) = 0. 

Definition. On dit que a e C [0, 2TT] est une sous-solution (respective­
ment |8 G C [0, 277] est une sur-solution) du problème (3.1) si et seulement 
si 

- « " ( / ) - ca\t) ^ g(t, a(t)) + e(t) + s 

a(0) - a(277) = 0 = a'(0) - «'(2*0 

respectivement 

-j8"(r) - cP(t) â g(;, y8(0 ) + ?(0 + * 

/?(0) - #2w) = 0 = >»'(0) - PVv); 

les sous- et sur-solutions sont dites strictes si les inégalités ci-dessus sont 
strictes. 

En adaptant une approche due à [2] (utilisée pour la résolubilité du 
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problème aux valeurs limites pour les équations aux dérivées partielles 
elliptiques dépendant d'un paramètre) nous démontrons le 

THÉORÈME 2. Supposons qu'il existe deux nombres réels p, q G R avec 
0 < p ^ q < +oo tels que 

(3.2) p ^ lim inf x - 1 • g(t, x) ^ lim sup x~x • g(t, x) Hk q 

uniformément en t G [0, 2TT]. Si de plus 

(3.3) lim sup x - 1 • g(t, x) ^ d < 0, (d G R) 
x—» — oo 

uniformément en t G [0, 2TT]. 
Alors, pour chaque e G C[0, 27r] donné, il existe un nombre réel 

s0 = s0(e) G R( —oo < s0 < -foo) tel que 
(i) le problème (3.1) «'# aucune solution pour s > s0, 

(ii) le problème (3.1) a #w moins une solution pour s = s0, 
(iii) le problème (3.1) # <sw moins deux solutions distinctes pour s < s0. 

Démonstration, a) Nous montrons premièrement que si le problème (3.1) 
possède une solution pour un certain s* G R, alors il possède une solution 
pour chaque s G R tel que s ^ s*. 

En effet, supposons que x* G C [0, 277] est une solution du problème 
(3.1) pour un certain s* e R et considérons s = s*; l'on a immédiatement 
que 

-(x*)"(t) - c(x*)' ^ g(t, J C * ( 0 ) + ? + s. 

Dès lors, JC* est une sur-solution de (3.1). D'autre part par l'hypothèse 
(3.3), il existe une constante réelle r < JC*(/) pour tout / G [0, 2IT] telle 
que 

g(t, r) + e(t) + s ^ 0 pour tout / G [0, 2TT]. 

Dès lors, r est une sous-solution de (3.1). L'existence d'au moins une 
solution du problème (3.1) où s ^ s* découle du théorème fondamental 
d'existence classique de la méthode de sur- et sous-solution ( [25] ). 

b) Nous montrons ensuite que le problème (3.1) possède au moins une 
solution pour un certain s* G R. 

Soit R G R, 0 < R fixé. Nous choissions s* G R comme suit 

s* ^ — I max! max \e(t) |, max \g(t, R) \ 
L MO, 2T7] [0, 2ir] 

on a que 

g(t, R) + e(t) + s* ^ 0 pour tout / G [0, 2TT]. 

Dès lors, ft(t) = R pour tout t G [0, 277] est une sur-solution de 
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(3.1). D'autre part, suivant l'approche utilisée dans a), on peut trouver une 
constante réelle r < 0 telle que a{t) = r pour tout / e [0, 2ir] est une 
sous-solution de (3.1) pour s = s*. L'existence d'au moins une solution x* 
du problème (3.1) où s = s* découle du théorème fondamental de la 
méthode de sur- et sous-solutions. Considérons s0 = s0(e) défini par 

s0 = sup{s e R: (3.1) possède au moins une solution}. 

Clairement, par a) et b), on a - o o < 50 i +oo. 
c) Il s'agit maintenant de montrer que s0 < + oo. Il découle des 

hypothèses (3.2) et (3.3) que la fonction g(t, x) est bornée inférieurement, 
c'est-à-dire qu'il existe une constante réelle A telle que g(t, x) ^ A pour 
tout / e [0, 27r] et pour tout x G R. 

Supposons maintenant que l'équation (3.1) admet une solution 
x e C2[0, 277]. En integrant (3.1) sur [0, 277], on obtient 

(2TT)-] Jj g(ux(t))dt = -s. 

Donc on a nécessairement que s ^ —A < +00. D'où — 00 < s0(e) < 
+ 00 et la conclusion (i) est prouvée. Le reste de la démonstration est 
divisée en cinq étapes: 

1ère étape. Il découle de a), b) et c) ci-dessus qu'il existe un nombre réel 
0̂ = so(^)(~~°° < so < + ° ° ) tel que le problème (3.1) n'a aucune solution 

pour s > s0 et a au moins une solution pour s < s0. 
Soit s* < s0 fixé, et choisissons r e ],?*, s0[. Alors il existe une fonction 

/? <= C2[0, 2TT] telle que 

-r(o - cn\t) = g(u m ) + m + T 
0(0) - 0(2w) = F(0) - j8'(2ir) = 0. 

Comme r > s*, on a que /? est une sur-solution stricte du problème (3.1) 
où s = s*. De plus, en vertu de l'hypothèse (3.3) il existe 

a(t) = r <= R, r < min /?(/) 
[0,2TT] 

telle que a est une sous-solution de (3.1) où s = 5*. Dès lors 

(3.5) a(/) < /?(/) pour tout / e [0, 2«TT]. 

Soit a) G R, (o > 0 arbitrairement fixé tel que 

(3.6) co + — 0 , x) > 0 
8.x 

pour 

/ G [0, 2TT] et X G min <x(t), max £(/) L 
L[0,2*r| [0,2TT] J 
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on définit la fonction 

G(x, s)(t) = g(t, x(t) ) + e(t) + s 4- œx(t). 

Il est bien connu (cfr [13, 25, 29] ) que le problème 

- x " ( 0 - cx\t) + œx(t) = h(t) 
(3.7) 

x(0) - x(2<n) = JC'(O) - x'(2ir) = 0 

possède une solution unique pour chaque h e C[0, 277]. Nous définissons 
alors l'operator JC = Xw comme étant l'unique solution du problème 

— x" — ex' -f œx = G(w, s) 
(3.8) 

JC(0) - X(2T7) = JC'(0) - x'(2<n) = 0. 

Nous allons montrer que K est strictement croissant c'est-à-dire que si 
H>J < w2 sur [0, 277], alors ÂTwj < Kw2. En effet si on considère 

L: Dom L c C^JO, 2TT] -> C[0, 2TT] 

défini par 

Dom L = C2[0, 2TT] et ZJC = -x" - ex', 

où 

C^JO, 2TT] = {x e C1 :*^) - x(2<n) = x'(0) - x\2if) }, 

on a 

LÀTw, -h œKwl = g(t, wx(t)) + e(t) + 5 + (ow,(0 

LAW2 -h uKw2 = g(f, w2(0 ) + ?(0 + ^ + o)w2(t) 

Kw}(0) - Kwx(2<n) = (Kwx)'(0) - (ÀW,)'(2flr) = 0 

Kw2(0) - KW2(2TT) = (Kw2)'(0) - (KW2)'(2TT) = 0. 

Considérons x = Kw2 — Kwx = x2 — xl9 on a 

Lx + o)x = (g(t, w2) - g(t, w,) ) + co(w2 - w,) 

JC(0) - JC(2TT) = x'(0) - X'(2TT) = 0. 

Comme la fonction 

(t, x) h-> g(f, JC) + cox 

est strictement croissante en x par (3.6), on a que 

LJC + œx > 0 sur ]0, 2ir[. 

Dès lors en vertu des Théorèmes 3, 4 et du corollaire de [28, pp. 6-7] où 
u = —x, on a que JC(/) > 0 sur [0, 2TT] c'est-à-dire Kw2 > Xwj. 

D'où K est un opérateur linéaire compact, strictement positif et 
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strictement croissant (cfr. [1] ). 
Soit 

E = Cl
2JLQ, 277]. 

Le problème (3.1) est donc équivalent au problème de point fixe 

x = KG(x, s) 

dans E. On vérifie aisément que 

(3.9) a < KG(a, s*) et KG((1, s*) < jB, 

de plus, KG(-, s*) est fortement croissant sur l'intervalle ordonné 

(cfr.[l]) 

X == [a, fi] = {u G E\a S u ^ jB}. 

K étant compact et X étant borné dans C[0, 2?r], on a que KG(X, s*) est 
compact dans E. De plus #G: E X R —» E transforme les bornés en 
relativement compact. 

2ème étape. Soit F = KG(-, s*). Nous nous proposons de montrer que F 
possède deux points fixes distincts. Comme F est croissant, (3.9) implique 
que F(X) c X. Dès lors, par le théorème de point fixe de Schauder 
[5, p. 131], F possède un pointe fixe x0 G X. De plus comme F est 
fortement croissant, (3.9) implique que X est d'intérieur non vide X, et x0 

G X. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que x0 est l'unique 
point fixe de F dans X (sinon on a deux points fixes distincts dans X et on 
a fini la preuve sur la multiplicité). Dès lors, si B est la boule unité ouverte 
dans E, il existe un réel € > 0 tel que 

JC0 + eB c X 

et le degré de Leray-Schauder (cfr. [5, p. 134] ) 

DLS[I - F, x0 + eB, 0] 

est bien défini. Par la propriété d'unicité du degré de Leray-Schauder et les 
propriétés de permanence et d'excision de l'indice de point fixe (cfr. 
[1, Théorème 11.1], et la première formule de sa preuve), nous avons 

(3.10) DLS[I - F, x0 -h eB, 0] = i(F, x0 + eB, E) 

= i(F, x0 + eB, X) = i(F, X, X) = 1. 

La dernière égalité étant une conséquence triviale de la convexité de X et 
de la propriété d'invariance par rapport à une homotopie (cfr. [1, p. 660], 
la preuve du théorème de point fixe de Schauder). 

3ème étape. Supposons que 

I il existe un réel p > 0 tel que x0 -f eB c pB et 
(3.11) KG(x, s) * x pour tout s e / = [5*, s0 + 1] 

I et tout x e E avec |JC|CI = p. 

https://doi.org/10.4153/CJM-1987-027-6 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.4153/CJM-1987-027-6


EQUATIONS DIFFERENTIELLES 599 

Alors, par la propriété d'invariance du degré de Leray-Schauder par 
rapport à une homotopie on a: 

DLS[I - F, pB, 0] = DLS[I - KG(-, s0 + 1), pB, 0] = 0, 

car, en vertu de la définition de s0, KG(-, sQ + 1) n'a pas de point fixe dans 
E. Dès lors, la relation (3.10) entraîne que 

DLS[I - F, pB\(x0 + eB), 0] 

= DLS[I - F, pB, 0] - DLS[I - F, x0 + (B, 0] = - 1 , 

ce qui entraîne qu'il existe un point fixe de F dans l'ensemble 

pB\(x0 + eB). 

Donc, l'existence d'au moins deux solutions distinctes du problème (3.1) 
où s = s* est acquise si l'on vérifie l'estimation a priori (3.11). 

4ème étape. On remarque que K peut être considéré comme un 
endomorphisme de E qui est fortement positif et compact. Donc le rayon 
spectral r(K) de K est positif et est la seule valeur propre de K ayant une 
fonction propre positive (cfr. [1, Théorème 3.2 (i)-(iii) ] ). Il s'ensuit que 
r(K) = œ~ . Les hypothèses (3.2) et (3.3) entraînent qu'il existe des réels 
0 < / x < < o e t / : ^ 0 tels que 

(3.12) G(x, s) ^ jujc - k 

pour tout x: [0, 2TT] —» R et tout s e /. 
Soit w l'unique solution de l'équation linéaire 

w — fiKw = —Kk. 

Alors pour chaque point fixe xs de KG{% s), s G /, on a, en vertu de (3.12), 
que 

(xs -w)- tiK(xs - w) ^ 0. 

Par conséquent, comme \i~ > r(K), le Théorème 3.2 (iv) de [1, p. 633] 
implique que 

(3.13) xs â w pour chaque s ^ I. 

Supposons maintenant que (3.11) soit faux. Nous pouvons trouver, en 
passant aux sous-suites si il y a nécessité, des suites (s-) a I et (x-•) c E 
avec 

\xj\c\ -> +oo 

telles que 

(3.14) Xj = KG(XJ,SJ) 

pour tout j e N. Posons 
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y. = XJ/\XJ\C\, 

alors en vertu de l'hypothèse (3.2) et de la relation (3.13), on a que le 
sous-ensemble 

{G(xj9sj)/\xjici:j e N} 

est borné dans C[0, 2ir]. 
En divisant (3.14) par |JC-|CI et en utilisant la compacité de K comme une 

application de C[0, In] dans E, on arrive à la conclusion que la suite (y) 
est relativement compact dans E. Dès lors, en passant à une sous-suite si il 
y a nécessité, on a 

yj -*y dans E, \y\c\ = 1, 

avec, en vertu de (3.13), 

(3.15) y ^ 0. 

De plus, les hypothèses (3.2) et (3.3) entraînent l'existence des réels a > 0, 
h ^ 0 tels que 

G(x, s) ^ (co + a)jc — Z? 

pour tout JC: [0, 27r] —> R et tout s ^ I. Dès lors, en vertu de (3.14), 

yj â (co + fl)Xyy. - \x^Kb 

et à la limite, on obtient 

y - (o) + a)A> = 0. 

(<o + a)~x < r ( ^ ) , le Théorème 3.2 (iv) de [1] et la relation (3.15) 
impliquent que j> = 0, une contradiction avec le fait |_y|ci = 1. 

5ème étape. Pour démontrer que le problème (3.1) a au moins une 
solution pour s = s0, on considère la suite croissante (sj) telle que Sj —» s0. 
On déduit de la 4ème étape que les solutions correspondantes 

(3.16) Xj = KG(XJ9SJ)9 j e N 

restent bornées dans E. De plus, en vertu de (3.16), la suite (x.) est 
relativement compact dans E par la compacité de K. Dès lors, en pas­
sant à une sous-suite si il y a nécessité, on a que x- —-> x dans E et que 
x = KG(x, %), c'est-à-dire que x est une solution du problème (3.1) avec 
s = s0. (ii) est démontré; ce qui achève la démonstration. 
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